Brakkroppar av integritetsomraden (se avsnitt 30 i Durbins bok)

Lat D vare ett integritetsomrade och D= D \{0}. Vi skall bilda brak med element i D som tiljare
och element i D” som ndmnare. Vi studerar darfor relationen ~ pa D x D’ dir (a, b) ~ (¢, d) om
och endast om ad=bc.

Lemma 30.1 Relationen ~ dr en ekvivalensrelationen pa D X D’

Bevis ~ dr reflexitiv da ab=ba och symmetrisk eftersom ad=bc = cb=da. For transitiviteten, lat
(a, b) ~ (¢, d) och (c, d) ~(e, f). Da ir ad=bc, cf=de och (ad)f = (bc)f =b(cf) =b(de). Alltsa giller i
sa fall d(af)= d(be). Men da D saknar nolldelare kan vi stryka d+0, vilket ger att (a, b) ~ (e, f).

Vi betecknar ekvivalensklassen av (a, b) m.a.p. ~ med % istéllet for [a, b] som i kursboken. Vi

kallar en ekvivalensklass % for ett brak med element i D. Observera att b0 for varje par (a, b)

som representerar braket.

Lat Fp vara midngden av alla brak med element i D. Man definierar summan och produkten av tva
bréak enligt :
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Det ir inte sjdlvklart att dessa operationer &r vildefinierade och att hogerleden &ar oberoende av de
par (a,b) och (c,d) som representerar braken. Men det foljer av féljande lemma.
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Lemma 30.2 Lat (a, b), (a’, b"), (¢, d), (¢’, d’) vara element i D x D" med ﬁz% och
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baar = —===—pr— och L r=pya

For de bindra operationerna + och - pa Fp giller foljande resultat.

Lemma 30.3 For ett integritetsomrdde D sa dr (Fp ,+, -) en kropp med % som nollelement och
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Kr oppen Fp kallas br&kkroppen (eng. the field of fractions) av D eller kvotkroppen (eng. the field of quotients)
av D. Om man talar om kvotkroppar &r det viktigt att inte blanda ihop dessa med kvotringar R/I.
De senare som bittre kallas restklassringar har inget med brak att gora utan &r en generaliserad
kongruensrikning.

Lemma 30.4 Ldt D vara ett integritetsomrade och ¢0: D — Fp avbildningen diir §(a)= % .Da

dar ¢ en injektiv ringhomomorfi.



Ett integritetsomrade D ir alltsa isomorft med delringen ¢(D) av sin brakkropp Fp. Man
identifierar dérfor ofta D med sin bild ¢(D) och ser D som en delring av sin brakkropp.

Exempel 1 Brakkroppen av ringen Z idr kroppen Q. Den allménna konstruktionen av
brakkroppar for integritetsomraden &r i sjdlva verket modellerad pa och en generalisering av
konstruktionen av Q.

Exempel 2 Lat K vara en kropp och D= K[x] vara ringen av alla polynom i x med koefficienter
i K. Da ir ett D ett integritetsomrade. Dess brakkropp Fj, som skrives K(x) kallas kroppen av

rationella funktioner i x 6ver K. Elementen i K(x) dr brak % av polynom i K[x] dér g(x) ar
g(x

skilt fran nollpolynomet. Om vi identifierar K[x] med sin bild i K(x) under ¢ sa blir K[x] en
delring av K(x) och K en delkropp av kroppen K(x).

Exempel 3 Lat D= Z[i] vara ringen av Gaussiska heltal a+bi dir a,be Z . Da kan brakkroppen
Fp av D identifieras med delkroppen av C bestéende av alla komplexa tal o+Pi dér x,ye Q. For
att se detta utnyttjar man foljande identiteter i Fjp :

a+bi _ (a+bi)c—di) _ (ad—bc)+(bc—ad)i _ (ad—bc)+(bc—ad) i

c+di ~ (c+di)c—di) 2442 2ad? 2ag? 1
Om vi later o _{ad =bc) och B _(bc=ad) kan vi alltsa uppfatta a +bl: som det komplexa talet
c2+d? c?+d? ctal

o+

Man kan ga vidare och konstuera en isomorfi fran F, till restklassringen Q[t]/(t2+l) genom att
avbilda a+Bi pa restklassen o+Pr +(7°+1) av det lineidra polynomet ai+Br € Q[r] . Speciellt far
vi d att Q[]/(r"+1) ir en kropp vilket dven foljer av att polynomet £°+1 ir irreducibelt 6ver Q.



