Losningstorslag
Analytiska funktioner, MMG700, tenta 30 oktober 2015
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. Enligt forutséttningarna ér |f(z)| > 1 for alla z € C sa g := 1/f &r holomorf i C
och |g(2)| <1 for alla z € C; obs ocksa att g # 0. Enligt Liouvilles sats dr g = C
dar C ar en konstant som maste vara nollskild. Alltsa ar f =1/C.

. Vi utvecklar forst 1/z i potenser av z — 1:
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och serien &r absolutkonvergent for |z — 1| < 1. Deriverar vi far vi
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som ocksa dr ok for |z — 1| < 1. Alltsa far vi
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som maste vara den sokta Laurentutvecklingen.
. Sdtt f(z) =525 och g = 2* — 2+ 2. For |z| = 1 har vi enligt triangelolikheten att
[f(2)] = [52°| =5

lg(2)| = [2* — 2+ 2| < |z|4+|2]+2:4.

Sa | f(2)| > |g(2)] for z pa randen av D(0,1). Enligt Rouchés sats har f(z) = 52°
lika manga nollstiillen som f(z) + g(z) = 52% 4+ 21 — 2 + 2 i D(0,1). Funktionen f
har 6 nollstéllen i D(0,1) sa &ven f + g, har 6 nollstéllen i D(0, 1).

. Observera forst att sinz/(z* + 222 + 1) &r en udda funktion pa R sé att
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Lat nu f(z2) := €% /(2* + 222 +1) = € /(2 +1)*(z — )% Da ér f meromorf i C med
dubbla poler i i och

Resi f = %((z i’)?)




Lat 4f vara linjen fran — R till R och 1at v£ vara halvcirkeln i évre halvplanet med
start i R och slut i —R. Vi har att
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Den forsta integralen i hoger led réknar vi med residysatsen:

/ f(2)dz = 2mwiRes; f = omit =T,
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For den andra integralen i hoger led gor vi uppskattningarna:
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— }%iggoi}{e(ﬂ/e+ O(1/R?)) = 7/e.
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. Beteckna cirkeln |z —i| = V2 med C; och cirkeln |z +i| = V2 med C,. Bada
cirklarna gar genom punkterna —1 och 1; cirkeln C} skér imaginédraxeln i punkten
i(1—+/2) och Cy skiir imaginéraxeln i punkten i(v/2—1). Lat fy(2) := (z+1)/(2—1).
Under f; avbildas C; och C; pa linjer genom 0 eftersom fi(—1) = 0 och f1(1) = co.
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Sa delen av C i undre halvplanet med start i —1 och slut i 1 avbildas pa stralen,
med start i 0, som gar genom 1 — ¢; delen av (5 i 6vre halvplanet med start i —1

och slut i 1 avbildas pa stralen, med start i 0, som gar genom 1 + 7. Det foljer att
omradet begransat av C och Cy avbildas pa sektorn {w; —w/4 < argw < 7/4}.

A= V2)i) = (1—1),

A((V2=1)i) = (14 1).

Lat fo(w) = w? da avbildar fy sektorn {w; —7/4 < argw < 7/4} pa hoger
halvplan. Sétt f3(¢) := ((—1)/(¢+1), som avbildar héger halvplan pa enhetsdisken.
Avbildningen f := f3o fyo f; &r alltsa en konform avbildning av omradet begrénsat
av C} och Cy pa enhetsdisken. Om man vill kan man skriva upp f(z):
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(a) Svar: Nej! En sadan funktion skulle inte ha diskret nollstélleméngd i C och
skulle enligt identitetssatsen vara identiskt noll och ddrmed inte kunna anta
vardet 1 i origo.
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(b) Svar: Jal T.ex. &r f(z) = sin 17r/ en sadan funktion.



