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1. Se kurslitteraturen eller anteckningarna.

2. Se kurslitteraturen eller anteckningarna.

3. Enligt förutsättningarna är |f(z)| ≥ 1 för alla z ∈ C s̊a g := 1/f är holomorf i C
och |g(z)| ≤ 1 för alla z ∈ C; obs ocks̊a att g 6= 0. Enligt Liouvilles sats är g ≡ C
där C är en konstant som m̊aste vara nollskild. Allts̊a är f ≡ 1/C.

4. Vi utvecklar först 1/z i potenser av z − 1:

1

z
=

1

1 + z − 1
=
∞∑
k=0

(−1)k(z − 1)k (1)

och serien är absolutkonvergent för |z − 1| < 1. Deriverar vi (1) f̊ar vi

− 1

z2
=
∞∑
k=1

(−1)kk(z − 1)k−1

som ocks̊a är ok för |z − 1| < 1. Allts̊a f̊ar vi

1

z2(z − 1)
= − 1

z − 1

∞∑
k=1

(−1)kk(z − 1)k−1 =
∞∑

`=−1

(−1)`+1(`+ 2)(z − 1)`

som m̊aste vara den sökta Laurentutvecklingen.

5. Sätt f(z) = 5z6 och g = z4 − z + 2. För |z| = 1 har vi enligt triangelolikheten att

|f(z)| = |5z6| = 5

|g(z)| = |z4 − z + 2| ≤ |z|4 + |z|+ 2 = 4.

S̊a |f(z)| > |g(z)| för z p̊a randen av D(0, 1). Enligt Rouchés sats har f(z) = 5z6

lika m̊anga nollställen som f(z) + g(z) = 5z6 + z4 − z + 2 i D(0, 1). Funktionen f
har 6 nollställen i D(0, 1) s̊a även f + g, har 6 nollställen i D(0, 1).

6. Observera först att sin x/(x4 + 2x2 + 1) är en udda funktion p̊a R s̊a att∫ ∞
−∞

sinx

x4 + 2x2 + 1
dx = 0.

L̊at nu f(z) := eiz/(z4 + 2z2 + 1) = eiz/(z+ i)2(z− i)2. D̊a är f meromorf i C med
dubbla poler i ±i och

Resi f =
∂

∂z

( eiz

(z + i)2

)∣∣∣
z=i

= · · · = − i

2e
.
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L̊at γR1 vara linjen fr̊an −R till R och l̊at γR2 vara halvcirkeln i övre halvplanet med
start i R och slut i −R. Vi har att∫ R

−R

eix

x4 + 2x2 + 1
dx =

∫
γR1 +γR2

f(z) dz −
∫
γR2

f(z) dz

Den första integralen i höger led räknar vi med residysatsen:∫
γR1 +γR2

f(z) dz = 2πiResi f = −2πi
i

2e
=
π

e
.

För den andra integralen i höger led gör vi uppskattningarna:∣∣∣ ∫
γR2

f(z) dz
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ π

0

eiRe
iθ

R4e4iθ + 2R2e2iθ + 1
iReiθdθ

∣∣∣ ≤ ∫ π

0

e−R sin θ

R4 − 2R2 − 1
Rdθ

≤ πR

R4 − 2R2 − 1
= O(1/R3).

Vi f̊ar nu:∫ ∞
−∞

sinx+ cosx

x4 + 2x2 + 1
dx =

∫ ∞
−∞

cosx

x4 + 2x2 + 1
dx = lim

R→∞

∫ R

−R

cosx

x4 + 2x2 + 1
dx

= lim
R→∞

Re

∫ R

−R

eix

x4 + 2x2 + 1
dx

= lim
R→∞

Re(π/e+O(1/R3)) = π/e.

7. Beteckna cirkeln |z − i| =
√

2 med C1 och cirkeln |z + i| =
√

2 med C2. B̊ada
cirklarna g̊ar genom punkterna −1 och 1; cirkeln C1 skär imaginäraxeln i punkten
i(1−

√
2) och C2 skär imaginäraxeln i punkten i(

√
2−1). L̊at f1(z) := (z+1)/(z−1).

Under f1 avbildas C1 och C2 p̊a linjer genom 0 eftersom f1(−1) = 0 och f1(1) =∞.
Dessutom

f1
(
(1−

√
2)i
)

= · · · = 1−
√

2

2−
√

2
(1− i),

f1
(
(
√

2− 1)i
)

= · · · = 1−
√

2

2−
√

2
(1 + i).

S̊a delen av C1 i undre halvplanet med start i −1 och slut i 1 avbildas p̊a str̊alen,
med start i 0, som g̊ar genom 1− i; delen av C2 i övre halvplanet med start i −1
och slut i 1 avbildas p̊a str̊alen, med start i 0, som g̊ar genom 1 + i. Det följer att
omr̊adet begränsat av C1 och C2 avbildas p̊a sektorn {w; −π/4 < argw < π/4}.
L̊at f2(w) := w2; d̊a avbildar f2 sektorn {w; −π/4 < argw < π/4} p̊a höger
halvplan. Sätt f3(ζ) := (ζ−1)/(ζ+1), som avbildar höger halvplan p̊a enhetsdisken.
Avbildningen f := f3◦f2◦f1 är allts̊a en konform avbildning av omr̊adet begränsat
av C1 och C2 p̊a enhetsdisken. Om man vill kan man skriva upp f(z):

f(z) =
( z+1
z−1)2 − 1

( z+1
z−1)2 + 1

.
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8. (a) Svar: Nej! En s̊adan funktion skulle inte ha diskret nollställemängd i C och
skulle enligt identitetssatsen vara identiskt noll och därmed inte kunna anta
värdet 1 i origo.

(b) Svar: Ja! T.ex. är f(z) = sin
π/2

1− z
en s̊adan funktion.
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