Losningstorslag
Analytiska funktioner, MMG700, tenta 18 augusti 2017

. Se kurslitteraturen eller anteckningarna.
. Se kurslitteraturen eller anteckningarna.

. Vi skall utveckla i potenser av z — 2. Efter faktorisering av ndmnaren far vi
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I aktuellt omrade &r |z — 2| < 3 sa formeln f6r geometrisk serie ger att
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i aktuellt omrade. Alltsa far vi
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. Lat f(z) = 2* och g(z) = 22+ 10 och observera att p(z) = f(z) +g(z). Om |z| = 2
géller
lg(2)] <2-24+10=14 < 16 = |f(2)|,

sa enligt Rouches sats har f + ¢ lika manga nollstéllen i D(0,2) som f(z) = 2
har, dvs. 4 stycken.

4

Om |z| =1 giller istéllet
9(2)| 210 —-2-1=8>1=|f(2)],

sa enligt Rouche har f + ¢ lika manga nollstéllen i D(0, 1) som g(z) = 2z+ 10 har,
dvs. inga. (Obs ocksa att eftersom |f| < |g| for |z] =1 & f+ ¢ # 0 for |z| = 1.)
Det foljer att p = f 4 ¢ har 4 nollstéllen i D(0,2) \ D(0,1) = {z; 1 < |z| < 2}.

. Lat ~ (R) vara linjestycket fran z = —R till z = R och lat v»(R) vara 6vre delen av
|z| = R orienterad moturs. Fér R > 1 har 1/(1+ 2*) tva poler i omradet begrinsat
av 71 (R) och 75(R), namligen a; = ™4 och ay = /%, Enligt Cauchys residysats
galler (for R > 1) att
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sa

och fran (x) far vi alltsa
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For att berikna hogerledet anvénder vi (t.ex.) residyregel 2:
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. f overensstammer med funktionen z — —iz pa imagindraxeln sa identitetssatsen
ger att f(z) = —iz for alla z € C. Alltsa ar f(1) = —i.

CSatt Q = {z; |2+ 1| > 1, |z — 1| > 1} och lat fi(z) = 1/z. Cirkeln |z — 1] =1
avbildas pa linjen Re z = 1/2, cirkeln |z + 1| = 1 avbildas pa linjen Rez = —1/2
och vi ser att f; avbildar €; pa stripen —1/2 < Rez < 1/2, som vi kallar .

Lat fo(z) = €™. Linjen Rez = 1/2 avbildas pa positiva imaginiiraxeln, linjen
Re z = —1/2 avbildas pa negativa imaginéraxeln och vi ser att fo avbildar {2y pa
hoger halvplan.

Hoger halvplan avbildas konformt pa D(0,1) med f3(z) = (2 —1)/(z + 1) och en
l6sning pa vart problem &r

fro oo i) =
O O Z)=—= —]F.
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. Lat o(z) = (2 — 1)/(z + 1); ¢ avbildar da H pa D(0,1) och ¢(1) = 0 sa sam-
manséittningen g = ¢ o f dr en holomorf avbildning D(0,1) — D(0,1) sadan att
g(0) = 0. Schwarz lemma ger direkt att |g(z)| < |z|, men

/ / ! 2f/(0)
0) = 0 0)=—F——==1
9'(0) = ¢'(£(0))f(0) F0) + 17
sa det foljer i sjdlva verket fran Schwarz lemma att g(z) = z, dvs.
o)1
fz)+1

Loser vi ut f(z) ur denna likhet far vi att f(z) = (14 2)/(1 — 2).



