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. Eftersom f &r holomorf existerar gransvérdet
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och ar definitionsmiéssigt f/(z), for all z i omradet dar f &r holomorf. Later vi h — 0
i (1)) och dessutom kréver att Imh = 0 sa blir gransvardet 0f/0z. Alltsa géller
f' = 0f/0z. Likheten 0f /0x = —idf /0y ar (ekvivalent med) Cauchy-Riemanns
ekvationer, som ar uppfyllda da f &r holomorf.

. Lat f(z) =2och g(z) = z+2%2/2+23/3. Fér z € 0D(0,1), dvs. for z sa att |z]| = 1,
géller enligt triangelolikheten att

lg(2)| = |z +22/2+23/3| <14+1/2+1/3 <2 =|f(2)].

Enligt Rouchés sats har darfor f och f + g lika manga nollstéllen i D(0,1). Alltsa
har polynomet 2 + z + 2%/2 + 23/3 inga nollstéllen i D(0,1).

. Vi har att g(z) := sinz — tan z dr holomorf i en omgivning till D(0,1) eftersom
tan z = sin 2/ cos z och cos z # 0 i en omgivning till D(0,1). Alltsa har g(2)/z% en
pol av ordning < 3 i origo men inga andra poler i en omgivning till D(0,1). Resi-
dyregel 1 ger att Respg(z)/2° = ¢#(0)/2! = --- = 0 sa enligt Cauchys residysats

blir den sokta integralen 0.

. Avbildningen fi(z) := iz ar konform da f; # 0, och vrider planet 90 grader
moturs; bilden av fjarde kvadranten under f; ar alltsa forsta kvadranten. Avbild-
ningen fo(z) := 2% dr konform utanfér origo och avbildar férsta kvadranten pa
ovre halvplanet. Avbildningen f3(2) := (2 —i)/(z + i) &r konform och avbildar
ovre halvplanet pa D(0,1). Alltsa, sammanséttningen
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dr en konform avbildning av fjarde kvadranten pa D(0, 1).

. Lat f(z) := 2/(z — i), som &r en Mobiusavbildning och alltsa speciellt avbildar
cirklar pa cirklar eller linjer. Rékning ger att f(—1) =i —1, f(i) = oo och f(1) =
1+ sa f avbildar enhetscirkeln pa den horisontella linjen ¢; som gar igenom 1+ 1
och i — 1. Ytterligare rakning ger att f(0) = 2i och f(1/2+1i/2) = 2+ 2i och det
foljer att f avbildar cirkeln |z — /2| = 1/2 pa den horisontella linjen ¢y genom
2i och 2 + 2i. Eftersom dessutom f(1/2) = 4/5 + 8i/5, som ligger i stripen S



begransad av ¢, och ¢y, foljer det att bilden av omradet {|z| < 1,|z —1i/2| > 1/2}
under f &r stripen S.

Lat g(w) = e® och observera att g o f(z) = €2/*=). Fran vad vi hittills gjort skall

vi alltsa bestdimma bilden av stripen S under g: OBS att S = {w; 1 < Imw < 2}
och att g(w) = eR°¥ . M g3 att

g(8) ={¢ =€ ™" 1 <Imw < 2} = {( =re’; 1 <6 <2},
Den sokta bilden &r alltsa sektorn {¢ = re®; 1 < 6 < 2}.

. Viskall bersikna [J° dz/(1+2%) = limp_,o fOR dr/(1+2%) = limp_o fﬁ dz/(1+423)
dar vf% ar kurvan t — t, 0 < t < R. Lat 72R vara kurvan t — Re, 0 <t < 27/3,
och 73 vara kurvan ¢ — (R —1)e??™/3 0 <t < R. Da &r kurvan v := 4t 4 48 4L
en sluten kurva som omsluter en tartbit”Tk. Funktionen f(z) := 1/(1 + 23) =
(z+ 1)z — e ™/3)" 1z — ™/3)~! har en enkelpol i z = ¢™/® men dr i 6vrigt
holomorf i en omgivning av Tx. Cauchys residysats och residyregel 1 ger att

dz , . 1
/YR 1+ 23 2mi Resginya f = 2mi (/3 + 1)(ein/3 — e~in/3)"

Med triangelolikheten ér, for R > 1,
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och alltsa dr limpo, [ n dz/(1 + 2%) = 0. Vidare,
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Alltsa har vi att
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och vi far, efter gransovergang, att
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