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. Se kurslitteraturen eller anteckningarna.

. Se kurslitteraturen eller anteckningarna.

. Sétt g(z) == f(z+ 1) — f(2). Da dr g holomorf i C och g(x) = 0 for alla x € R.
Enligt identitetssatsen dr g = 0 sa f(z + 1) = f(z) for alla z € C.

. Vi borjar med att uttrycka 1/z i potenser av z — 1; vi har, for |z — 1| < 1, att
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Dessutom, for alla z € C, géller
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For 0 < |z — 1] < 1 far vi alltsa
e* I & . (z—1)* e
= —(z —1))* = h
z(z—1) 2—1;( (2 ))e; 14 1 (2),

dér h &r holomorf for |z — 1] < 1. Principaldelen i sokta omradet ar da e/(z — 1).
. Sdtt f(z) := 23/(2* — 2i). Namnaren, 2% — 24, har tva nollstéllen, ndmligen a; =

V2e™* = 1 4§ och ay = V2e®/* = —1 — i = —ay, vilka bada &r i disken
{z; |z] < 2}. Enligt t.ex. residyregel 1 &r
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Cauchys residysats ger da
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. Sétt f(2) = €% /(2% +a?) och observera att Re f(z) = cos(az)/(z?+a?) for z € R.
Lat 47 vara intervallet [— R, R] genomldpt fran viinster till hoger och 14t v& vara
halvcirkeln i 6vre halvplanet centrerad i origo med radie R med start i z = R och
slut i 2 = —R. Kurvan ] +~4 omsluter enkelpolen z = ia till f (for R tillrickligt
stor), och enligt t.ex. residyregel 1 &r
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Fran Cauchys residysats far vi for R tillrackligt stort

/ f(z)dz +
" "

och ML-olikheten ger
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Later vi R — 00 i (%) far vi alltsa
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vilket slutligen ger

. Sétt f(z) =iz/(z—1), som &r en Mobiusavbildning, och lat C' vara cirkeln {z; |z —
1/2] = 1/2}. Inséttning ger

f0)=0, f(1/2+i/2) =1, f(1) =00, f[f(oo)=

Mébiusavbildningar avbildar cirklar/linjer pa cirklar/linjer sa det foljer att bilden
av C, genomlopt medurs, dr realaxeln genomlopt fran vénster till hoger; bilden av
negativa realaxeln genomlopt fran hoger till vanster ar linjestycket fran O till 4;
bilden av {x € R; x > 1} genomlopt fran oo till 1 &r stralen léngs imaginédraxeln
fran 7 till co. Vidare, Mobiusavbildningar &r bijektiva (fran P! till P') och konforma,
sa bilden av omradet {z; |z —1/2| > 1/2, Im z # 0} blir 6vre halvplanet férutom
positiva imaginéraxeln.

. Enligt Taylors sats dr f(2) = Yo, cx2", dér serien konvergerar absolut i C och
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for godtyckligt r > 0. Fran ML-olikheten och forutséttningen |f(z)| < |z]? far vi
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For k > 3 dr 3 —k < 0, sa later vi 7 — oo i (xx) far vi ¢, = 0 for k£ > 3. For
k < 3 later vi r — 01 (*x) och ser att ¢, = 0 for k < 3. Alltsa dr f(z) = c32® och
eftersom | f(2)] < |z]® maste |e3| < 1.



