Losningstorslag
Analytiska funktioner, MMG700, tenta 5 januari 2016

. Se kurslitteraturen eller anteckningarna.
. Se beviset for maximumprincipen.

. Vi gjorde denna uppgift pa foreldsningen som en tillimpning pa Laurents sats.
Enligt denna kan f framstéllas som Laurentserie f(z) = Y > ¢,2" och koefficien-
terna ¢, kan berdknas som

1 f(2)dz

Cp = —
271 gntl

|z|=r

for godtyckligt r sadant att 0 < r < 1. Det foljer att
f(z)

1
ontl o

langd({z; |z] =r}) < .

1
len| < — sup
T |z|=r

For negativa n géller att lim, ,o1/r" = 0 sa ¢, = 0 for negativa n. Alltsa &r
f(z) =37 2™ och det foljer att f har en holomorf utvidgning till hela D(0, 1).

. Vihar tanz =sinz/cosz och i D(1,1) har cos z ett enkelt nollstélle i z = 7/2. Sa
tan z har en enkel pol i D(1,1) och t.ex. enligt residyregel 2 géller
sin z sin(m/2)

Res, = — =—1.
/2 os 2 —sin(7/2)

Fran residysatsen far vi sedan

sin z . sin z .
dz = 2miResy /o = —2m.
aD(1,1) COS 2 cos 2

Anmdrkning: Eftersom D sin z = cos z verkar vid forsta anblick argumentprincipen
kunna anvéndas for berdkna den sokta integralen. Men sin z har ett nollstélle pa
0D(1,1) sa denna &r inte utan vidare tillimpbar.

. Eftersom integranden dr en jimn funktion och Re €™ = cos x for reella  har vi att

/°° cosxdx B 1/“’ cosxdx
o (@2+D(x2+4) 2/ (@2 + 1) (22 +4)
1 [ e dx
p— R -_ . 1
(3) i) @
Satt f(z) := ‘ lat g vara halvcirkeln {z = Re?; 0 < 0 < 7}

(22+1)(22 +4)’
orienterad moturs och lat I'g vara den slutna kurvan [—R, R| 4+ vg. Vi har att

[ sea= [ oyt + [ s

1



notera att integralen vi vill rdkna ut &r lika med I%im Re ( / f(z dx)
—00

Vi réknar forst ut fr z)dz med residysatsen: Inuti ' har f(z) tva enkelpoler,
eniz=1ocheniz= 2 Med t.ex. residyregel 1 far vi att

eiz ]_
R i = - ~ Gie
es; f(2) (z41)(22 +4) 2= 6ie
6iz 1
Res2if(z>_ (z2+1)<z+2@') Z:Qi_.”__12i€2’

och foljdaktligen

11
dz = 2mi [ — — _ % — 1
FR‘f(Z) oo (6ie 12i62) 662( e=1).

Vi hoppas att limpg_, fm f(2)dz = 0 och for att visa det parametriserar vi forst
vr med z = Re??, 0 < 0 < 7, och far

/ f(z)d / ' iR df
zZ)az = - - .
o o (R2e%0 + 1)(R2e%9 + 4)

Alltsa,

™ efRsinH - Rdb o R .
/ (RQ—I)(R2—4) < (R2_1)(R2_4) :O(l/R )7 (2)

f(2)dz| <

dér den forsta olikheten foljer fran omvéanda triangelolokheten och att ek

e Bsinf: den andra olikheten foljer eftersom e~#sm¢ < 1 for 0 < 6 < 7. Fran (2)
ser vi att limp_, o va f(z)dz = 0.

Det foljer alltsa att

lim /_zf(x)dx = lim (/PR F(2)dz — /WR f(z)dz) - é(%— 1)

7r
62(26 —1).

. For |z| = 1 giller att |22 + 1| < |2]*+1 =2 < 3 = |32?] sa enligt Rouchés sats har
323 och p(z) = 32% + 22 + 1 lika manga nollstéllen i D(0, 1), dvs. tre stycken.

For |z| = 1/2 géller att [32°+22| < 3|z>+]z|* = 3/8+1/4 = 5/8 < 1 sa funktionen
1 och p(z) har lika manga nollstéllen i D(0,1/2), dvs. inga alls.

Tredjegradspolynomet p(z) har alltsa tre nollstéllen i {z; 1/2 < |z| < 1}, dvs. p
har alla sina nollstallen dar.



7. Vi borjar med att partialbraksuppdela:
1 A B C

2(z4+1)(z + 2) z+z—|—1+z—|—2

och "handpalédggning” ger
1

1
-, B
(z+1D(z+2)lz=0 2 2(z +2) lz=—1

Alltsa,
1 1 1 1

Cr)E+2) 22 241 2G+2)

For |z| > 1 har vi att

ﬁ%ﬁ%;(—bk

och for |z| < 2 att

1 1 B 1i( z)k
z+2  21-(-2/2) 24 2
Foljdaktligen far vi

z(z+1§(2+2) - %_% - <_%>k+}1;(_g)k

1
8. Lit f(2) = 1+—Z; da blir f(=1) = 0, f(0) =1, f(1) = 00 och f(i) = --- = i. Vi
—z
ser att linjesegmentet [—1, 1] avbildas pa [0, co], halvcirkeln {|z| = 1, Imz > 0}
avbildas pa positiva imagindraxeln och omradet Q := {z; |z| < 1,Imz > 0}
avbildas surjektivt pa forsta kvadranten. Vi noterar ocksa att f(i/(1 + v/2)) =
= (L414)/V2.
Lat g(z) := 2% g avbildar forsta kvadranten surjektivt pa dvre halvplanet och

G(1+i)/V3) = =i,

Lat slutligen h(z) := & _T_ Z,, som avbildar 6vre halvplanet surjektivt pa D(0,1).
241

Avbildningen

ar nu konform och avbildar €2 surjektivt pa D(0,1). Dessutom,
w(i/(1+v2)) = hg(f(i/(1 +V2)))) = h(g((1 +1)/V2)) = h(i) = 0,

3



sa @ uppfyller alla kraven.

Anmdrkning: Om man pa nagot annat séitt hittar en konform avbildning 1 som
avbildar Q surjektivt pa D(0,1) &ar det inte sdkert att ¢ avbildar punkten z =
i/(14+/2) pa origo men detta kan avhjilpas genom att sitta samman med lamplig
automorfism av D(0,1): Om ¢(i/(14+v/2)) = a € D(0,1)\{0}, lat p,(2) := 12 —a ;

—az

@, avbildar D(0, 1) surjektivt pa D(0, 1) och ¢,(a) = 0 sa sammanséttningen ¢, 01
har de 6nskade egenskaperna.




