Losningstorslag
Analytiska funktioner, MMGT700, tenta 28 oktober 2016
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. Funktionen g¢(z) := f(z) — z ar holomorf i C och ¢g(1 —1/n) = f(1—-1/n) — (1 —
1/n) =0forn=1,2,3,...,sal ér en hopningspunkt for nollstalleméngden till g.
Enligt identitetssatsen dr g = 0, dvs. f(z) = z for alla z € C. Alltsa ar f(2) = 2.

. Fran Taylorutvecklingarna av sinh z och sin z ser vi att
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sinh z — sin z =
dér h &ar en holomorf funktion i C. Fér z i en punkterad omgivning av 0 géller da
enligt formeln for geometrisk summa att
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dér g ar holomorf i en omgivning av 0. Principaldelen av Laurentutvecklingen &ar
alltsa 3/23.

. Sétt f(z) := 23+ 1 och g(2) := 2% Om |z| = 3/4 géller:

3\° 64—-27 37 36 3\ 2
>1-1P=1—-(2) = = > (2 =

och om |z| = 3/2 géller:
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Alltsa &r |f(z)| > |g(z)| for z pa randen av omradet Q := {z; 3/4 < |z] < 3/2}
och enligt Rouchés sats har f och f + ¢ lika maga nollstéllen i . Eftersom f har
tre nollstillen (—1 och e*/3) i Q har ocksa 2% + 22 + 1 tre nollstillen i Q.

CLat Q= {z; 0 < argz < /2, |z| < 1}. Séitt fi(z) := 22, som ér konform i C\ {0}.
Daar fi(Q2) = {z; |z| < 1, Imz > 0}. Sétt fo(z) == (¢ +1)/(z —1). Da &r

f2(_1> =0, fZ(O):_la f2(1) = 00, fQ(Z)::—Z

Eftersom f avbildar cirklar/linjer pa cirklar /linjer foljer att fo avbildar linjestycket
mellan —1 och 1 pa negativa realaxeln och halvcirkeln {z; |z| = 1, Imz > 1} pa
negativa imagindraxeln. Eftersom fy dr konform blir f5(f1(€2)) tredje kvadranten.
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Sitt f3(z) := 2% f3 avbildar da tredje kvadranten surjektivt pa évre halvplanet.

Alltsa ar ,
2241
fso fao fi(z) = (22_1)

en surjektiv konform avbildning fran €2 till 6vre halvplanet.

. Andragradsekvationen z?+2z+a = 0 har, fér a > 1, lésningarna z = —14iv/a — 1,
sa f(z) := €” /(22422 +a) har enkelpoler i z = —1+iv/a — 1 och enligt residyregel
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Lat 4f vara linjen fran — R till R och 1at v£ vara halvcirkeln i évre halvplanet med
start i R och slut i —R. Enligt Cauchys residysats géller nu att
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Vidare, enligt ML-olikheten, har vi for R tillriackligt stort att
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Sa fran (x) foljer att [~ f(z) dx = % och alltsa &r
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. Enligt Taylors sats har f en Taylorutveckling som konvergerar i en omgivning till
D(0,1), och eftersom f har ett nollstélle av ordning m i origo, men inga andra
nollstéllen, géller att
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dir g #r holomorf och nollskild i en omgivning till D(0,1), g(0) = f*)(0)/k! och
g'(0) = f*+D(0)/(k + 1)!. Vi far:
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Vi vet att [, dz/z* = 0 (vilket foljer fran att parametrisera och rdkna), och

eftersom g &r nollskild ar ¢’/g holomorf sa Cauchys formel ger att
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