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1. a) Hirled, under Limplig forutsittning, Frenet-Serrets ekvationer for en baglingdspa-
rametriserad kurva i R3.
b) Beriikna x,7, t, n och b for kurvan ~(s) = (2sins, 2sins,2 — cos s).

a) Se kursboken.
b) Vi beridknar

, 3 4

v = (S Coss,gcoss,sins)
3 4
v = (—5 sins,—g sin s, cos s)

Bada «’ och ~"” ir enhetsvektorer. Sa t = v/, n = 4", k = 1loch b =t xn =
(5,—2,0),s4 b" =0, 7 = 0. Kurvan dr en cirkel med radie 1 i planet 4z — 3y = 0.

2. Visa att nivaytan
S={z,y,2) eR’| f(z,y,2) =0},

dir f &r en glatt funktion, dr en glatt yta om gradienten V f(p) # 0 i varje punkt
peS.

Lat p = (zo, Yo, 20) € S. Enligt forutsittning ar (f,, f,, f.) # 0. Vi far anta att f, # 0.
Enligt implicita funktionssatsen finns det en omgivning U av (z9,%) € R?, en omgivning
V av zg € R och en differentierbar funktion g: U — V sa att f(z,y,g(z,y)) = 0 for alla
(x,y) € U,ochom f(x,y,2z) =0 for (z,y,z) € U x V,sddr z = g(x,y). Avbildningen
o:U — R3 o(x,y) = (z,y,9(z,y), dr nu en diffeomorfi frén U till (U x V)N S, med
o, x o, 7# 0paU.Dirfor ir S en glatt yta.

3. Berikna GauB- och medelkrokningen
a) for skruvytan o (u,v) = (ucosv,usinv,v),
b) for rotationsytan o ,(u,v) = (ucosv,usinv,logu).

a) Med o(u,v) = (ucosv,usinv,v) far vi

14 (cosv,sinw,0)

o1, = (—usinv,ucosv,l)
o1 = (0,0,0)

014w = (—sinw,cosv,0)
01w = (—ucosv,—usinwv,0)

ochE=1,F=0,G=1+u*>,L=0, M= —1/v/EG — F? och N = 0. Principalkrok-
ningarna dr losningarna till




som ger k*(u?+1)—1/(u?*+1) =0, 88 K12 = +1/(u?+1). Detta ger K = —1/(1 + u?)?
och H =0.
b) Med o 5(u,v) = (ucosv,usinv,logu) far vi

o2, = (cosv,sinv,1/u)

(
02, = (—usinv,ucoswv,0)
UQ,uu = ( 1/U )
Oow = (— sinv, cos v, 0)
(=

Oopy = ucosv, —usinv, 0)

och £ = (1+4?)/(u?), F=0,G=u*L=—-1/uyl+u*, M =0 och N =
u/v/1+u2. Detta ger k1 = —u/(1+ u?)3? och kg = 1/uv/1+u2, 88 K = —1/(1 + u?)?
och H = 1/(2u(1 + u?)%/?).

. Lat ~(s) vara en baglingdparametriserad kurva pa en orienterad yta S. Visa att den
geodetiska krokningen r, ges av x, = det(~’, v”,IN), dédr N &r enhetsnormalvektor
pa S. Visa att formel for en allmiin parameter ¢ blir

_ det(y',v",N)
T IP
Eftersom v" = k,N + k,N x 4" dr x, = 4" - N x ~' = det(v’, v”, N) For en all-
mién parameter ¢ giller 21 = 297 och ddg = (%)M T 4 LoDV och ||LL)| = £,

ddr minus-tecknet giller om omparametriseringen byter orienteringen; dd byter ocksa &,
tecknet. Insdttning ger att

d d
det<$7dt;y,N>_:tdt d")/ d2 N
e T s s )

. Betrakta for alla n > 2 grafen I',, som parametriseras av o ,,(u,v) = (u,v,u" —v").
Bestiam for vilka a € R sparet av kurvan ~ () = o,(¢,at) dr en geodet.

Kurvan «, ér i allménhet inte parametriserad med konstant hastighet, och dérfor inte geo-
det, men den kan vara omparametrisering av en geodet.

Nodvindigt och tillrdckligt r att £, = 0 pa kurvan, som kan beridknas med formeln fran upp-
gift 4. Vi har att N = (1,0, nu™"1) x (0,1, —no"™!) = (- nu"‘l, nv"1,1). Fran ~,(t) =
(t,at, (a™ — 1)t") far vi v/ (t) = (1 a,n(a™ — 1)t"1) och ~”(t) = (0,0,n(n — 1)(a™ —
1)t"=2); vidare dr N(¢) = (—nt", na™ %", 1). Villkoret k, = 0 ger det(v/, v, N) =
0, som man beriknar till —n?(n — 1)(a™ — 1)t**3(a""! + a) = 0. Eftersom n > 2 ir
villkoret a(a™ — 1)(a" 2+ 1) = 0. Om a" — 1 = 0, sd & -, en rit linje i planet z = 0.
Det hdnder for @ = 1, och i fall n jamnt for a = —1. Fér udda n 4r a = —1 den enda reella
16sningen till a"~2 + 1 = 0. Kurvan - _, #r di normalsnitt med planet x + y = 0. Ocksa
7, dr normalsnitt. Sa svaret dr a = 0,1, —1 for alla n > 2.

. Lat v:I — R3 vara en baglingdparametriserad kurva med normal n och binormal
b.Lat r > 0 vara ett (litet) tal sadant att rorytan S kring -, given av

o(s,p) = v(s) —r(cospn(s)+sinpb(s)) ,
ir en reguljir yta i R3.
a) Visa att N = cos ¢ n + sin ¢ b dr normalvektorfalt till S.
b) Berikna principalkrokningarna.

c) Antag att + ir en enkel sluten kurva med léingd /. Beriikna rorytans area A(S) =
[Js dA och integralen av GauBkrokningen [[. K dA. (5p).



a) Viberidknar o, = v'—r(cospn'(s) +sing b'(s)) = (1+krcosp)y' +71rsinpn —
trcospboch o, =rsinpn—rcospb.Sd o, =~v'+170,0cho;x0,=v"x0,=
rsingy’ X n —rcospy’ x b=r(cospn +sinpb).

b) Vi uttrycker Ny och N, i o, och o,: N, = —singn +cosp b = —1/ro, och
N, = —kcospy' —1sinpn +7cospb = —kcosg/(1 + krcosp)os + Ao, med A
en koefficient som vi inte beridknar. Basbytesmatrisen dr minus matrisen till Weingartenav-
bildningen, vars egenvirden ir principalkrokningarna. De dr dirfor 1/r och kcosp/(1 +
KT COS ).

¢) Vihar E = (1 + krcosp)? + 72r, F = 7r* och G = r*,s0 VEG — F? = r(1 +
krcos ). Sa A(S) = f(ffo% r(l+krcose)dpds = f(f 2mrds = 27rl. Vihar K = kKo =
rkcosp/r(l+krcosg) sa [ [ KdA = f(f fo% kcosdpds = 0. Det sista foljer ocksé ur
GauB-Bonnet, eftersom rorytan dr homeomorfmed en torus.



