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Lösningsförslag till tentamen i MMGF11 Analys och linjär algebra del 2.

Lösningarna skall presenteras p̊a ett s̊adant sätt att räkningar och resonemang blir lätta
att följa. Motivera dina svar. Gräns för G är 12 poäng, och gräns för VG är 18 poäng.

1. Med x(t) =

[
x1(t)
x2(t)

]
och A =

[
5 6
−3 −4

]
blir systemet x′(t) = Ax(t).

Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet är det(A − λI) =

∣∣∣∣ 5− λ 6
−3 −4− λ

∣∣∣∣ =

(5 − λ)(−4 − λ) + 18 = λ2 − λ − 2 = (λ − 2)(λ + 1), s̊a egenvärdena blir λ1 = −1
och λ2 = 2. Egenvektorer till λ1:[

6 6 0
−3 −3 0

]
∼
[

1 1 0
0 0 0

]
⇒ Egenvektor v1 =

[
−1
1

]
Egenvektorer till λ2:[

3 6 0
−3 −6 0

]
∼
[

1 2 0
0 0 0

]
⇒ Egenvektor v2 =

[
−2
1

]

Detta ger A = PDP−1 med P =

[
−1 −2
1 1

]
och D =

[
−1 0
0 2

]
.

L̊at y(t) =

[
y1(t)
y2(t)

]
= P−1x(t). D̊a f̊ar vi y′(t) = Dy(t), dvs

{
y′1(t) = −y1(t)
y′2(t) = 2y2(t)

.

De allmänna lösningarna är

{
y1(t) = C1e

−t

y2(t) = C2e
2t

.

Begynnelsevillkoren Py(0) = x(0) =

[
1
0

]
ger

[
−1 −2 1
1 1 0

]
∼
[

1 1 0
−1 −2 1

]
∼
[

1 1 0
0 −1 1

]
∼
[

1 0 1
0 1 −1

]

Dvs y(0) =

[
1
−1

]
s̊a C1 = 1 och C2 = −1. Det ursprungliga systemets lösning blir[

x1(t)
x2(t)

]
= Py(t) =

[
−e−t + 2e2t

e−t − e2t
]
.

2. Vi använder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. L̊at u1 = v1,

u2 = v2 −
v2 · u1

u1 · u1

u1 =


1
1
1
1

− 2

2


1
0
1
0

 =


0
1
0
1

 ,

u3 = v3 −
v3 · u1

u1 · u1

u1 −
v3 · u2

u2 · u2

u2 =


2
1
0
1

− 2

2


1
0
1
0

− 2

2


0
1
0
1

 =


1
0
−1
0

 .



D̊a är {u1,u2,u3} en ortogonal bas för W . Ortogonalprojektionen av u p̊a W är

ProjW u =
u · u1

u1 · u1

u1 +
u · u2

u2 · u2

u2 +
u · u3

u3 · u3

u3

=
4

2


1
0
1
0

+
6

2


0
1
0
1

+
−2

2


1
0
−1
0

 =


1
3
3
3

 .

3. Den kvadratiska formen kan skrivas som Q(x) = xTAx med A =

 1 0 −1
0 1 1
−1 1 2

.

Karakteristiska polynomet är

det(A− λI) =

 1− λ 0 −1
0 1− λ 1
−1 1 2− λ

 = (1− λ)2(2− λ)− (1− λ)− (1− λ)

= (1− λ)
(
(1− λ)(2− λ)− 2

)
= (1− λ)(λ2 − 3λ) = (1− λ)λ(λ− 3).

S̊a egenvärdena blir λ1 = 0, λ2 = 1 och λ3 = 3. Egenvärdena uppfyller inte λi > 0
s̊a den kvadratiska formen är inte positivt definit. Den är bara positivt semidefinit
ty λi ≥ 0.

4. a) Sant. Om A är triangulär med diagonalelement di s̊a kommer A − λI vara tri-
angulär med diagonalelement di − λ. Determinanten av en triangulär matris är
produkten av diagonalelementen s̊a det(A − λI) =

∏n
i=1(di − λ), vilket innebär

att {di}ni=1 är egenvärdena.

b) Falskt. Till exempel A =

[
1 0
0 1

]
och B =

[
1 1
1 1

]
ger A + B =

[
2 1
1 2

]
,

det(A) = 1, det(B) = 1 och det(A+B) = 3, s̊a det(A+B) 6= det(A) + det(B).

c) Sant. Matrisen är symmetrisk s̊a spektralsatsen säger att den är ortogonalt diag-
onaliserbar vilket innebär att den är diagonaliserbar.

d) Falskt. Till exempel u =

[
0
1

]
och v =

[
1
1

]
ger ‖Proju v‖ =

u · v
‖u‖

= 1 och

‖Projv u‖ =
u · v
‖v‖

= 1/
√

2.

5. a) y(x) = 0 är en lösning till ekvationen, men uppfyller inte begynnelsevillkoret.
Därför kan ekvationen formuleras om som y−2y′ = sin(x). Ekvationen är separa-
bel och vi f̊ar

∫
y−2dy =

∫
sin(x)dx⇒ −y−1 = − cos(x)+C ⇒ y = (cos(x)−C)−1.

Begynnelsevillkoret 1/2 = y(0) = (1 − C)−1 ⇒ C = −1. Allts̊a är y(x) =
(cos(x) + 1)−1.

b) ODE:n kan skrivas som y′′ − y′ − 2y = xex. Det karakteristiska polynomet är
r2 − r− 2 = (r− 2)(r + 1). Detta ger de homogena lösningarna yh(x) = C1e

2x +
C2e

−x. För att hitta en partikulärlösning gör vi ansatsen y = zex, som ger
y′ = (z + z′)ex och y′′ = (z + 2z′ + z′′)ex. ODE:n blir d̊a
(z+2z′+z′′)ex−(z+z′)ex−2zex = xex ⇔ z′′+z′−2z = x. Ansatsen z = Ax+B

ger A− 2Ax− 2B = x⇒

{
−2A = 1

A− 2B = 0
⇒

{
A = −1/2

B = −1/4
.

Allts̊a zp = −x/2− 1/4⇒ yp = −(x/2 + 1/4)ex.
S̊a y = yh + yp = C1e

2x + C2e
−x − (x/2 + 1/4)ex.



6. Partialintegration med x2/2 som primitiv till x ger∫
x arctan(x)dx =

1

2
x2 arctan(x)−

∫
1

2
x2

1

1 + x2
dx

=
1

2
x2 arctan(x)− 1

2

∫
1− 1

1 + x2
dx

=
1

2
x2 arctan(x)− 1

2
x+

1

2
arctan(x) + C

=
x2 + 1

2
arctan(x)− 1

2
x+ C

7. Ett snitt av rotationskroppen vid x blir en cirkel med area π(f(x))2. Därför blir
volymen av kroppen den generaliserade integralen

V =

∫ ∞
0

π(f(x))2dx = π

∫ ∞
0

e−4xdx = π lim
X→∞

∫ X

0

e−4xdx = π lim
X→∞

[
e−4x

−4

]X
0

= π lim
X→∞

(
−1

4
e−4X +

1

4

)
=
π

4
.

S̊a volymen är ändlig och V = π/4.

8. Vi har MacLaurinutvecklingarna

ex
2

= 1 + x2 +O(x4)

cos(x) = 1− x2

2
+O(x4)

arctan(x) = x+O(x3).

Detta ger

lim
x→0

ex
2 − cos(x)

x arctan(x)
= lim

x→0

1 + x2 +O(x4)− (1− x2

2
+O(x4))

x(x+O(x3))

= lim
x→0

3
2
x2 +O(x4)

x2 +O(x4)
= lim

x→0

3
2

+O(x2)

1 +O(x2)
=

3

2
.


