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Losningsforslag till tentamen i MMGF11 Analys och linjar algebra del 2.

Losningarna skall presenteras pa ett sadant satt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Gréans for G ar 12 poang, och grans for VG ar 18 poang.

_ () _ |5 6 : 1(4) —
1. Med x(t) = {xg(t)} och A = {_3 _4} blir systemet x'(t) = Ax(t).
Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet ar det(A — AI) = 5__3>\ _46_ \ ' =

(5—=A)(=4—=XN)+18 =22 =X —2=(\—2)(\+ 1), sa egenvirdena blir \; = —1
och Ay = 2. Egenvektorer till \;:

6 6 |0 1 10 -1
{_3 _30} ~ {O 00} = Egenvektor v; = { 1}

Egenvektorer till Ay:

3 6|0 1 2]0 -2
{_3 6 O} ~ {O 0 0] = Egenvektor v, = { 1 }
-1 =2 -1 0
_ -1 _ _
Detta ger A= PDP medP—{1 1}ochD—{O 2}.
: yl(t)} . Ces yl(t) —11(t)
Lat y(t) = = P7'x(t). Da far vi y'(t) = Dy(t), dvs

U1 (t) = Cle_t

De allmanna losningarna ar )
ya(t) = Coe™

Begynnelsevillkoren Py(0) = x(0) = {H ger
-1 =211 1 110 1 110 1 01
1 110 -1 =21 0 —1]1 0 1|-1

Dvs y(0) = [ L } sa C1 =1 och Cy = —1. Det ursprungliga systemets l6sning blir

-1
zi(t) | [ et 2e*
[x2(t>} = PY(t) = [ et 2t |
2. Vi anvander Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. Lat u; = vy,
1 1 0
W — Vo — Vo - ulu 1 . 2 0 . 1
2T aew |1 21 |0

1 0 1
2 1 0 1
R £ B R C L L 240 241 _ 10
s u; - g ! 112'1122_ 0 2 1 210 o —1
1 0 1 0



Da ar {uy, u,us} en ortogonal bas for W. Ortogonalprojektionen av u pa W ar

Projy,u = u; + us
u; - Uz - Uz Uz - us
1 0 1 1
_ 410 N 611 N 210 _13
2|1 210 2 -1 |3
0 1 0 3
1 0 -1
3. Den kvadratiska formen kan skrivas som Q(x) = x’Ax med A= | 0 1 1
-1 1 2
Karakteristiska polynomet ar
1-Xx 0 -1
det(A — ) = 0 1-X 1 [=@10=-XN2-XN—-10=-XN—-(1-)

-1 1 2=
=(1-=XN(1=N2=-X)—=2)=1=X)N\ =3 =(1-NAA-3).

Sa egenviardena blir Ay = 0, Ay = 1 och A3 = 3. Egenvérdena uppfyller inte A\; > 0
sa den kvadratiska formen &r inte positivt definit. Den ar bara positivt semidefinit

4.a) Sant. Om A &r trianguldr med diagonalelement d; sa kommer A — A\I vara tri-
anguldar med diagonalelement d; — A\. Determinanten av en triangular matris ar
produkten av diagonalelementen sa det(A — AI) = [[;_,(d; — A), vilket innebér
att {d;}_, ar egenvérdena.

. 10 11 2 1
b) Falskt. Till exempel A = 01 och B = 11 ger A+ B = 1 2l

det(A) =1, det(B) = 1 och det(A + B) = 3, sa det(A + B) # det(A) + det(B).

¢) Sant. Matrisen ar symmetrisk sa spektralsatsen siger att den ar ortogonalt diag-
onaliserbar vilket innebar att den ar diagonaliserbar.

d) Falskt. Till exempel u = {(1)] och v = {H ger || Proj,v| = H = 1 och
u

. u-Vv
| Proj, ul| = ™ 1/V2.

5.a) y(x) = 0 &ar en losning till ekvationen, men uppfyller inte begynnelsevillkoret.
Dirfor kan ekvationen formuleras om som y =2y’ = sin(x). Ekvationen ar separa-
bel och vifar [y ~2?dy = [ sin(z)de = —y~ = — cos(2)+C = y = (cos(z)—C)~".
Begynnelsevillkoret 1/2 = y(0) = (1 — C)™' = C = —1. Alltsa ar y(x) =
(cos(z) + 1)1

b) ODE:n kan skrivas som y” — 3/ — 2y = xe®. Det karakteristiska polynomet ar
r? —r—2=(r—2)(r +1). Detta ger de homogena losningarna y(z) = C1e** +
Csoe™™. For att hitta en partikularlosning gor vi ansatsen y = ze®, som ger
Yy = (24 2")e” och y' = (2 + 22/ + 2")e”. ODE: blir da
(z422'42")e" — (24 2")e* —2ze* = we® & 2"+ 2/ — 2z = x. Ansatsen z = Az + B
24 =1 A=—1/2
=

A—2B=0 B=-1/4

Alltsa 2, = —2/2 — 1/4 =y, = —(x/2 + 1/4)e".

Say=uyn+y,=Cre* + Coe ™™ — (z/2 +1/4)e".

ger A —2Axr —2B =12 =



6. Partialintegration med x?/2 som primitiv till = ger

1 1
/a:arctan(x)dx = 51:2 arctan(z) — / 5:1:2

1 1 1
= §x2 arctan(zr) — = / 1 dx

1

1 —i—xde

2 142

1 1
= —z?arctan(z) — 2% + 3 arctan(x) + C'
241 1
o ;_ arctan(x) — 3% +C

7. Ett snitt av rotationskroppen vid x blir en cirkel med area 7(f(z))?. Déarfor blir
volymen av kroppen den generaliserade integralen

o0 o) X 6—41 X
V = / 7(f(x))*dr = 7r/ e ¥dr =7 lim e dr = lim [ 1 }
0 0

X—o00 0 X—o00 0

L I yx Iy
—”;}1310(—16 +1>—z

Sa volymen ar éndlig och V = 7 /4.

8. Vi har MacLaurinutvecklingarna

Detta ger
e —cos(z) . 1+ +0(x*) — (1 - % +0(")
lim ———~ = lim
@—0 rarctan(z) -0 z(z + O(2%))
o 327406 5406 3

=0 224+ O(z*) =01+ 0(22) 2



