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Losningsforslag till Tentamen i MMGF11 Analys och linjar algebra del 2.

Losningarna skall presenteras pa ett sadant satt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Grans for G ar 12 poang, och grans for VG ar 18 poang.

1 0 -1
1. For vilka viarden pa konstanten a &r A= | 1 a 1 | inverterbar? (2p)
0 2 a

Lo6sning: Determinantkriteriet ger att A &r inverterbar omm det(A) # 0. Berdkning
ger det(A) = a? — 4= (a—2)(a+2) sa A ar inverterbar omm a # +2.
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2. Lat A= 29 _1 6 och u = 3
11 0 1 4
a) Bestdm en ortogonal bas B for kolonnrummet Col(A). (3p)
Losning: Lat a; beteckna kolonn k£ i A. Radreduktion ger
11 0 3 1 1 0 3 110 3 110 3
34 1 6 0 1 1 -3 01 1 =3 01 1 =3
3 2 -1 6 0O -1 -1 -3 00 0 —6 000 1
11 0 1 0O 0 0 =2 000 -2 000 O

Forsta, andra och fjarde kolonn &r pivotkolonn, sa {a;, ay, a,} utgér en bas for
Col(A). Den &r dock inte ortogonal, sa vi anvinder Gram-Schmidt for att hitta

1 0
by -
en ortogonal bas. by = a; = 3 ’b2:a2_bi-lijbl_ _11 ;
1 0
1
b1-33 b2'&3 0
by = a3 — b; — by =
S T T O S
-1

Sa B = {by, by, b3} utgér en ortogonal bas for cos(A).
b) Bestdam ortogonalprojektionen av u pa Col(A) i basen B, dvs [Projge4) u]s. (1p)

N . b; - u b; - u b; - u o
Losning: Projeg 4 u = b blbl + b, - b2b2 + by - b3b3 = 0b; + 2by — by, sa
0
[Projogayuls = | 2
—1
¢) Bestdm minsta avstandet mellan u och Col(A), dvs minsta virdet av |[u — Ax||
for x € R*. (1p)
Losning: Mista avstandet fas av ortogonalprojektionen sa ||u — Projgea) ull <
-1
[u — Ax|| for alla x € R*. Vi far Projgy4yu = 2by — by = _22 och
1
3
. -1
[u = Projegeyull =1[I| _; | II=v20.
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3. Los foljande system av differentialekvationer med hjalp av diagonalisering (3p)

2y (t) Adz1(t) + Swa(t)

Bl = o) — 2u5()
Losning: Med x(t) = zi(t) och A = 5 blir systemet x’(t) = Ax(t).
Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet ar det(A — A\I) = ‘ 4__1>\ _25_ \ ’ =

A2 —2) —3 = (A+1)(A—3), sa egenvirdena blir A\; = —1 och Ay = 3.
Egenvektorer till \;:

5 5 1|0 1 1(0 -1
{_1 —1O}N{O 00}:> Egenvektorvl—{l}

Egenvektorer till \s:

1 510 1 50 -5
[_1 —5O}N[O 00}:> Egenvektorvg—[l}

Detta ger A = PDP~! med P = {_11 _15} och D = {_01 g}

Lat y(t) = [ )} = P7'x(t). DA far vi y'(t) = P7'x/(t) = P"'PDP'x(t) =

= nit) = Cie™
Dy(t), d { (1) = 3ya(t) ya(t) = Coe™

Det ursprungliga systemets losning blir
$1(t) . - -1 =5 C’le_t o —C’le_t — 50263t
L@(t)} = Py(t) = { 1 1 Coe® | | Cret+Che® |7

4. Ar nedanstaende pastaenden sanna eller falska? For att fa poang for riatt svar maste
du motivera varfor ett pastaende ar sant eller ge ett motexempel som visar att det
ar falskt.

. De allménna losningarna ar {

a) Om v #r en egenvektor till matrisen A, sa dr v egenvektor till A* for alla heltal

k> 0. (1p)
Svar: Sant. Om v &r egenvektor till A med egenvirde \ sa dr APv = AF1Av =
APy = ... = Ny, sa v ir egenvektor till A¥ med egenvirde A*.

b) Om A &ar en diagonaliserbar 3 x 3 matris sa maste A ha 3 olika egenvéirden. (1p)
Svar: Falskt. A = [ ar diagonal och diarmed diagonaliserbar men har bara
egenvardet A\; = 1 med multiplicitet 3.

¢) Om A dr en n X (n+ 1) matris sa ar dim(Nul(A)) = 1. (1p)

Svar: Falskt. A = [ [1) 8 8 } har dim(Nul(A)) = 2.

5.a) Los differentialekvationen (z + 1)y’ = —3xy? for x > —1 dar y(0) = 1/3.  (2p)
Losning: y = 0 loser evationen, men inte begynnelsevillkoret. Ekvationen ar
! —3x

3 e e
separabel och kan skrivas som g =—-3+ , sa vi far for x > —1
y2 r+1 r+1

—1 1 3
_+C1=/§dy: (—1—1—x+1>d:p:—3x+31n(x+1)+02.



1
3z —3In(z+1) — C3’

Lat C3 = Cy — (4. Da ar y = Begynnelsevérdet ger

1 1
g = y(O) = —_C'37 dvs 03 = —3.
Svar: y(z) for x > —1.

- 3z —3In(z+1)+3
b) Los differentialekvationen y” + ' — 6y = 62?2 — 2x + 4. (3p)
Losning: Det karakteristiska polynomet &r r? +r — 6 = (r + 3)(r — 2) sa de
homogena losningarna ar iy, = Cie 3% + Che**. Sok partikularlosning: Ansatsen
y, = Az? + Bz + C ger y, = 2Ax + B, y, = 2A. Insittning i ekvationen ger
—6A =6
—6A2% + (2A—6B)r+ (2A+ B —6C) = 622 — 20+ 4= { 24 — 6B = —2
2A+ B—-6C =4
som har 16sningen A = —1, B=0,C = —1. Say, = —a? — 1.
Svar: y =y, + y, = Cre 3" + Che®® — 22 — 1.

6. Bestdam den primitiva funktionen

/ Sin\(/f) dz.

(2p)
dt 1 i
Losning: Variabelbytet t = /x ger 7= NG och / Sm\(/?) dx = /QSin(t)dt —
—2cos(t) + C = —2cos(v/z) + C.
7. Omradet A = {0 <y < (1+2%)7Y2,0 <z < oo} roteras kring z-axeln.
Blir volymen av rotationskroppen andlig, och i sa fall hur stor? (2p)
X X
Losning;: / myide = / 1_: sdr = kK arctan(x)};( = marctan(X) — 177 da
0 0 z
X — o0o. Sa rotationsvolymen ar andlig och lika med %71’2.
8. Berakna gransvardet
i cos(2z) — exp(z?)
=0 1 — /1 + 22
med hjélp av MacLaurinutveckling. (3p)
Losning:
. cos(2x) —exp(z?) .. 1-2224+0(z") — (1+ 22+ O(z))
lim = lim T
T VIt b 1o+ L2 o)

. =322+ O(x?)
= lim — 5 o=
=0 —522 + O(zt)




