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Lösningsförslag till Tentamen i MMGF11 Analys och linjär algebra del 2.

Lösningarna skall presenteras p̊a ett s̊adant sätt att räkningar och resonemang blir lätta
att följa. Motivera dina svar. Gräns för G är 12 poäng, och gräns för VG är 18 poäng.

1. En matris A har egenvektorerna u1 =

 1
0
0

, u2 =

 −2
1
0

 och u3 =

 1
−1
1

 med

motsvarande egenvärden λ1 = 3, λ2 = 1 och λ3 = 2. Bestäm matrisen A. (3p)

Lösning: Vi har faktoriseringen A = PDP−1 med P = [u1u2u3] =

 1 −2 1
0 1 −1
0 0 1


ochD =

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 =

 3 0 0
0 1 0
0 0 2

. Gausseliminering ger P−1 =

 1 2 1
0 1 1
0 0 1

.

A = PDP−1 = P

 3 6 3
0 1 1
0 0 2

 =

 3 4 3
0 1 −1
0 0 2

.

2. L̊at A =

 1 2 1 −3
2 3 1 −4
0 1 1 −2

 och u =


4
−3
−1
−5

.

a) Bestäm en ortogonal bas för nollrummet Nul(A). (3p)

Lösning: Radreduktion av Ax = 0 ger x =


1
−1
1
0


︸ ︷︷ ︸

u1

x3 +


−1
2
0
1


︸ ︷︷ ︸

u2

x4, s̊a {u1,u2}

utgör en bas för Nul(A), men den är inte ortogonal. Av Gram-Schmidt f̊ar vi

v1 = u1, v2 = u2−
v1 · u2

v1 · v1

v1 = u2− v1 =


0
1
1
1

. S̊a {v1,v2} utgör en ortogonal

bas för Nul(A).

b) Bestäm ortogonalprojektionen av u p̊a Nul(A). (1p)
Lösning: Ortogonalprojektionen av u p̊a Nul(A) blir

u‖ =
v1 · u
v1 · v1

v1 +
v2 · u
v2 · v2

v2 = 2v1 − 3v2 =


2
−5
−1
−3

.

3. L̊at A =


−1 2
0 −1
1 −1
−2 0

 och b =


2
−1
0
−2

. Bestäm minstakvadratlösningen till prob-

lemet Ax = b. Bestäm även avst̊andet mellan b och kolonnrummet Col(A). (3p)

Lösning: Vi löser normalekvationerna ATAx = ATb. Vi f̊ar ATA =

[
6 −3
−3 6

]



och ATb =

[
2
5

]
. Av detta f̊ar vi det(ATA) = 27, (ATA)−1 =

1

27

[
6 3
3 6

]
=

1

9

[
2 1
1 2

]
. Minstakvadratlösningen blir x̂ = (ATA)−1ATb =

[
1

4/3

]
. Projektio-

nen av b p̊a Col(A) är b‖ = Ax̂ =
1

3


5
−4
−1
−6

. Avst̊andet mellan b och Col(A) är

s̊aledes ‖b− b‖‖ = ‖1

3


1
1
1
0

 ‖ =
1√
3

.

4. Är nedanst̊aende p̊ast̊aenden sanna eller falska? För att f̊a poäng för rätt svar måste
du motivera varför ett p̊ast̊aende är sant eller ge ett motexempel som visar att det
är falskt.

a) Om A och P är kvadratiska matriser och P är inverterbar s̊a har B = PAP−1

samma karakteristiska polynom som A. (1p)
Svar: Sant. det(B − λI) = det(PAP−1 − λPP−1) = det(P (A − λI)P−1) =
det(P ) det(A− λI) det(P−1) = det(P ) det(A− λI)/ det(P ) = det(A− λI).

b) Om a är en vektor i Rn och {b1,b2} är en bas för ett underrum W , d̊a är

a− a · b1

b1 · b1

b1 −
a · b2

b2 · b2

b2 ortogonal mot W . (1p)

Svar: Falskt. Basen måste vara ortogonal. Motexempel i R3:

b1 =

 1
0
0

, b2 =

 1
1
0

, a =

 1
1
1

 ger c = a− a · b1

b1 · b1

b1−
a · b2

b2 · b2

b2 =

 −1
0
1


men c · b1 = −1 och c · b2 = −1, s̊a c är inte ortogonal mot W .

c) Q(x1, x2) = x21 + 4x1x2 + x22 ≥ 0 för alla reella värden (x1, x2). (1p)

Svar: Falskt. Med x =

[
x1
x2

]
och A =

[
1 2
2 1

]
blir Q = xTAx. A har

egenvärden λ1 = −1 och λ2 = 3, s̊a Q är indefinit. Egenvektorn v1 =

[
−1
1

]
med egenvärde λ1 ger motexemplet Q(−1, 1) = −2.

5. a) Lös differentialekvationen y′ = 2x(y2 + 1) där y(0) = 1. (2p)

bf Lösning: Ekvationen är separabel och kan skrivas
y′

y2 + 1
= 2x vilket ger∫

1

y2 + 1
dy =

∫
2xdx. Integration ger implicita lösningar arctan y = x2 + C.

Begynnelsevillkoret y(0) = 1 ger C = arctan(1) = π/4, s̊a vi f̊ar y = tan(1
4
π+x2).

b) Lös differentialekvationen y′′ − 2y′ − 8y = ex. (3p)
Lösning: Det karakteristiska polynomet är r2− 2r− 8 = (r− 4)(r+ 2) s̊a de ho-
mogena lösningarna är yh = C1e

4x+C2e
−2x. Sök partikulärlösning: Variabelbytet

y(x) = z(x)ex ger y′ = (z′+z)ex och y′′ = (z′′+2z′+z)ex. Differentialekvationen
kan d̊a skrivas som ex = ((z′′+2z′+z)−2(z′+z)−8z)ex. Efter förkortning f̊ar vi
z′′− 9z = 1 som har partikulärlösning zp = −1

9
. Vi f̊ar därför partikulärlösningen

yp = zpe
x = −1

9
ex

Svar: y = yh + yp = C1e
4x + C2e

−2x − 1
9
ex.



6. Bestäm den primitiva funktionen∫
x3 + 1

x(x+ 1)(x+ 2)
dx.

(2p)

Lösning: Polynomdivision ger
x3 + 1

x(x+ 1)(x+ 2)
= 1 +

−3x2 − 2x+ 1

x(x+ 1)(x+ 2)
. Par-

tialbr̊aksansatsen
−3x2 − 2x+ 1

x(x+ 1)(x+ 2)
=
A

x
+

B

x+ 1
+

C

x+ 2
och handp̊aläggningsmetoden

ger A = 1/2, B = 0, C = −7/2. Allts̊a f̊ar vi∫
x3 + 1

x(x+ 1)(x+ 2)
dx =

∫
1 +

1

2x
− 7

2(x+ 2)
dx = x+

1

2
ln |x| − 7

2
ln |x+ 2|+ C.

7. Avgör med hjälp av Cauchys integralkriterium om
∞∑
k=0

1

4 + k2
är konvergent eller

divergent. (2p)

Lösning: f(x) =
1

4 + x2
är positiv och kontinuerlig. Vi har även att f ′(x) =

−2x

(4 + x2)2
< 0 för x > 0, s̊a f(x) är avtagande för x > 0. Vi kan därför använda

Cauchys integralkriterium föra att säga att
∞∑
k=0

1

4 + k2
är konvergent om och endast

om
∫∞
0

1

4 + x2
dx är konvergent. Vi har

∫ X

0

1

4 + x2
dx =

1

2

∫ X

0

1
2

1 +
(
x
2

)2dx =
[1

2
arctan

x

2

]X
0

=
1

2
arctan

X

2
→ π

4
d̊a X →∞.

8. Beräkna gränsvärdet

lim
x→0

ln(1 + 2x)− sin(2x)

exp(2x2)− cos(x)

med hjälp av MacLaurin utveckling. (3p)
Lösning:

lim
x→0

ln(1 + 2x)− sin(2x)

exp(2x2)− cos(x)
= lim

x→0

2x− 2x2 +O(x3)− (2x+O(x3))

1 + 2x2 +O(x3)− (1− 1
2
x2 +O(x3))

= lim
x→0

−2x2 +O(x3)
5
2
x2 +O(x3)

= lim
x→0

−2 +O(x)
5
2

+O(x)
=
−2
5
2

=
−4

5
.


