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Lösningsförslag till Tentamen i MMGF11 Analys och linjär algebra del 2.

Lösningarna skall presenteras p̊a ett s̊adant sätt att räkningar och resonemang blir lätta
att följa. Motivera dina svar. Gräns för G är 12 poäng, och gräns för VG är 18 poäng.

1. Lös med hjälp av diagonalisering följande system av differentialekvationer{
x′1(t) = x1(t) + 6x2(t)
x′2(t) = − x1(t) − 4x2(t)

med begynnelsevillkoren x1(0) = 2, x2(0) = 1. (3p)

Lösning: Med x(t) =

[
x1(t)
x2(t)

]
och A =

[
1 6
−1 −4

]
blir systemet x′(t) = Ax(t).

Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet är det(A − λI) =

∣∣∣∣ 1− λ 6
−1 −4− λ

∣∣∣∣ =

λ2 + 3λ+ 2 = (λ+ 2)(λ+ 1), s̊a egenvärdena blir λ1 = −2 och λ2 = −1.
Egenvektorer till λ1:[

3 6 0
−1 −2 0

]
∼
[

1 2 0
0 0 0

]
⇒ Egenvektor u1 =

[
−2
1

]
Egenvektorer till λ2:[

2 6 0
−1 −3 0

]
∼
[

1 3 0
0 0 0

]
⇒ Egenvektor u2 =

[
−3
1

]

Detta ger A = PDP−1 med P =

[
−2 −3
1 1

]
och D =

[
−2 0
0 −1

]
.

L̊at y(t) =

[
y1(t)
y2(t)

]
= P−1x(t). D̊a f̊ar vi y′(t) = P−1x′(t) = P−1PDP−1x(t) =

Dy(t), dvs

{
y′1(t) = −2y1(t)

y′2(t) = −y2(t)
. De allmänna lösningarna är

{
y1(t) = C1e

−2t

y2(t) = C2e
−t .

Det ursprungliga systemets lösning blir[
x1(t)
x2(t)

]
= Py(t) =

[
−2 −3
1 1

] [
C1e

−2t

C2e
−t

]
.

Begynnelsevillkoren ger

[
2
1

]
= x(0) =

[
−2 −3
1 1

] [
C1

C2

]
vilket ger C1 = 5 och

C2 = −4.

Svar:

[
x1(t)
x2(t)

]
=

[
−2 −3
1 1

] [
5e−2t

−4e−t

]
=

[
−10e−2t + 12e−t

5e−2t − 4e−t

]
.

2. L̊at A =


1 1 0
2 3 5
−2 −5 −7
1 3 6

 och b =


5
0
2
−1

.



a) Bestäm en ortogonal bas B för kolonnrummet Col(A). (2p)
Lösning: L̊at ak beteckna kolonn k i A. Vi kan använda Gram-Schmidt för
att hitta en ortogonal bas för Col(A) = Span{a1, a2, a3}. Egentligen bör man
kontrollera att man har en bas fr̊an början, men om n̊agon vektor ak skulle vara
en linjärkombination av a1 . . . ak−1 s̊a skulle Gram-Schmidt ge en nollvektor som
vi därmed kan kasta bort.

b1 = a1 =


1
2
−2
1

, b2 = a2 −
b1 · a2

b1 · b1

b1 = a2 − 2b1 =


−1
−1
−1
1

 6= 0,

b3 = a3 −
b1 · a3

b1 · b1

b1 −
b2 · a3

b2 · b2

b2 = a3 − 3b1 − 2b2 =


−1
1
1
1

 6= 0.

S̊a B = {b1,b2,b3} utgör en ortogonal bas för Col(A).

b) Bestäm ortogonalprojektionen av b p̊a Col(A). (1p)

Lösning: b‖ =
b1 · b
b1 · b1

b1 +
b1 · b
b2 · b2

b2 +
b3 · b
b3 · b3

b3 = 0b1 − 2b2 − b3 =


3
1
1
−3

.

c) Bestäm minsta avst̊andet mellan b och Col(A), dvs minsta värdet av ‖b− Ax‖
för x ∈ R4. (1p)
Lösning: Mista avst̊andet f̊as av ortogonalprojektionen s̊a ‖b−b‖‖ ≤ ‖b−Ax‖

för alla x ∈ R4. Vi f̊ar avst̊andet ‖b− b‖‖ = ‖


2
−1
1
2

 ‖ =
√

10.

d) Använd b) för att bestämma minstakvadratlösningen till Ax = b. (2p)
Lösning: Minstakvadratlösningen f̊as av att lösa Ax = b‖, dvs x1a1 + x2a2 +
x3a3 = b‖, men vi vet fr̊an b) och a) att b‖ = 0b1 − 2b2 − b3 = −2b2 − (a3 −

3b1 − 2b2) = 3b1 − a3 = 3a1 − a3, s̊a minstakvadratlösningen blir x =

 3
0
−1

.

3. Är nedanst̊aende p̊ast̊aenden sanna eller falska? För att f̊a poäng för rätt svar måste
du motivera varför ett p̊ast̊aende är sant eller ge ett motexempel som visar att det
är falskt.

a) Det finns en 2× 3 matris A med dim(Nul(A)) = dim(Col(A)) . (1p)
Svar: Falskt. Rangsatsen ger att dim(Nul(A)) + dim(Col(A)) = 3.
Om dim(Nul(A)) = dim(Col(A)) skulle vi f̊a 2 dim(Col(A)) = 3 vilket är omöjligt
d̊a dimensionen är ett heltal.

b) Om u1 och u2 är egenvektorer till en matris A och u1 och u2 har olika egenvärden.
D̊a måste u1 och u2 vara ortogonala. (1p)

Svar: Falskt. OmA är symmetrisk är p̊ast̊aendet sant, men t.ex. A =

[
1 6
−1 −4

]
som i uppg 1 f̊ar vi u1 =

[
−2
1

]
, u2 =

[
−3
1

]
med egenvärden λ1 = −2 och

λ1 = −1 men u1 · u2 = 7, s̊a egenvektorerna är inte ortogonala.



c) Q(x1, x2) = −3x21 + 4x1x2 − 3x22 ≤ 0 för alla reella värden (x1, x2). (1p)

Svar: Sant. Vi kan skriva Q = xTAx, med A =

[
−3 2
2 −3

]
. Karakteristiska

polynomet är det(A−λI) =

∣∣∣∣−3− λ 2
2 −3− λ

∣∣∣∣ = (−3−λ)2−22 = (−5−λ)(−1−

λ), s̊a egenvärdena blir λ1 = −5 och λ2 = −1. B̊ada är negativa. Därför är den
kvadratiska formen negativt definit och p̊ast̊aendet gäller.

4. a) Lös differentialekvationen y′′ + y′ − 6y = e−2x. (3p)
Lösning: Det karakteristiska polynomet är r2 + r− 6 = (r− 2)(r + 3) s̊a de ho-
mogena lösningarna är yh = C1e

2x+C2e
−3x. Sök partikulärlösning: Variabelbytet

y(x) = z(x)e−2x ger y′ = (z′ − 2z)e−2x och y′′ = (z′′ − 4z′ + 4z)e−2x. Differential-
ekvationen kan d̊a skrivas som e−2x = ((z′′− 4z′+ 4z) + (z′− 2z)− 6z)e−2x. Efter
förkortning f̊ar vi z′′ − 3z′ − 4z = 1 som har partikulärlösning zp = −1

4
. Vi f̊ar

därför partikulärlösningen yp = zpe
−2x = −1

4
e−2x

Svar: y = yh + yp = C1e
2x + C2e

−3x − 1
4
e−2x.

b) Lös differentialekvationen (x− 1)y′ = −2xe−y för x > 1 där y(2) = 0. (3p)

Lösning: Ekvationen är separabel och kan skrivas eyy′ =
−2x

x− 1
för x > 1 vilket

ger

∫
eydy =

∫
−2x

x− 1
dx. Integration ger implicita lösningar ey =

∫
−2x

x− 1
dx =∫

−2 − 2
1

x− 1
dx = −2x − 2 ln |x − 1| + C. Begynnelsevillkoret y(2) = 0 ger

1 = e0 = −2 · 2− 2 ln |2− 1|+ C = −4 + C ⇒ C = 5, s̊a vi f̊ar
y(x) = ln

(
5− 2x− 2 ln(x− 1)

)
för x > 1.

5. Bestäm den primitiva funktionen∫
x ln(2 + x2)dx.

(2p)
Lösning: Partialintegrera med F (x) = 1

2
x2 + 1 som primitiv till f(x) = x:∫

x ln(2 + x2)dx = (1
2
x2 + 1) ln(2 + x2)−

∫
(1
2
x2 + 1)

2x

2 + x2
dx

= 1
2
(x2 + 2) ln(2 + x2)−

∫
xdx = 1

2
(x2 + 2) ln(2 + x2)− 1

2
x2 + C.

6. Beräkna arean av omr̊adet som begränsas upp̊at av y = 3−x2 och ned̊at av y = 4x−9
och y = −2x. (2p)
Lösning: Linjerna skär varandra i x = 3

2
. Omr̊adet begränsas därför ned̊at av

f(x) =

{
−2x d̊a x < 3

2

4x− 9 d̊a x ≥ 3
2

och upp̊at av g(x) = 3 − x2. Funktionerna f(x) och



g(x) skär varandra i x = −1 och x = 2, s̊a arean blir∫ 2

−1
g(x)− f(x)dx =

∫ 3
2

−1
3− x2 − (−2x)dx+

∫ 2

3
2

3− x2 − (4x− 9)dx

=
[
−1

3
x3 + x2 + 3x

] 3
2

−1 +
[
−1

3
x3 − 2x2 + 12x

]2
3
2

= − 1
3
(3
2
)3 + (3

2
)2 + 3(3

2
) + 1

3
(−1)3 − (−1)2 − 3(−1)

− 1
3
23 − 2 · 22 + 12 · 2 + 1

3
(3
2
)3 + 2(3

2
)2 − 12(3

2
)

=
33

4
.
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7. Beräkna gränsvärdet

lim
x→0

ln(1 + 2x) + ln(1− 3x2)− 2 sin(x)

1− cos(4x)

med hjälp av MacLaurin utveckling. (3p)
Lösning: Fr̊an standardutvecklingarna f̊ar vi

ln(1 + 2x) = 2x− 2x2 +O(x3),

ln(1− 3x2) = − 3x2 +O(x4),

2 sin(x) = 2x+O(x3),

cos(4x) = 1− 8x2 +O(x4).

lim
x→0

ln(1 + 2x) + ln(1− 3x2)− 2 sin(x)

1− cos(4x)

= lim
x→0

2x− 2x2 +O(x3)− 3x2 +O(x4)− (2x+O(x3))

1− (1− 8x2 +O(x4))

= lim
x→0

−5x2 +O(x3)

8x2 +O(x4)
= lim

x→0

−5 +O(x)

8 +O(x2)
=
−5 + 0

8 + 0
= −5

8
.


