Anteckningar for kursen "Linjar Algebra'

Simone Calogero

Vecka 1

Viktig information. Dessa anteckningar ér inte avsedda som en ersattning for kurs litte-
ratur men bara som en kort sammanfattning av det som redovisas i foreldsningarna.

1 Vektorer

1.1 Geometrisk definition

Givna tva punkter A, B i planet, eller i rummet betecknar vi med AB striackan som ansluter
A och B. Naturligtvis AB = BA. Men om vi vill ocksa ange en riktning till denna strécka da

blir ordning viktig. Vi betecknar med AB den riktade strickan fran A till B (rita exempel).

Definition 1.1. Varje riktad stricka bestimmer en vektor. Tva strackor som dr lika langa,
parallella och lika riktade bestimmer samma vektor.

Dérfor om /@ och C@ ar parallella, lika langa och lika riktade identifierar E ) Cﬁ samma
vektor, d.v.s, u = AB = C'D. Med andra ord skiljer vi inte tva vektorer som kan 6verlappas
med parallellt transport (att parallellt transportera en stracka betyder att vi ror stréckan
runt i planet—eller i rummet—utan att dndra sin langd och riktning).

Anmarkningar:

1. Vi betecknar med V méngden av alla vektorer. Alltsa skriver vi u € V for att mena
att u ar en vektor. Tank pa vektorer som matematiska objekt med en exakt definition
och V' som méngden av dessa objekt (precis som R dr méngden av alla matematiska
objekt som vi kallar reella tal).

2. I boken betecknas vektorer med feta bokstéver, vilket naturligtvis kan inte goras pa
tavlan.

3. Om u,v € V da kan man (genom att parallellt transportera vektorerna) vélja tre

punkter A, B,C sa att u = ﬁ och v = /@ Alltsa kan vi alltid anta att tva (eller
fler) vektorer har precis samma startpunkt.
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4. Langden av vektorn u betecknas ||u|| (med tva vertikalstreck). Den kallas ocksd norm
av u. Carlsson betecknar normen of u med |ul|; Lay betecknar normen med |ful|. Vi
anvander notationen i Lays bok.

o
Om u = ﬁ sitter vi —u = BA, d.v.s, —u ar den vektor som &r lika lang som u men
motsatt riktad mot u (Rita exempel).

Nér vi later slutpunkten B bli ndrmare och nirmare till A far vi en vektor med mindre
och mindre norm. Nar B = A kallas den motsvarande vektorn nollvektor och betecknas 0.
Notera att man kan inte definiera riktningen av nollvektorn. Nollvektorn &r den enda vektorn
med normen 0.

Notera att tills nu spelade det ingen roll om u &ar en vektor i planet eller i rummet. Detta
kommer att vara viktigt senare.

1.2 Operationer pa vektorer

Vi vet hur man adderar och multiplicerar reella tal. Nu ska vi ldra oss hur man utfér samma
operationer med vektorer. Forst definierar vi hur man multiplicerar en vektor med ett reellt
tal.

Definition 1.2. Omt € R ochu € V sd drtu € V den vektor med normen |[tul| = |t|||ul|,
da |t| ar absolutbeloppet av t, och som dar lika riktad som w om t > 0 och motsatt riktad mot
uomt<0. Nirt=0 drtu=0u=0 (nollvektorn).

VAR FORSIKTIG! I uttrycket Ou = 0 &r 0 pa vinstra sidan reella talen noll, medan 0 som
star pa hogra sidan ar nollvektorn.

Multiplikation mellan vektorer och reella tal har en enkel geometrisk tolkning (rita exempel).
[ sjalva verket, om u &r en vektor da &ar {tu : ¢ € R} méngden av alla vektorer som &r
parallella med u.

Nu definierar vi vektorers addition.

Definition 1.3. Lat u,v € V. Vilj tre punkter A, B,C sd att u = z@ och v = ﬁ Da dr
u+v= AC. Subtraktion av vektorerna u,vgesavu—v=u+(—v).

Rita exempel. For att berdkna u — v ritar vi forst —v och da addera u (rita exempel).

Alternativ definition (parallellogram regel). Vilj A, B, C sa att u = ﬁ och v = 1@ och
konstruera parallellogrammen ABCD med parallella sidor AB och AC. Da ar u+ v = 1@
(parallellograms diagonalen).

For att addera tre vektorer, sig u + v + w, adderar man forst u och v och da till resultatet
u + v adderar man w.

Man kan verifiera att addition av vektorer uppfyller de foljande reglarna, for alla u,v,w € V'
och s,t € R.



1) u+v =v+u (kommutativitet)

2) (u+v)+w=u+(v+w) (associativitet)
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3) u+0=0+u=u
)
) (s+t)u = su+ tu (distributivitet)
)

(
(
(
(4) t(u+ v) = tu + tv (distributivitet)
(
(

6) s(tu) = (st)u

Notera att + i regel (5) betyder tva olika saker pa vénstra och hogra sidan. Om vi skulle
vilja vara precis borde vi anviinda en annan symbol (ej +) for att beteckna vektorer addition,
eftersom symbolen + redan anvinds fér additionen av reella tal.

2 Baser och koordinater

Definition 2.1. Twad vektorer sdgs vara ortogonala om de bildar en 90 graders vinkel
(RITA). Vi skriver u L v om vektorn u dr ortogonal mot v.

Definition 2.2. Twa icke-noll vektorer i planet eq,eq utgor en bas for planet om de inte ar
parallella. Om ey L ey och ||e1]| = ||ez|| =1 dd kallas {e1, ez} ortonormerad bas.

Nu visar vi att nar vi fixar en bas for planet da &r varje vektor u i planet identifieras av en
par av reella tal, som kallas koordinater av u i den givna basen.

Sats 2.1. Lit {e1,ea} vara en bas i planet. For varje vektor u finns det unika z,y € R sd
att
u = rejp + yes.

Talen x,y kallas koordinater av u i basen {e1,ea}.

Bevis: Rita en bild.

[ foljande antar vi att en (vanligtvis ortonormerad) bas {e1, ez} for planet har bestdmts och
darfor varje vektor i planet kan identifieras pa ett entydigt sétt med sina komponenterna. Vi
skriver u = (z,y) for att mena att u = ze; + yes. Ett annat vanligt sétt for att beteckna
komponenterna av u ar wuy, us, d.v.s., u = uje; + uges, sa att vi vet att u; ar koordinaten
av u langs e; och us ar koordinaten langs es.

Nu visar vi hur man gor vektors operationer komponentvis.
Sats 2.2. Om u = uje; + uges, d.v.s, u = (u1,uz), och v.= (v1,v2), ocht € R, sd galler

tu = t(uy,uz) = (tug, tug), u+v = (uy,us)+ (v1,v2) = (ug + vy, us + v2).



Ge ett exempel.

Eftersom varje vektor i planet unikt identifieras med tva reella talen (efter en bas har valts)
betecknar vi med R? méngden av alla vektorerna i planet (tvadimensionella vektorer). Notera

att, enligt Pythagoras sats,
|ul| = \/u? +u?, ueR:

Nu betraktar vi baser i rummet.

Definition 2.3. Tre vektorer ey, eq, ez utgor en bas i rummet om de inte ligger i ett plan. Om
dessutom e; | e, ea 1 ez och |le1|| = ||ez| = ||es]| = 1 kallas {e1, ez, e3} for ortonormerad
bas.

Ortonormerade baser delar upp i h6gerorienterade och vinsterorienterade. I forsta fallet
pekar e; som tumme, e som pekfinger och eg som langfinger pa hogre hand. I andra fallet
gbr man samma identifikationen med vénster hand.

Definition 2.4. Vi sdger att {e1,eq,es} dr en standardbas i rummet om {eq, ez, €3} dar
en hogerorienterade ortonormerad bas.

Rita exempel.

Sats 2.3. Lat {e1, ez, €3} vara en bas i rummet (inte nédvindigt ortonormerad). Fér varje
vektor u finns det unika x,y,z € R sd att

u = zre; + yes + ze3.
Talen x,y, z kallas for koordinater av u i basen {e1,eq,e3}.
Vi skriver u = (z,y, 2), eller u = (uy, ug, uz). Precis som forut har vi
t(uy, ug, uz) = (tuy, tug, tug), (uy,us,us) + (vi,ve,v3) = (u1 + v1, Uz + Vo, uzg + v3).

Vi antar alltid att en (vanligtvis standard) bas i rummet har fixats och betecknar med R?
méngden av alla vektorer i rummet (tredimensionella vektorer). Det géller

|ul| = \/u} +ud +ul, weR



