Anteckningar for kursen "Linjar Algebra'

Simone Calogero

Vecka 4

Viktig information. Dessa anteckningar ar inte avsedda som en ersdttning for kurs litte-
ratur men bara som en kort sammanfattning av det som redovisas i foreldsningarna.

1 n-dimensionella vektorer

Vi sag att man kan bestdmma en ortonormerad bas i planet och identifiera vektorer i planet
med par av reella tal (z,y). I den hér representationen ges vektorerna i basen av (0, 1), (1,0).
P4 grund av detta brukar man beteckna med R? méngden av alla vektorer i planet:

R? = {vektorer i planet} = {(z,y),z € R,y € R}
Pa liknande sdtt har vi
R? = {vektorer i rummet} = {(z,y,2),7 € R,y € R,z € R}

och (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) utgdr en bas i R®. Vi kan nu generalisera detta till n-dimensionella
vektorer.

Definition 1.1. Ett uttryck av formen (uy,ug, ..., u,), di vy € R, us € R,... u, € R,
kallas n-dimensionell vektor med koordinater uq,...,u,. Mdngden av alla n-dimensionella
vektorer betecknas med R™. Vektorerna

e; = (1,0,0,...,0), ex=(0,1,0,...,0),...,en=(0,0,...,0,1)

sigs utgora en ortonomerad bas (ON bas) i R™.

Operationerna mellan n-dimensionella vektorer definieras i koordinater precis som i planet
(n = 2) och i rummet (n = 3). Till exempel

u = (U, us,...u,), a€R=au=(auy,as,...au,)

u+v = (u +v,us + Vg, ... U, + V)
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U -V =1uv + UV + - - - + UpUy.

Det &r ocksa anviandbart att askadliggora vektorer som matriser, till exempel

Uy
Ug
u=| . (kolumnvektor)
Unp,
u= (u1 Uy ... un) (radvektor)

2 Linjara ekvationssystem

Vi borjar med system av 2 ekvationer i 2 variabler.

Exempel 1

Betrakta ekvationssystemet
x—2y=-—1 (1)
—x+3y =3 (2)
I detta system kallas x,y variabler eller obekanta. Vi vill bestdmma vardena av x,y sa att
de tva ekvationerna uppfylls samtidigt. Genom att addera (1) och (2) far vi
(x—2y)+(—x+3y) =—-1+3

d.v.s.,, y = 2. Om vi sdtter nu y = 21 (1) (eller i (2)) far vi z = 3. Alltsa har systemet (1)-
(2) endast en losning som ges av (z,y) = (3,2). Notera att 16sningen kan tolkas som en
2-dimensionell vektor. Dessutom motsvarar 16sningen (x,y) = (3,2) till koordinaterna av
skidrningspunkten mellan réita linjerna med ekvationer (1), (2), d.v.s.,

1 3
Yy = Tt , Y= T . (Rita figur)
2 3
Exempel 2
Betrakta nu
r—2y=-—1 (3)
—r+2y=3 (4)

Om vi nu adderar de tva ekvationerna far vi 0 = 2, som &r falskt! Det innebéar att ekva-
tionssystemet (3)-(4) saknar 16sning: det finns inget par av reella tal z, y som uppfyller bada
ekvationerna samtidigt. Geometriskt betyder det att réta linjerna som motsvarar dessa tva
ekvationer &r parallella med varandra och darmed har ingen skdrningspunkt. (RITA FIGUR)
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Exempel 3

Slutligen betrakta systemet
r—2y=-—1 (5)
—r+2y=1 (6)
Om vi multiplicerar (6) med —1 far vi
(6) r—2y=-—1

alltsd ar (6) precis samma ekvation som (5). Eftersom vi har endast en ekvation men tva
variabler kan en av obekanta véljas fritt, t. ex., z =fri, och y ges av y = (1 + x)/2. Déarmed

ar
; 1+t
Tr = = —_—
) 9

en l6sning till (5)-(6) for alla reella tal t € R. Geometriska tolkningen &r naturligtvis att
ekvationerna (5)-(6) beskriver samma réta linjen.

Allminna 2 x 2 linjara ekvationssystem

[ allménhet har ett 2 x 2 linjar ekvationssystem (2 ekvationer i 2 variabler) formen

a11T1 -+ A12T9 = bl (7)

2171 + a2T2 = by (8)

dar aqq, a9, asy, ass, by, by ar givna reella tal och x1, x5 &r obekanta. Notera att ay; ar koefhi-
cienten till x; i ekvation 1, a5 dr koefficienten till x5 i ekvation 1 och sa vidare. Lat oss nu
infora kolumnvektorer

och 2 x 2 matrisen
a a
A= 11 @12
az1 A2

Notera att i matrisen A ar aq; elementet i raden 1 kolumnen 1, a5 dr elementet i raden 1
kolumnen 2, och s vidare. Systemet (7)-(8) kan omskrivas i matrisformen som

Ax=Db
Vinstra delen av foregaende ekvationen kallas for matrisprodukten mellan A och x:
Ax — [ @171 + a1272
2171 + A22%2
Vi ska infora senare allménna definitionen av matrisprodukt. Notera att produkten av 2 x 2
matrisen A och 2 x 1 matrisen x ar en 2 x 1 matris.



Sats 2.1. Ldt A vara en 2 x 2 matris och b € R? en vektor. Ekvationssystemet
Ax=Db

har en unik losning x € R* om och endast om det A # 0.

Beviset ldmnas som uppgift. Vi ska bevisa senare en mer generell sats

2.1 Allmanna definition av linjart ekvationssystem

Definition 2.1. Ett linjdrt ekvationssystem av m ekvationer v n variabler dr en uppsdttning
av m linjira ekvationer med formen

1121 + @199 + - - - + a1,x, = by

a21T1 + Q92T + * + + + Aoy Ty = b2

Am1T1 + A2l + - - - + AppTy = bm

da a;j, och b, fori=1,...m, j =1,...n dr reella tal, medan x1, ...z, kallas for obekanta.
Pa matrisformen skrivs detta system som

Ax=Db
da x, b dr kolumnvektorer
T by
X = = , b= b2
Ty b

och A ar m x n matrisen (m rader, n kolumner)

11 A2 ... Qi
A — 21 A22 ... d2p
Am1 Am2 .. Omnp
Den m x (n+ 1) matrisen ges av
a1 a12 Ce A1p b1
(Ab) = A= Azt A2 ... Az b
Am1 Am2 ... Qmn bm

kallas for totalmatrisen av ekvationssystemet.



3 Exempel pa 3 x 3 ekvationssystem

Ett linjart ekvationssystem kan ha precis en 16sning, ingen 16sning eller odndliga manga
l6sningar (se exempel ovan for 2 x 2 system). Hér presenteras exempel pa dessa 3 situationer
for 3 x 3 system.

Exempel pa 3 x 3 system med unik 16sning

31’1 +x3 = 1
—X1 —|—4ZL‘2 +x3 = 4
I +I9 =0

Notera att om en variabel inte forekommer i en ekvation ldmnar vi en tom plats. I sjélva
verket kan systemet skrivas om

321 + Oxy + a3 = 1 (9)
—$1+4l’2+$3 :4 (10)
$1+£L‘2—|—Ol‘3 =0 (11)
Pa detta vis far man omedelbart matrisformen av system: Ax = b, da
3 01 1 Ty
A=1-1 4 1 b=[4], x=|2
1 10 0 T3
Totalmatrisen ar
3 011
(Ab)=|-1 4 1 4 (12)
1 100

Vi l6ser systemet (9)-(11) med Gausselimination metoden. Forst adderar vi ekvationer-
a (10)-(11):

(10) + (11) =5x9 + x5 =4 (13)
I denna nya ekvation finns variabeln z; inte. Om vi ersétter (11) med (13) far vi systemet
3l‘1 + OIQ + r3 = 1 (14)
- + 41’2 +x3 = 4 (15)
O.Tl + 5.1'2 + x3 = 4 (16)

Systemet (14)-(16) sdgs vara ekvivalent till systemet (9)-(11), eftersom (xq, x5, x3) &r en
losmng till (9)-(11) om och endast om (z1,z2,3) ar en losning till (14)-(16). Nu ersétter
vi (15) med 3(15) + (14) och sé far vi det ekvivalenta systemet

3%1 + O.TQ +x3 = 1 (17)
Oxl + 51‘2 +x3 = 4 (19)



Notera att vi har eliminerat variabeln z; fran andra ekvationen. Nu eliminerar vi variabeln
o fran (19) genom att ersitta (19) med 2(19) — (18) och pa detta sitt far vi ckvivalenta
systemet

3$1 + Oxz +x3 = 1 (20)
8 17
Oa;l + Ol’g — gl’g = —E (22)

Slutligen ersétter vi (22) med 2(22) och far

3251 + 0%2 + I3 = 1 (23)
17
OIl + OIQ + x5 = g (25)
Fran (25) laser man direkt virdet av @3, ndmligen x5 = —<; frén (24) far nu man
1 17 3
— (13-4 ="2
=iyl =g
och slutligen fran (23) far vi
1 (1 17) 3
€rT1 = — _— _— e —
3V 8 8

Alltsé 16sningen ges av (x1, T2, x3) = §(—3,3,17). Notera att totalmatrisen till systemet (23)-
(25) ges av

30 1 1
0 12 4 13 (26)
0 0 1 &
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I allménhet kallas en 3 x 4 matris en trappstegsmatris om matrisen har formen

* X X
* X X

S O %
S % %

Har kan * vara vilka reella tal som helst. Nar totalmatrisen &ar trappsteg kan man omedelbart
hitta 16sningen, som visas i exemplet ovan.

Notera att alla operationer pa ekvationerna som reducerade systemet (9)-(11) till ekvivalenta
systemet (23)-(25) motsvarar operationer om raderna av totalmatrisen (12) som reducera-
de (12) till trappstegsmatris (26), d.v.s.,



3 01 1 3 01 1 30 1 1 30 1 1

1 41 L1 41 4) % (012 4 131 E 012 4 13

1 100 0 514 05 1 0 0 0 -8 %
30 1 1
Molo 12 4 13
0 0 1 &

I steget I ersitter vi tredje raden med summa av andra och tredje raden. Matrisen som vi far
dr totalmatrisen av systemet (14)-(16). I steget /1 ersétter vi andra raden med tre ganger
andra raden plus forsta raden. Den resulterande matrisen &r totalmatrisen av systemet (17)-
(19). I steget II1 ersétter vi tredje raden med % tredje raden minus andra raden och far
totalmatrisen for (20)-(22). I steget IV ersétter vi tredje raden med —% ganger tredje raden
och pa detta sitt for vi en trappstegsmatris som dr totalmatrisen for (23)-(25). Vid denna
punkt far losningen till ekvationssystem riakna ut direkt, som visades ovan.

Sammanfattningsvis kan ekvationssystem losas genom att reducera totalmatrisen till trapp-
steg form. For detta far man gora foljande linjira operationer:

1. Multiplicera rader med en konstant skild fran noll
2. Addera rader
3. Ersédtta en rad med en annan som erhalls genom 1 och 2
4. Byta plats pa rader
Uppgift 3.1. Lds ekvationssystemet
T1+2r9+ax3=1, 2x—14312—2x3=1, 3x1+4r9 —423=1

genom att reducera totalmatrisen till trappsteg form.

Det ar klart fran exemplet studeras i detta avsnitt att ett 3 x 3 ekvationssystem har en och
endast en losning om totalmatrisen kan reduceras till en trappstegsmatris av formen

* % % %
0 * *x x
0 0 1 =%

Exempel pa 3 x 3 system med ingen l6sning

Betrakta nu ekvationssystem
i) —4$3 =8
201 —x9 223 =1 (*)
51 —8xy +T7x3 =1



Totalmatrisen ar

0 1 —4 8
(Ab)=(2 -1 2 1
5 -8 7 1

Genom linjara operationer kan man reducera totalmatrisen till den f6ljande trappstegsma-
trisen

0 1 -4 8 2 -3 -2 1
2 -1 2 1]~(0 1 -4 B8
5 =8 7 1 0 0 0 15

(vi anvénder ~ for att mena att den andra matrisen erhalls fran den forsta med linjéra
operationer). Darfor &r ekvationssystemet (x) ekvivalent till den f6ljande:

21’1 —31’2 —21'3 =1
i) —4333 =38 (**)
0 =15

Notera att vi erhall den falska ekvationen 0 = 15, vilket betyder att systemet ovan inte ha
ndgon losning. Detta exempel visar att ett 3 x 3 ekvationssystem saknar l6sningar om och
endast om totalmatrisen kan reduceras till en trappstegsmatris av formen

* ok k%
0 * % x da a # 0.
000 a

Exempel pa 3 x 3 system med oandligt manga 16sningar

I —4l‘2 =4
r1  Fdry Hx3 =3 (¥%)
2.1'1 +x3 =7
Totalmatrisen uppfyller
1 —4 0 4 1 -4 0 4
1 4 1 3] ~10 8 1 —1
2 0 17 0 0 0 O

Dérfor ar ekvationssystemet (xx) ovan ekvivalent till det foljande 2 x 3 ekvationssystem

T —4Z'Q =4

81’2 +l‘3 =1 (* ¥ *)

Detta system har naturligtvis odndligt manga 16sningar, eftersom det finns 3 variabler men
bara 2 ekvationer. For att ange losningarna kan vi t. ex. vilja x3 fritt, d.v.s.,

xg =t (vilket reellt tal ¢ som helst)
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och hérleda xy, x5 fran (x * *):

Fran detta exempel ar det klart att ett 3 x 3 ekvationssystem har odndligt manga lésningar
om totalmatrisen kan reduceras till en trappstegsmatris av formen

* % % %
0 % *x =
00 00

ANM: Om totalmatrisen kan reduceras till en trappstegsmatris med tva noll rader da kan
man vélja tva variabler fritt! Se nésta uppgift.

Uppgift 3.2. Hitta alla l6sningar till ekvationssystemet

$1+l’2—3$3:2, —$1—l’2+31’3:—2 31‘1+3ZL’2—9(E3:6

Vi har den f6ljande analog av satsen 2.1:

Sats 3.1. Lit A vara en 3 x 3 matris och b € R®. Ekvationssystemet Ax = b has en unik
losning x € R® om och endast om det A # 0.



