MMGF11, Analys och linjir algebra, del 2

Salsdugga 1 — Losningar

Uppgift 1 (Analys)
Bestdm en l6sning till begynnelsevirdesproblemet

y' =2(y+1), y(0)=0.

Losning 1. (som separabel ODE)
Efter att dela med y + 1 har vi

= 2.
y+1
Nu tar vi integralen relativt x:
/
/&dx = /de
)+1

S ——dy=2x+c¢

/y+ 1Y

= Inly(z)+1| =2z +c¢
= y(z) +1 =¥t = Ce*.

Vi har alltsa 1sningen y(z) = Ce®® — 1.

Begynnelsevillkoret &r y(0) = 0. Vi har y(0) = Ce® — 1 = C' — 1, vilket dr lika med noll
om C' = 1.

Losningen ir alltsa y(z) = > — 1.

Losing 2. (som linjir ODE av 1:a ordning)
Vi har

Yy — 2y = 2.
Enligt formen ¢ — h(z)y = g(x) har vi h(z) = 2, och dess primitiv &r H(z) = 2x. Vi far
alltsa den integrerande faktorn e #®) = ¢=2¢ Om vi multiplicerar ekvationen med den
far vi
(e™*y(x)) = e (y'(x) — 2y(2)) = 2¢7".

Nu integrerar vi:

e 2 y(x) = /26_% dr = - +C

= y(z) = -1+ Ce™.



Begynnelsevillkoret: Se forsta 16sningen.

Uppgift 2 (Analys)

Beriakna

/ cos® x dx.

Losning 1.

X )=—COosT ﬁzcosmz
/(cos:c)3 dr = /(cosﬂﬁ)(cos:zc)2 dx [ I )_ 9()=(cos z) _v ]

F(z)=sinz,g’(x)=—2coszsinz

= sinz(cos z)? / sinx)(—2cos zsinx) dz

= Sll’ll‘ COS,I /
= SID.QT COS.CE /
3

=sinz(cosz)? +2 — 3 dt

COS LU Sll'l ZU ZU
= dt=cosz dx

|: t=sin z,dt/dz=cos x :|

t=sinx

+C

t=sinx
2(sinx)?

=sinz(cosz)? + 3

Losning 2.
/(COS r)?dr = /(cos x)(cos x)* dx [(cos 2)?-+(sin )?=1]
= /(COS z) (1 — (sinz)?) dz [ t=sinz,dt/de=cosx ]

= dt=cosz dx
= /(1 - tz) dt|t:Sin:c
+C

(5)
= |t—-—
3 t=sinx

(sinz)?

3

=sinx —




Losning 3.

3 cos x=t,xr=arccos t
(cosx)’ dx e 1 o1
wfdi== g = do=— s dt

u=1—tt2=1—u

/ 1— t2 { du/dt=—2t = dt=—(1/2t)du }
1 [1- U

“2) e
1

2

1

T2

(o foeu)

Vi—2
Vi L +c)

u=1—t2 t=cosx

3 t=cosx
1 _ 2\3
=+/1—(cosz)? — ( (::OS ) +C [(cos )2 +(sin )2=1]
. 3
=sgsinx — @ +C.

Uppgift 3 (Linjir algebra)
Diagonalisera matrisen
-2 10
A= < 2 ) |
Vi beréknar egenvérdena: Den karakteristiska ekvationen &r

det<_2_)\ 10) (=2 = A\)(d—\) =0,

Losning.

0 4— A

och rotterna ar Ay = —2 och Ay = 4.
Egenvektorerna som hor till A\j, Ay ar 16sningarna till

—2-X\ 10 \. _g
0 4\ )T

Betrakta forst A\ = 2. Vi har

)6
6 2)6)-(2):) ~ -

och



medan vy dr fritt. Vi har alltsa egenvektorn v = (é)

For \y = 4 far vi pa samma sétt
-2—-4 10\ (-6 10
0 4—4) \ 0 4)°
—6 10\ fu1) _ [—6u; +10us\ 1 (0 _ _
( 0 0) (UQ) = ( 0 ) = (0) = 6u; = 10uy — uy = 5/3U2,

och vi far 16sningen
U1 i 5/3 u
U9 - 1 z

(eller vilken som helst annan multipel av (5{3) ).

och

Egenvektorn blir alltsa v, =

5
3
(A0 (=20
=5 0)= (v 5)

Sl 1 0
P:(Ul Ug):<5 3)
Vi kommer fram till att

GD-GHE D6

Uppgift 4 (Linjar algebra)

Diagonalmatrisen blir

och basbytematrisen ar

Lat
2 4 1 4 -1 12010
A= -2 43 4 -3 |~100121
-1 -2 0 -1 0 000O0O0
(dvs. A &r den vinstra matrisen, som dr radekvivalent med den hogra).

Bestam baser for Nul A och Col A.

Losning. En bas till kolonnrummet dr méngden av vektorerna i A som motsvarar pivot-
kolonnerna i den radreducerade matrisen. Alltsa ar

2 1
2.3
-1/ \o

en bas till kolonnrummet.



For att bestimma en bas till nollrummet far vi hitta den allménna lésningen till AZ = 0.
Vi har ekvationerna

v+ 202 +vg =0
U3+2U4+U5:0,

vilket ger
V1 = —2U2 — V4
V3 = —2U4 — Us.
Vi har alltsa
vy —2V9 — Uy —2 —1 0
Vg Vg 1 0 0
Vs = —2U4 — Vs = 0 Vg + —2 Vg + 0 Vs,
V4 V4 0 1 -1
Us Us 0 0 1

och vi far basen



