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1 [10] Bestam a,b, c sa att vektorfaltet
(322 + ay® + bxz, cxy, 32° — 327)

ar konservativt samt har forsvinnande divergens, och finn darefter en potential
U(z,y, z) och visa att den ar harmonisk

Lat P = 32% + ay® + brz, Q = czy, R = 32% — 3z? Divergensen ges av £ + % +
% = 6z + bz + cx + 6z av detta sluter vi att b = —6,c = —6. Darefter berdknar vi
% — % = 2ay + 6y och sluter att a = —3. Vi integrerar sedan P med avseende
pa x och erhéller U(x,y, z) = 3 — 3xy? — 3222 + f(y, 2) Derivera med avseende pa
y och vi erhaller %Z’z) =0 d.v.s f(y,2) = f(z) beroende pa endast z. Slutligen
derivering med avseende pa z ger —3z% + f'(z) saledes f’(z) = 32% d.v.s. f(z) = 2°.

Potentialen ir siledes given av z2 — 3zy? — 3222 + 22, och eftersom divergensen
av gradienten ar Laplace operatorn ar funktionen harmonisk.

2 [10] Funktionen F(z,y) = 223 — 3z%y — 6zy? + y> + 62 + 12y har en kritisk
punkt i (1,1) Avgér huruvida vi har ett lokalt maximum, minimum eller sadelpunkt.

Vi behover finna andra derivatorna i punkten (1,1)
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Vi skall sdledes undersoka den kvadratiska formen 5z2 — 2 x 62y — 6y2. Man inser
omedelbart att den anta bade positiva och negativa vérden, saledes en sadelpunkt.



3 [10] Beriakna dubbelintegralen
// sin(z + 2y)dzdy
A

over triangeln med hérn i punkternas (0,0), (7/2,0) och (0, )

Genom att fixera x erhaller vi iterationen
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/ (/ sin(z + 2y)dy)dx
0 0

Genom att finna den lampliga primitiven beraknar vi den

inre integalen
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/ sin(z + 2y)dy = ) cos(z + 2y) 772" = —§(cos(27r — 3x) — cos(x))
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Slutligen ger
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3 / — cos(2m — 3z) + cos(z)dz = 5(—5 sin(3z) + sin(z)|y’ ") =
0

4 [10] Berdkna kurvintegralen

/ —ydx + zdy
y $2 + y2

dar v ar spiralen given i polara ko-ordinater av r = 0, dar 0 gar fran « till 5w

Vi har z = 6 cosf och y = 0sinf dirmed dz/df = —0sinf + cos = —y + cos b
och dy/df = 0 cos + sinf = z + sin O och ddrmed erhéaller vi
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ty —ycos@ + xsinf = 0(—sinf cos + cosfsinf) =0



5 [10]

En glasskal ar formad genom rotation (via dess symme-
triaxel) av figuren till vinster, vilken ar utskuren av tva
parabelbagar och med angivna matt. Berakna

a) dess volym

, b) tyngdpunkt.

2 1,.2

Man inser latt att de bagge parabelbagarna ar givna av y = z* och y = 7x
respektive (eller snarare ;z2 + 3 for att vara exakt). Volymen beriknas enklast
genom att man skriver den som skillnaden mellan tva parabolider P, P,. Genom
substitionen z — z/4 Overgar den storre paraboliden P, i den mindre P, och
saledes har den volymen en fjardedel av den storre. (Allmént finner man genom
variabelbytet 2/ = 1z att

// o f(z,y, 2)drdydz = // A f(z,y, 42")dedyd?’

) Volymen for den stérre ges av integralen

4
/// dxdydz :/ mzdz
Py 0

(genom att fixera z och notera att arean av snittcirkeln ar mz ty 22 = z. Vi
erhéller 8, och skalens volym (den skuggade delen) blir 3/4 x 87 = 6m. For att
berdkna z-momentet (de andra ar noll) kan vi beskriva den som skillnaden mellan
I, = ffsz zdzdydz och I1 = fffP (z+3) da:dydz Skriv Iy = fffp Ydzdydz och
vi far I; = 3Vol(Py) + Iy. genom variabelbytet 2z’ = z/4 ovan erhéller vi Is = 161,
(genom F(z,y,2) = z ovan). Vi far [[f, zdvdydz = f04 nz2dz = 64w /3. Vi far
dédrmed Iy = 47 /3 och 3Vol(P;) = 6w. Momentum ges da av 64w /3 — 227/3 = 14~
och didrmed tyngpunkten i (0,0,7/3)

6 [10] En yta H parametriseras av (tan(s) cos(t), tan(s) sin(t),t), for rektangeln
-1 <s<7,0<t< 7.

a) Sdtt upp en dubbelintegral for att berdkna arean av ytan H och om mdjligt
berakna denna

b) Lat C vara kurvan t = 2s 4+ 5 i parameterrektangeln. Finn dess tangent i
punkten (0,0, 7) Kom ihag att dtant =1+ tan®t

Vi finner r¢ och r; given av de tva raderna
(1+ tan?s)cost (1 + tan®s)sint 0
(tans)(—sint) (tans) cost 1

Darmed ges rs X 7y = ((1+tan? s)sint, —(1+tan? s) cost (1+tan? s) tan s), och

vi skall berdkna [[(1 + tan®s)V1+ tan® sdsdt = [[ —Ldsdt = 7rf7r7/rj4 —d
enkelintegralen behandlas med variabelbytet = sin s vilket ger integralen

s
s 2/ ——dx
M2 a2



en partialbraksuppdelning av integranden ger
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vilket latt integreras till
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= V2 +1n(3 + 2v?2)

Resultatet blir siledes 7(1 + In(3 + 2v/2)/v/2)
Kurvan C ges av kompositionen av avbildningarna s — (s,2s+ %) och paramet-
riseringen ovan av ytan. Dessa ger upphov till matriserna

1
(2)
(1 + tan?(s)) cos(t) — tan(s)sin(t)

(1 +tan?(s))sin(t) tan(s)cos(t)
0 1

och

s = 0 ger upphov till (0, %) i parameterplanet och (0,0,7/2) i rummet. Vi sitter
in viardet s = 0,¢t = m/2 i den storre matrisen och erhaller

e = O
_— o O

och multiplicerar matriserna vilket ger riktningsvektorn (0, 1,2).

7 [15] Lat F = ‘”—2 + U i—z med a? < b? < ¢? och betrakta dess gradientfalt

b2
aF 9F OF
VF = ( 8z’ dy’ Bz )

a) Finn maximum och minimum av langden av ||V F|| pa ellipsoiden E given av

nivaytan F(z,y,z) =1
b) Berdkna ytintegralen [[, VF.N
¢) Ur a) och b) hérled en 6vre och undre begrinsning av arean av E.

Vi betraktar ||[VF||? = 4;31 —I— —l— Z Vi fill finna punkter s att dess gradient
ar parallell med nivaytans gradlent d. v S.
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5

Kritiska punkter pfi nivéytan ges av (+a,0,0),(0,+b,0), (0,0, +c) vilket ger max
och minivirdena 2 och 2 > respektive. (Vi antar a,b,c > 0)

For att berakna ytmtegralen anvander vi Gauss sats. Vi beraknar divergensen av
VF'till a% + b% + c% For att berakna integralen av denna over ellipsoiden kan vi hora
variabelbytet =’ = x/a,y’ = y/b, 2’ = z/c varvid vi finner dzdydz = abedx'dy'dz’
och vi bektraktar integralen

4 1 1
2abc // + da: dy'dz' = ?Qabc(a— toty —)

over enhetssfaren.
Om arean av ellipsoiden ar A finner vi att ytintegralen begriansas av A% och A%
ovanifran och nedanifran respektive. Detta ger

47 1 1 1 47 1 1 1
—ab(—= + —= <A< —be
3a(a2+ +c2)_ - 3 (a2t + 2

8 [20] Givet en fix punkt P pa periferin av en cirkel med radien 1. Beridkna
medelavstandet mellan P och en punkt i cirkelskivan.

For att finna medelvardet skall vi berakna % J prdzdy dar D ar en cirkelskiva
av radie 1 (och 7 dess area) och r &r avstandet till en fix punkt pa dess rand. Det
blir d& naturligt att anvinda poldra ko-ordinater.

En cirkel med radien 1 tangent till y-axeln i origo ges i polara
ko-ordinater av r = 2 cos @ Vi transformerar siledes | p rdzdy till
Jpr?drdf dir E &r omradet givet av —m/2 < 6 < 7/2 och 0 <

r < 2cosf. Fixerar vi 6 forst erhaller vi de itererade integralerna
/2 2cosf
/ ( / r2dr)df
0

—m/2

=2c0s0

vilket reduceras till

7l'/2 1 7l'/2 1
/ r3|2c0sb g _/ ~(2cos0)3d
—7/2 3 —7/2 3

Genom att gora variabelbytet ¢ = sin § transformerar vi integralen till

8

1
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och darmed beraknar vi medelavstandet %



9 [20] Betrakta avbildningen frin kvadraten [0,27] x [0,27] in i R* givet av
(0,7) — (cos(0),sin(h), cos(1), sin(¢))) a) For varje 6,1 skriv upp matrisen M for
den linjara approximationen i denna punkt.

b) Visa att om v, w ir tva godtyckliga vektorer i R? giller att skalirprodukterna
<v.w > och < Mv.Muw > #r lika (den senare produkten tagen i R?*).

c) Visa att bilden av kvadraten ir en torus i R* d.v.s. att den kan beskrivas som
produkten av tva cirklar.

d) Beriikna torusens area.

a) Vi erhaller matrisen

—sind 0
cos 0 0
M= 0 —sin e
0 cos 1

b) Om v = (z1,y1), w = (x2, y2) erhaller vi

Muv = (—sin 0z, cos 0x1, — sin 1yq, cos Yy1)

Mw = (- sin fz2, cos 04, — sin Pys, cos Py2)
varav foljer att
< My, Mw >= (sin2 0+ cos? 0)$1m2+(sin2 0+cos?0)yrys = lry +y192 =< v,w >

¢) z = (cosf,sinf) liksom y = (costp,sinty) utgér punkter pa cirklar av radien
1(akalla dem Sp,S2. En godtycklig punkt (cos#@,sinf,cos,siny) ar saledes av
typen (z,y) € S1 X Sy

d) Arean av en parallellogram spént av tva vektorer v, w ges av |v||w|sinf dér
6 ar vinkeln mellan dem. Vi vet att cos§ =< v, w > /(Jv||w|) sdledes har vi sinf =
V1= <v,w>2 /(Jv]2|w]?) och dirmed fir vi arean \/|v[*|w[?>— < v,w >2. Om
nu avbildningen bevarar skalarprodukten ser vi att arean av varje parallellogram
andras inte under densamma. Séledes ar avbildningen area bevarande. D.v.s. arean
av torusen ar lika med arean av parameterkvadraten, vars sida ar 27. Arean av
torusen blir saledes 472.

Ulf Persson
25/3 2008
G>29VG >70



