Variabelbyte z = g(u,v)
A {y = h('u,,'v)
Yy
Ett omrade D i x, y-planet &r besvarligt. v /k\i
E

Man lyckas hitta en bijektiv avbildning u

(u,v) = (g(u,v), h{u, v)) = k(u, v)

sa att D motsvaras av ett enklare omrade E i u, v-planet.

JJ flx,y)dxdy
D

Vi kallar k for ett variabelbyte.

Vill kunna berakna

med hjalp av E



Videlar in E i mindre omraden E;. A
1 v D N Y O
Vi anvander k och far en motsvarande B, k D;
uppdeling av D i omraden D;.
Vi valjer en punkt p; € E;. - -
u T

Funktionen k har en linearisering i p;, som vasentligen ar
multilplikation med funktionalmatrisen k'(p;).

Pi
Lineariseringen ger ett annat delomrade le till D .
som vasentligen har samma area som D;. E;

Eftersom lineariseringen bestdms av multiplikation med matrisen k'(p;)
har vi kontroll 6ver arean av D;.' :

u(D) ~ u(D) = IdetK (p)|u(Ey)

Riemannsumma:
f(k(p1))u(Dy) + -+ f(k(p,))u(D,) ~

~ f (k(p)ldetk’ (p)|u(E,) + - - + f (k(p,))|detk(p, ) |u(E,)



Riemannsumma:
f(k(p))u(Dy)+ -+ f(k(p,))u(D,) ~

~ f (k(p))ldetk'(p)[u(E,) + - + f (k(p,))detk(p, ) |u(E,)

Approximationen blir battre ju finare indelning vi gor av E.

Vanstra ledet narmar sig da ffo(x,y) dxdy.
Kom ihag att k(u,v) = (g(u.v), h(u,v)) = (x, y). Det betyder att

d(g,h) d(x,y)
d(u,v) d{wv)
Hogra ledet | approximationen narmar sig

detk’ =

JL f(g(u,v),h(u,v)) (;((x’ y)) ‘ dudv
Detta gor det troligt att

” £, y)dx dy = ” F (gL, G5

dudv




Ex Beridkna

X
dxd
ffpx+2y rey
JJ e_xz_f*’zdxdy
D

Poléara koordinater x = rcost, y = rsint.

Ger [d(x,y)/d(r,t)| =T
JJ x*dxdy
D

dar D ges i figuren.

Ex Berakna

dar D ges i figuren.

Ex Berakna

dar D ges av x* + 4y* + 2x < 0.




Integration med nivakurvor
T.ex. ffD(x + y)eX dxdy

Speciell teknik for berakning av ffD flg(x,y))dxdy

Viser att f ar konstant langs nivakurvan g(x, y) = u. Detta ska utnyi

Nivakurvan g(x, y) = u bestdammer en del D, av D.
Lat A(u) = u(D, ) varaareanav D, nara <u < b. ||
Valj delningspunkter u; i [a, b] l I‘

4' . g=>o
Medelvardessatsen (envariabel!) ger .ll
)

, g=a 9=1u
A(ui+1) _A(U.i) ~ A (ui)(ui+1 — ul’).

Riemannsumma fGr integralen: g = Uit1
g=1U

f(ul)Al(ul)(UZ o ul) +oet f(un—l)A}(uﬂ—l)(un T un—l)

b
Detta &r ocksd en Riemannsumma for fa f(wA (u)du

Alltsa:

b
JJ flx,y)dxdy :f fWA (W) du
D a



Ex Berakna

JJ et dx dy
D

darDgesavl0<x,0<y<1—x.



Generaliserade dubbelintegraler

Forutsatter att f ar positiv f > 0 och kontinuerlig.

Tva orsaker till problem:

e funktionen f kan vara obegrénsad pa D
Vadarda [ [ fdxdy?

e Omradet D kan vara obegransat.

Avskdrning till D begransat (kvadrerbart) delomrade 2 dar f ar begransad.

Kan berakna talet fof(x,y)dx dy.

Olika 2 ger olika varden! Lat M vara mangden av alla dessa varden.

ffﬂf dx dy ar konvergent om M &r uppat begransad, annars divergent

Nar ffo dx dy &r konveget sétts dess vérde till sup M (supremum av M).



Generaliserad befrielse

Om, vid upprepad integration, den inre integralen (map dy eller dx) &r
konvergent for varje fixt x (resp y) , sa ar

JJ flx,y)dxdy
konvergent precis nar den yttre integralen ar det. De har i sa fall samma varde.

Ex Avgdrom ffD e 7Y dx dy ar konvergent eller divergent
narD gesav0 <y < x.



Trippelintegraler

Fungerar som dubbelintgraler:
upprepad integration mojlig, variabelbyte,
integration med nivaytor (area ersatts med volym)

Ex Berdkna ffszdx dy dz
nar D gesav x®+ y? <z, x?+y?+22<1.




