Fler exempel pa trippelintegraler

Ex Den sfarsika kalotten x* + y + 2% < 4, z > 1 har i punkten (x, y,z)
dentsiteten z(x? + y?). Berakna kalottens massa.
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dar D ar klotet med medellpunkt i origo och radie R.

Ex Berakna

Vid sfariska koordinater ar
dix,y.2)
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fJ:f x*dxdydz
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dar D ar klotet med medellpunkt i origo och radie R.
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Ex Berakna

Symmetrier kan utnyttjas for att direkt se att vissa integraler blir O.



Volymberakningar

Volymen av en kropp D ges av

[ e

Ex Berakna volymen av kroppen som ges av
x - —l=z=242(xty}/8 2=0

Ex Berakna volymen av kroppen som ges av
x2+y?+(z—x?)?<1.

Ex Berakna volymen av kroppen som begransas av
ytorna z = 8 — y? och z = 4x? + y2.




Ytintegraler
En funktion f ar (bara) definierad pa en yta Y i rummtet. Vi vill kunna berdkna

[,

dvs summera alla funktionsvarden over ytan.
Dela in ytan i sma omraden Y; som vi kan berakna arean av.
Valj en punkt p; i varje Y.

En Riemannsumma for det vi vill berakna ar

Aputel= e f(p Jull )
Valj en paramtetrisering r(s, t), (s,t) € D av Y och gor
en indelning av D i delomraden D;. Valj ocksa punkter q; € D;.
Vi far en motsvarande uppdelning av Y i delar r(D;) = Y; med punkter r(q;) = p;.

Lineraiseringen av r ger i q; en areaférdndring som ges av |r;(qi) X r’t(qi)l.
Detta ger

fFPIu(Yy) + -+ f (P )ul(Yy) &
~ f(p (DI (qy) X ri(qy)l + -+ + f (P Iu(D,)Ir(q,) x 17(qy,)]



Detta ger
o p(Yy )+ + f(p, Ul ) ~

~ f(p (DI (qy) X ri(qu)l + - - - + f(P)u(D,)Ir(q,) x 17(qy)]

som motiverar
fj rfds — ff Flris, t))[r; X r’tldsdt
Y D

Ytintegraler kan allisa berdknas genom att man valjer en
parametrisering av ytan och sedan raknar ut en vanlig dubbelintegral i planet.

Speciellt har vi att arean av ytan Y i rummet ges av

=



Exempel pa ytintegraler

Ex Berakna arean av en sfar med radien R

Ex Berakna massan av en halvsfaren med radien R,medelpunkt i origo
och z > 0, nar densiteteni (x, y,%) &r z (massa / areaenhet)

Ex Harled en formel for berdkning av arean av ytan som uppstar
nar grafen till f(x), a < x < b roterar ett varv runt y-axeln (f > 0).

Ex Harled en formel fOr berakning av arean av grafen till
S, M X,y el

Ex YtanY paramteriserasavr(s,t) =(scost,ssint,t),0<s<1,0<t <.
Den har i punkten r(s, t ) densiteten s. Berakna massan.




