Kurvintegraler (repetition)

En funktion f ar definierad i punkterna pa en kurva y i planet.

Vi vill kunna berakna arean mellan funktionens graf
och kurvan. Betecknas med

Jf(x,y)ds
S

Area under x, y-planet raknas som negativ.

Valj en parametrisering
Ft)=(xttl vli)la —~t =~ b av kirvan v.

Man far

b b
ff(x,y)ds=f f(r(t))lr’(t)ldt=J Fe(), y(O)V x/(£)2 + y/(£)2 dt
Y a a

Area under x, y-planet raknas som negativ.



Vektorfalt i planet

Ett vektorfalt ar en funktion F fran ett 6ppet omrade i
planet till planet. Det betyder att vi for varje punkt p i

omradet har en vektor F(p)
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Ex Runt en ledare prallell med z-axeln uppstar tva vektor falt i x, y-planet.
Ett elektrostatiskt E och ett elektromagnetiskt B.

De ges av




Kurvintegraler och vektorfalt
Att orientera en kurva i planet ar det samma som att valja en genomloppsriktning.

Nar en orientering ar given kan vi definiera tangetvektorfaltet T langs kurvan.
| punkten p ar T(p) enhetsvektorn langs
tangentlinjen i genomloppsrikningen.

Om vi byter orientering pa kurvan byter T riktning.

Om en parametrisering r(t) = (x(t), y(t)) ar given har vi

i)
e()]

om genomloppsriktningen av r(t) = (x(t), y(t)) ar den givna orienteringen.

(o)) =



Kurvintegraler och vektorfalt (forts.)

Antag att vi har ett vektorfalt F definierat i ett omrade som innehaller kurvan.
Tankt pa F som ett kraftfalt.
Vill veta vilket arbete som utférs vid en forflyttning langs kurvan i féreskriven riktning.

Bara storlekten pa den del av F som pekar i T:s riktning har betydelse.
DengesavF-T

F(p)

: F-Tds
Arbetet ges da av -

Om en parametrisering r(t) = (x(t), y(t), a <t < b ar given har vi

’ r/(t) / - / def
f F-Tds :J F(r(t))- (0] k(L) dt :f F(rie)) rit)de — f F-dr
T a a Y

Om vidare F = (P(x, y),Q(x, y)) har vi
b
fFTdS:f (P(x:y);Q(X:.Y))'(x/ay,)dt:
Y ol

b
= J (P(x,yJX’ = Q(x,y)y’) dt Cl:eff Pdx+Qdy
a N



Kurvintegraler och vektorfalt, exempel

(0,1)
Ex Berakna kurvintegralen av differentialformen -
xy dx + (x%2 + y?)dy 6ver kurvorna o och y; + ¥, i figuren. "
(1,0)
| - - ==
M

Ex Berakna kurvintegralerna av det elektrostatiska faltet E och det
elektromagnetiska faltet B langs en positivt orienterad cirkel med radie R = 0
och medelpunkt i origo.



Kurvintegraler och flodesfalt

Vi tanker pa ett vektorfalt som ett flode:
vektorn i en punkt i planet anger flodets hastighet dar.

Vill veta hur mycket som flodar genom ett kurvstycke per tidsenhet.
Maste valja en riktning: en normal till kurvan. N

Later kurvans genomloppsriktning avgora :
valj normalen sa att den pekar at hoger

Om u betecknar flédet sa ges da
flddet genom kurvan av
f u-Nds
’
OmN=(A,B),sdarT=(—B,A).
Omu=(PQ)sdéar(PRQ)-N=(—Q,P) T

och vi har
Ju-Nds:J (Jax | Pdy
v Y

Ex Berdkna flddetavu = (xy, y?)
genom kurvan som gar fran (1,0) till (—1, 0) l1&ngs 6vre delen av enhetscirkeln.




Greens formel

Ger ett samband mellan vissa kurvintegraler och dubbelintegraler.

Egenskaper en kurva i planet kan ha: sluten, enkel N Q

Om ett omrade i planet har en rand som bestar av slutna
enkla kurvor, orienteras de positivt:
sa att omradet ligger till vdnster i genomloppsriktningen.

Sats 9.1 Antag at D ar ett kompakt omrade i

planet som har en rand d D som bestar av

positivt orienterade %6 *-kurvor.

Antag vidare att P och Q

ar % *-funktioner i en ppen méangd som innehaller D. D& galler

J Pdx+Qdy = ff (—P}’, +£Q Jdxdy
oD D

Ex Berdkna fy(y +e*)dx + (x + sin(y*)) dy déar y ar kurvan langs
ovre delen av enhetscirkeln fran (1,0) till (—1,0)



Potentialer

En potential till ett vektorfalt F ar en funktion U sadan att VU = F
| ett Oppet omrade (2. De flesta vektorfalt saknar potential.

Ex Har E en potential? Har (x? + y, xy) det?
Ett vektorfalt som har en potential kallas konservativit.

Sats 9.2 Om U ar en potential till F = (P, Q) i  sa galler
f F-dr=U(b)—U(a)
Y

dér a och b ar y:s start- resp slutpunkter

Ex \Vektorfaltet B har ingen potential i planet minus origo.
Det har en potential i omradet dar x # O



