Greens formel

Ger ett samband mellan vissa kurvintegraler och dubbelintegraler.

Egenskaper en kurva i planet kan ha: sluten, enkel N Q

Om ett omrade i planet har en rand som bestar av slutna
enkla kurvor, orienteras de positivt:
sa att omradet ligger till vanster i genomloppsriktningen.

Sats 9.1 Antag at D ar ett kompakt omrade i

planet som har en rand d D som bestar av

positivt orienterade %6 *-kurvor.

Antag vidare att P och Q

ar % *-funktioner i en ppen méangd som innehaller D. D& galler

J Pdx+Qdy = ff (—P}’, +£Q Jdxdy
oD D



Potentialer

En potential till ett vektorfalt F ar en funktion U sadan att VU = F
| ett 6ppet omrade (). De flesta vektorfalt saknar potential.

Ex HarE en potential? Har (x° + y, xy) det?
Ett vektorfalt som har en potential kallas konservativit.

Sats 9.2 Om U ar en potential till F = (P, Q) i  sa galler

JF- dr=U(b)— U(a)
Y

dér a och b ar y:s start- resp slutpunkter

Ex Vektorfaltet B har ingen potential i planet minus origo.
Det har en potential i omradet dar x # O

Sats 9.3 Antag:

(a) vektorfaltet F = (P, Q) ar kontinuerligt i ett 6ppet

sammanhangade omradet

(b) kurvintegraler av det ar oberoende av vagval mellan start- och slutpunkt.
Da har vektorfaltet en potential i omradet.



Sats 9.4 Om vektorfaltet F = (P,Q) har en potential (som ar 62) sa galler

cP 00

dy ox
Ex Vektorfaltet B har ingen potential i planet minus origo.
Anda géller

cP dQ

dy  ox

Villkoret ar néadvéandigt men inte tillrackligt.

Ett omrade i planet ar enkelt sammanhangande om det ar
sammanhangande och saknar “hal”.

Sats 9.5 Om vektorfaltet F = (P,Q) och
JdP ¢Q
2y dx

| ett dppet enkelt sammanhdngade omrade (2 i planet sa har F en potential dar.



Ytintegraler och vektorfalt

Vi har ett vektor falt u och en yta Y i rummet. A
Vill veta flodet genom ytan.
ff u-NdS
Y -
dar N ar en normal till ytan.

Tecknet beror pa val av normal (orientering av ytan).

Ges av flédesintegralen

En parametrisering r(s, t ) ger en normal: -
/ / / /
r Xt /lr Xt |

Vi far da A

ff u-NdSzJi[ u-(r xr )dsde
Y D

Ex Berékna flodet avu = (2,2, xy) genom 6vre halvan av enhetssfaren.
om riktningen “uppat” ar positiv.




Gauss sats

Ett vektorfalt u = (P,Q,R) ar definierat i ett 6ppet omrade 2 i rummet.

Divergensen av det definieras d4 av divu = P, +Q’, +R; A

Ett kompakt omrade K liggeri €2 .
Det har en rand som ar en yta d K som ges utatriktad normal.

Da galler — -

JJ u-NdS = JJ:[ divudxdydz
oK K

Integralen matet flédet ut genom ytan pa kroppen.

Divergensen divu(p) &r ett matt pa produktionen av det
strommande mediet i punkten p.

Ex Berdkna flédet avu = (yz®,2%x,z + xy) genom ytan som ges av

22 = x?+ y?, 0 < z < 1. Riktning med negativ z-koordinat raknas positiv.



Stokes sats

Ett vektorfalt u = (P,Q,R) ar definierat i ett 6ppet omrade 2 i rummet.

Rotationen av det definieras da av

e { 2105 202y 212 )

Observera att rot (P,Q, R) ar ett nytt vektorfalt.

EX Berakna rotationen av vektorfaltet (xy + z,y2 +xz,x+y)

En yta Y i omradet £ har en rand dY som &r en (eller flera) kurvor.

Da galler
f u-dr:fj rot(u)-NdS
Y ¥ A




Ex Berakna arbetet av vektorfaltet

sin x

u=(e’* — y,arctan y + x,sinz)

langs kurvan y som ges avz =4 — y?2, z = x2 + y?
genomldpt moturs sett fran positiva z-axeln.
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