Riktningsderivata

En riktning v i R" &r en vektor av langd 1, |v| = 1.
(I uppgifter kan det talas om t.ex. riktningen u =(1,2,2). Det som avses ar da den
riktning som bestdms av u, d.v.s normeringenu/|u| =(1/3,2/3,2/3) avu.)

Riktningsderivatan av den reellvarda funktionen f (x) i punkten a i riktningen v definieras

av
jativ) j(a)

t

f.(a)=lim
t—0

om gransvardet finns.

%,
Riktningsderivatan i riktining e; ar, enligt definitionen, samma som — f (a).
i

Foljande sats ger att man kan i allménhet kan berakna riktningsderivator med grad f (a).

Sats Om f ar differentierbar sa galler

f,(@)=grad f(a)-v.

Beviset ar att man anvander kedjeregeln pa funktionen ¢(t) = f(a+ tv) och sétter
=



Geometrisk tolkning av gradienten 1

Gradienten till en reelvard funktion f i punkten a ar vektorn

Vf(a) = grad f(a) = (f/ (a),...,f’ (a)).

Att den ar viktig har vi redan forstat: den bestammer lineariseringen

L(x) = f(a) +grad f(a)-(x—a),

men ocksa alla riktningsderivator f(a) = grad f (a) - v.
Eftersom b - ¢ = |b||c| cosy, déar y &r vinkeln mellan b och ¢ ger detta

f/(a) = |grad f (a)||v] cos7,

dar y ar vinkeln mellan grad f (a) och v. Riktningsderivatan ar alltsa storst nar y = 0
d.v.s nar v ar den riktning som bestams av grad f (a).

Slutsats Gradienten grad f (a) anger den riktning i vilken funktionen f véxer snabbast
| punkten a.



Tangentvektor och tangetlinje till parmetriserad kurva

Lat x(t), t € [a, b], vara en (paramertiserad kurva) i planet eller i rummet. Fixera tiden
to € [a,b].

Tangentvektorn vid tiden t = t, ges av
X/(tO) - (X/(to), y,(tO): Z/(t()))'
Da parametriserar

1(t) = x(ty) + (t — to)x'(to)

en linjen som passerar x(t,) nar t = t,. Eftersom
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t = to f_’fo

x(t)— x(i,)

t — t,

lim
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— X (to)| =0

fértjanar linjen genom x(t,) i rikining x'(t,) att kallas tangentlinjen till x(t) vid tiden t,,.
Det ar den linje som da béast approximerar kurvan x(t).



Geometrisk tolkning av gradienten 2

Antag att F(x) = C, dar C ar nan konstant, ar en nivayta eller nivdkurva som gar genom
punkten a (sa att F(a) = C).

Antag att kurvan x(t) |6per pa nivakurvan/ytan och arianar t = 0 (x(0) = a). D& gaéller
att C = F(x(t)) vid varje tidpunkt t. Derivering m.a.p t ger

Q—gradF(x(1)) x(t)

Satter vi t = 0 ser vi att grad F(a) ar vinkelrat mot tangentvektorn till varje kurva pa
nivaytan/kurvan. Det betyder att

grad F(a) ar vinkelrat mot tangentplanet/tangenlinjen till
nivaytan/kurvan till F genom a.



Hogre ordningens partiella derivator

En funktion f (x) kan ha partiella derivator L f (x) som kan deriveras. Detta ger andra
X

ordningens partiella derivator:
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Om det gar, kan man fortsatta derivera och fa tredje, fjarde, o.s.v ordningens partiella
derivator.

En funktion f arav klass 4" i en 6ppen delmangd D av sin definitionsmangd om samtliga
partiella derivator av ordning upp till och med n finns och ar kontinuerliga.

| allmanhet ar fl-j ;éfjl—, d.v.s det spelar roll i vilken ordnign man deriverar m.a.p olika
variabler. Foljande sats underlattar:

Sats 9 Om f ar av klass 62 géller att

gif gif

dx,0x; & o

()
J

Upprepad anvandning av satsen ger att om f &r av klass €™ spelar det ingen roll i vilken
ordnign man deriverar m.a.p olika variabler i partiella derivator upp t.0.m ordning n.



Taylor utveckling av grad 2

Fran envariabeln (under [ampliga férutsattningar):

1
o @ flaitc a af”(a)(t —a)® + (t — a)’B(t — a),

dar B(t — a) ar begransad i narheten av t =a. Om man f6r en reellvard flervariabel
funktion f (x) satter

¢(t)= f(a+th)

far man en envariabel funktion. Formeln ovan for ¢ (t) leder da till (med t = 1)
1 . i 3
fla+h)=f(a)+gradf(a)-h+ - > f(@hh; + h°B(h),
e
dar B(h) &r begrénsad i en omgivning till origo. Uttrycket
- 1 : 1
Qh) = - Zl f{/(a)hh
L

ar den kvadratiska termen i f kring a eller den kvadratiska formen av f i a.



Lokala extrempunkter

Funktionen f (x) har ett lokalt maximum i punkten a om f (x) < a for alla x i en omgivning
till a.

Om f(x) < f(a) nér x # a ar det ett lokalt sirdngt maximum.

Punkten a ar da en lokal maximipunkt till f.

Lokal extrempunkt ar synonymt med lokal maximi- eller minimipunkt.

Funktionen har ett lokalt extremvérde i en sadan punkt.

Foljande sats ger ett satt att hitta de lokala extrempunkterna som ligger i det inre av f s
defintionsmangd.

Sats 11 Om f har lokalt extremvarde i a, som ar en inre punkt i definitionsmangden galler
att
grad f(a) =0.

En punkt dar gradienten blir nollvektorn kallas en stationér punkt till f .
En lokal extrempunkt i det inre av defintionsmangden ar alltsa en stationar punkt. Ob-
servera att stationara punkter inte behover vara lokala extrempunkter.



Lokala extrempunkter (forts.)

Kring en stationar punkt a har vi
f(a+h)=Q(h) + |h°B(h|

Under gynnsamma omstandigheter kan man med
1 n
Qh) =3 D | fij(@hih
i1

avgéra om f har ett lokalt extremvarde i a.



Kvadratiska former i tva variabler

1. Q(h, k) ar positivt definit om Q(h,k) > 0 nar (h,k) # (0,0). f har da ett lokalt
minimum i a.

2. Q(h, k) ar negativt definit om Q(h, k) > 0 nar (h,k) # (0,0). f har da ett lokalt
maximum i a.

3. Om Q antar bade postiva och negativa varden har f inte lokal extremvérde i a
(sadelpunkt).

4. Om Q(h,k) = 0 eller Q(h,k) <0, men antar vardet O ocksa i andra punkter &n
origo ar den semindefinit.

Om Q &r semindefinit kan man inte avgéra om f har lokalt extremvérde eller gj i a
med hjalp av Q.

Karaktéren pa Q kan avgdras med kvadratkomplettering.



Differentialer

Vi har sett att f (x) i punkten a har lineariseringen
L(a+h)=f(a)+gradf(a)-h

Den vasentliga delen ar avbildningen h — grad f (a) - h, som &r linjar i samma mening
som i kursen i linjar algebra.

Denna linjara avbildning kallas differentialen d f (a) till f i punkten a.

Vi har alltsa

df(a)(h) =gradf(a)-h

Tank pa x; som funktionen x — x; da galler att dx;(a)(h) = h;.
av detta foljer att

df (a) = f;(a)dx;(a) + f,(a)dxy(a) + - - - + f, (a)dx,(a)

eller enklare
df :fl/dxl +f21dX2 b fn,dxn



