Implicit givna funktioner 1

Inom naturvetenskap har man ibland en funktion,
men ingen (explicit) formel fér den;
allt man vet ar att den uppfyller ett visst samband, d.v.s den ar given.

Implicita funktionssatsen handlar om hur man
kan vara saker pa att ett samband verkligen bestammer en funktion,
aven om man inte kan losa ut den explicit.

Nar val det ar garanterat, kan man atminstonde berakna ett
Taylorpolynom fér funktionen kring en punkt av intresse.



Implicit givna funktioner 2

Ex Kurvan ifiguren ar de punkter (x, y)
som uppfyller sambandet
(X +y2—x)* =x*+y?,
eller F(x,y)=(x*+y?>—x)?>—(x*+y?)=0.
Det ar alltsa en nivakurva.

Vi ser att den ar grafen till en funktion som beror pa x
i narheten av de gréona punkterna.

| narheten av de orangea

ar den graf till en funktion som beror pa y.




Gradienten
(F,F)) = (20x?+y? = x)(2x = 1) = 2x%, 4y (x? + y = x) - 2y |

ar i varje punkt pa nivaytan vinkelrat mot tangenten dar.
| de orangea ar F; = 0idegréna ar F; #* 0. -

Om F ar av klass ¢! och F;(a, b) # 0 sa ar nivakurvan I

F =F(a,b) y

i narheten av a, b grafen till en %6*-funktion y(x). -
Om F/(a,b) # 0, o000 1
ar den grafen till en funktion x(y). '

Motsvarande galler ocksa for nivaytor. - S~
Ex Visa att kurvan (x? + y? — x)? = x? + y?,

i narheten till (1, \/(1 + +/5)/2) ar grafen till en funktion y(x).
Bestam y’(1).




Kurvor i rummet som skarning mellan nivaytor 1

Fran linjara algebran vet vi att linjer i planet kan ges

som skarningen mellan tva plan; ekvationen for ett plan

ar nivayta till en funktion.

Allmannare kurvor far man som skarning mellan tva nivaytor

F(x,y,z) = C
G(x,y,z) = D.

Det ar alltid detta fungerar; de tva nivaytorna kan (t.ex) tangera varandra i en punkt, som
inte blir mycket till kurva.



Kurvor i rummet som skarning mellan nivaytor 2

Om p = (a, b, c) l6ser ekvationssystemet och ytorna
dar inte skarvarandra under vinkeln O,

d.v.s om VF(p) och VG(p) inte &r parallella
bestammer ekvationsystemet en kurva i nérheten av p.
Villkoret kan skriva

VF(p) x VG(p) # 0.

Observera att vénstra ledet ar en riktningsvektor fér tangentlinjen genom p till kurva.
Om t.ex. tredje koordinaten i denna ar # 0 kan kurvan i narheten av p paramteriseras
som (x(2), y(2),2), for nagra funktioner x(z) och y(z).



Kurvor i rummet som skarning mellan nivaytor 3

Ex Visa att skarningen mellan funktionsytorna

F =—1och G =4,

dar F(x, y,2) = (x? + xyz)* — 2y?* — 32

och G(x,y,2) = x? + y? + 222 definierar

en kurva i narheten av punkten p = (1,1, 1) som kan
parametriseras med x, y eller z som parameter.

Kalkyl visar att F(p) = —1 och att G(p) = 4, sa att p ligger pa bada ytorna.
Man far VF(p) = 2(6,0,—1), VG(p) = 2(1,1,2) och

VE(p) X VG(p) = 4(1,—13,6) # 0

Varje koordinat ar # 0. Kurvan kan parametriseras m.a.p vilken variabel som helst.



Optimering pa kompakter 1

Ett omrade i R" ar om det ar AL
begransat och slutet.

Fran envariablen vet vi att en kontinuerlig funktion
antar ett stértsta och ett minsta varde pa pa en

Q
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|
|
kompakt delmangd till R. +
|
1

Samma sak galler i flera variabler:

En kontinuerlig funktion f (x) definierad pa en kompakt
D i R" antar sdkert ett storsta och ett minsta varde i D.




Optimering pa kompakter 2

Ex Funktionen f(x,y)=2+(x—1)*/2+ y?/2

har sékert ett storsta och minsta varde pa omradet

dar x* + y* < 2.

P4 omradet dar x? + y2 < 2 saknar den storsta varde.

Om (x, y) ligger pa randen till omradet (sa att x2 + y? = 2)
kan f berdknas enligt

flx,y)=7/2—xdar—v/2<x < 2.

| allmanhet har man nytta av att kunna parametrisera kurvan
(eller ytan) som utgér randen till omradet.




Optimering pa kompakter 3

Storsta och minsta vardet av en funktion f pa en kompakt D
antas i en av foljande typer av punkter:

1. Inrepunkter till D dar Vf = 0.
2. Punkter pa randen.
Ex Bestam storsta och minsta vardet till

flx,y)=(02x —1)*+4xy — 2y*
pa triangelskivan med hérn i (0,0), (2,0) och (0, 2).



Optimering pa omraden som inte ar kompakta 1

Om D inte ar kompakt kan man inte direkt veta om en kontinuerlig funktion antar
ett storsta eller minsta varde.

Man maste analysera problemet och det finns

ingen standard metod att gora det.

Foljande kan vara anvandbart om omradet inte ar begransat:

e Hitta en vaxande svit av kompakter som tillsammans fyller ut omradet.
Bestam stdrsta/minsta varde pa var och en av dem.

e Hitta kompakta delar som beror pa en parameter och tillsammans fyller ut omradet.
Bestam stdrsta och minsta vardet som funktioner av parametern.
Bestam sedan stbrsta/minsta vardet av dessa funktioner.



Optimering pa omraden som inte ar kompakta 2

Ex Bestam storsta och minsta vardena av funktionen

fOL,y)=(x+y)/(1+x*+ y?)

om de finns.

| bland kan man fran en praktisk fragestalining som ger upphov
till problemet direkt forsta att ett stértsta/minsta vard maste finnas.



