Optimering med flera bivillkor

Lat p ar en punkt pa de tva nivaytorna F =0 och G = 0 som skar varandra langs en
Kurva.

Da ar VF(p) och VG(p) bada vinkelrata mot
Kurvans tangentlinje i p.

Parametrisera kurvan i nérheten av p med sag
r(t) och r(0) = p.

Om en funktion f har ett stdrsta/minsta varde i p galler da att

(for)(0)=Vf(p)-r'(0)=0.

Vi ska alltsa ha

VE(p), VG(p) och V[ (p) linjart beroende.




Optimering med flera bivillkor 2

Ex Vilken punkt pa cirkeln

6 X —2y + 3z
{35 = (x—1)P+(y—-2+(z-3)*

ligger narmast origo?




Integral av funktikoner av tva variabler

Integralen av f (x, y) ska mata volymen mellan grafen
och definitionsmangden i x, y-planet.

Volym ovanfor x, y-planet ska réaknas positivt.
Volym under ska raknas negativt.

Borjar med att tala om hur integralen ska beraknas for trappfunktioner.
De har grafer som ar stapeldiagram.

Arean av en rektangel R med sidor parallella med axlarna i

X, y-planet ges av produkten av de tva sidlangderna.
Betecknas nu u(R).




Man far en trappfunktion ¢ genom att dela in en

rektangel i x, y-planet i mindre och

satta ¢ :s varde till olika konstanter pa dessa.

Man definierar nu Ry

JJ pdxdy = ¢ u(Ry) + PRy} + ... + @ u(R,),
R

dér ¢, ar vardet av ¢ i rektangeln R;.
Dubbel intgralen av ¢ Over R.

Summan ¢ + 1 av tva trappfunktioner ¢, ' ar en trappfunktion och

JJ(Q!) | w)dxdy=JJ ¢dxdy | J‘J- Ydxdy.

c¢, dar ¢ aren en konstant och
¢ en trappfunktion, &r en trappfunktion och

fJ cpdxdy :cjf pdxdy.
R R



OIE R =R’ UR” &rtva rektanglar med en gemensam sida galler

Jf gbdxdy:J'J‘ qbdxdy-i—fj pdxdy.
R R’ R R R

-

Om ¢ <) paRsaar

JJ qbdxdySJJ' YPdxdy.

R R

JJ ¢pdxdy SJJ |p|dxdy.
R R

b d b
qubdxdy:f (J qb(x,y)dy)dx:f A(x)dx.
R a c a




Integrerbara funktioner pa rektanglar

f(x,y) ar begrdnsad pa rektangeln R.
Da finns trappfunktioner ¢, sa att ¢p(x, v) < f(x,y) Sy (x,y)foralla(x,y) €R.

JJ ¢(x,y)dxdy < JJ Y(x,y)dxdy
R R

f ar integrerbar pa R om det fér varje € > 0 finns trappfunktioner ¢ < f < ) s4 att

ff Y(x,y)dxdy — ff ¢(x,y)dxdy <e
R R

| sa fall finns precis ett tal A sa att

JJ $(x,y)dxdy < ASJJ Y(x,y)dxdy
R R

for alla trappfunktioner med ¢ < f <) paR

Da ar



Detta tal ar dubbelintgralen av f Gver rektangeln R.

Betecknas
JJ flx,y)dxdy
R

Samma rakneregler som galler for dubbelintegral av trappfunktion galler for
dubbelintegral av integrerabara funktioner.

b d
Hf(x,y)dxdy:f (J Fx,y)dy ) dx.

Sats En funktion som ar kontinuerlig pa en rektagel ar integrerbar éver den.

X dxd
L (14 xy)? xay

darR arrektangein 1 < x <3,0<y <1

Speciellt:

Ex Berakna




Ibland kan det vara bast att integrera med avseende pa x forst.

JJ ycosxydxdy
R

darR arrektangen 0 <x <1,0<y < m/2.

Ex Berakna



Integrerbara funktioner pa godtyckligt begransat omrade

En funktion f (x, y) ar begransad pa ett begrdnsat omrade D.

Valj en rektangel R som innehaller D.

Satt f, = f pa D och f;, = 0 pa andra punkter i R.

f arintegrerabar pa D om f, ar integrerabar pa R. Definition!

Och man satter
ff f(xsy)dXdy:JJfD(xay)dXdy
D R

Samma rakneregler som galler for trappfunktioner Gver rektanglar galler f6r
integrerbara funktioner dver godtyckliga omraden.

Ip é&r (i allménhet) inte kontinuerlig pa R &ven om J ar kontinuerlig pa D

For att fa att en kontinuerlig funktion ar integrerbar pa D maste nagot
villkor stallas pa D. Omradet ska vara kvadrerbart.
Randen till det ska vara en noll-médngd.



Nollmangder i planet

En mangd i planet &r en noll-méangd om den
for varje € > 0 kan

tackas med ett andligt antal rektanglar vars
sammanlagda area ar < €.

Grafen till en funktion av en variabel visar sig vara en mangd i planet som
ar en noll-méngd. A

B(x)

En delmangd till planet vars rand ar en
nollmangd ar kvadrerbar.

a(z)

a b
Varje funktion f som ar begransad ar integrerbar pa en noliméangd N och

J[ flx,y)dxdy =0
N



Integration av kontinuerliga funktioner

Sats Om f ar kontinuerlig p& en mangd D B(z)
som i figuren sa ar den integrerbar dar och

b B
JJ f(x,y)dxdyzf ( f(x,y)dy) dx
d a

alx)

A=) = [5E) f(z,v)dy

A=)
NA\NN\\w e

a b



Ex Berakna

ff (x*+y3)dxdy

dar D ar triangeln med horn i punkterna (0,0), (1,0) och (1,1).

Y
dx d
JLl%—ﬁx Y
2

dirDgesav0 <x <y <41-—x~.

JJ yvdxdy
D

dar D ar triangeln med horni (0,0), (2,1) och (1, 2).

Ex Berikna

Ex Berakna



Dubbelintegralen som gransvarde av Riemannsumma

Dela in den kvadrerbara mangden D i mindre
kvadrerbara delar D,.
Valj en punkt p; € D,

Bilda Riemann-summan

FPIUD) + F (PP + .. + £ (P (D) = > f (p)ulDy)
k

Man kan visa att man kan komma godtyckligt nara

JJ fOo,y)dxdy
D

om f &r kontinuerlig. Man kommer nérmare ju finare indelning man valjer.



