Losningar till MMGF30 den 9:e mars 2012

1. (a) Vi skriver om hogerledet pa polir form och far ekvationen 2% = ¢!z +2+-27

vilket leder till rotterna
ZE = ETRA for k= 0,1,2
vilket ocksé kan skrivas som

Vi1 Vi VI

2127—&—25,,22:—7—1—2 , 23 = —1
1 1 —1 1
(b) - = - = i iy + 5- Den sokta realdelen &r alltsﬁﬁ
z4+i w+ily+1l) 2+ (y+1) a2+ (y+1)

(c) Villkoret &r att u,, + uy, = 0. Vi har

" "o _ jax(, 2 H
Uy + Uy, = " (a” — 1) siny

sd villkoret dr @ = 1 eller a = —1. For att bestimma en limplig imaginirdel v(z,y) anvénder vi Cauchy-
Riemanns ekvationer: u;, = v, och u; = —v;.. Den forsta ger oss
vy = ul, = ae®” siny som leder till v(x,y) = —ae® cosy + h(z).

Vi sitter in detta i den andra av CR-ekvationerna och far att det skall gélla
e cosy = a?e® cosy — M ().

Eftersom vi riknar med forutsittningen a? = 1 ir detta uppfyllt med t.ex. h(x) = 0 sd vi har di v(x,y) =
—ae® cosy och
f(z) =e*siny — i - ae® cosy.

Pé reella axeln géller dd med x = z och y = 0 att f(z) = —i - ae®* och eftersom bada sidorna #r analytiska
leder detta till att likheten giller i hela planet. Resultatet 4r alltsa att @ skall vara +1 och att f(z) = —ie* om
a=1och f(z) =ie *oma = —1.
2. Lat f(2) 32 14 Vi tt f(z) har tva singuld kt 2 och 1 vilka bada li
. Lat f(z) = —————=. Vi ser att f(z) har tva singuldra punkter, z = —2 och z = —1 vilka bada ligger
z+2)(z+1) s p 88
3z+4
innanfor cirkeln. Vi beriknar da residyerna i dessa punkter och ser att residyn i z = —2 dr virdet av f(z) = Z:— ]
z
3z+4
iz = —2 dvs residyn ér 2. P4 samma sitt far vi residyn i z = —1 som virdet av f(z) = ZJ—:_Q iz=—-1dvsl.Vi
z

3z+4
ar aror/c<z+2><z+1) z=2mi(2+ 1) = 6mi

3. Eftersom funktionen ir udda innehéller fourierserien bara sinustermer och vi har
1 [7 . 2 [T )
by = — f(z)sinnzdx = = f(z) sinnz dx.
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Funktionen #r kontinuerlig och styckvis deriverbar sd genom partiell integration och att f(0) = f(w) = 0 far vi

T = [f(:c).COSW}H/Wf’(a:)C"S”xdx/”/22008”5” b [ 20,
2 n lo 0 n o T n 2T N
dvs
. 4 [sinnz]™? 4 [sinnz]™ s . ( 71')
n=— | ——— - = | === = ——sin(n—=
w2 | n? |, w2 | n? /2 m2n? 2

4. Transformen definieras av

1 > WT _ 1 > ]' iwx
F(w)zﬁlmf(x)e dm\/g/OO (x2+1)36 dzx.

Vilater g(z) = f(2)e’? och borjar med att betrakta fallet w > 0. I 6vre halvplanet géller da |e*#| < 1, sa vi har att
|zg(2)] — 0 da z — oo i &vre halvplanet. Detta innebir att om vi later C'r vara halvcirkeln z = Re?, 0 < 0 < m,




sa giller fCR g(z)dz — 0d& R — oo. Funktionen g(z) har tva singulidra punkter z = =+, dér alltsd bara z = 4
ligger i ovre halvplanet. For R > 1 har vi

/R g(z)dz + /CR g(z) dz = 2mi - Res(g, 1)

—R

vilket dd R — oo alltsa ger oss
/ g(2) dz = 2mi - Res(g, 1).

— 00

For att berdkna denna residy observerar vi att

92) = 2 dar 6(2) = (s i) e
och att vi ddrigenom har att .
Res(g,i) = ¢2(!Z).

Eftersom _ _
¢ (2) = =3(z + i) "1™ 4 iw(z 4 i) 3e™?

och alltsa ‘ . ‘
¢"(2) = 12(2 + 1) Pe™? — Giw(z + i) "™ — W (2 4 i) Pt

far vi

2! 2

(s —w 12 ; 2 —w
Res(g,i) = o) _ e ( bw  w ) = eZTi (3+ 3w +w2) )

Detta leder alltsa till att for w > 0 géller

Flw) = \/12—77/_00 g(w)dch\/%—w-%i-ReS(g,i): \/;\j; (3 + 3w +w?).

Aterstér att betrakta fallet w < 0. Enklast i det hir fallet dr kanske att observera att nir f(x) ir jamn &r F(w) det.
Detta kan ses genom att cos wz dr en jimn funktion av w och att

V21 F (w) :/00 f(ac)ei‘”dx:/oo f(x)coswxdx+i/oo f(x)sinwxdx:/oo f(z) coswzx dx.

Vi har hir utnyttjat att f(x) sinwz dr en udda funktion av x sa att motsvarande integral &r 0.

Detta gor att vi i vart fall far F'(w) for alla w genom att ersitta w med |w| i det uttryck vi redan fatt for positiva w

dvs
Ve~ el
8v2

. Vi later x(s) vara laplacetransformen av X (t). D& har X" (t) transformen s?z(s) — s X (0) — X'(0) = sx(s) — s
och eftersom sin ¢ har transformen 1/(s? + 1) dvergér differentialekvationen i

F(w) = (34 3lw| +w?).

1 S

2 _ 1 -
(s +4)x(s) = 5——= + s dvs z(s) = RSy +s2—|—4'
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Genom partialbraksuppdening Gvergar detta i

1 1 1 1 n s
3 s241 3 s244 5244

som leder till

1 1
X(t) = gsint - ésin2t+0082t.



1 2

6. Med bokens definition av fouriertransform och faltning vet vi frén formelsamlingen att G(w) = — - ——— och
Vor w?+1
att —— / f(x —y)g(y) dy har transform F'(w ) sd / f(z —y)g(y) dy har transformen — o F(w).
w

Nir vi transformerar likheten 6vergér den darfor i

2 1 2
1+ —— ) -Flw) = s
< +w2+1) () om w2+l

vilket leder till . )

Flw) = Vor w2 +3
Ur formelbladet far vi att transformen \/12? . w227fa2 svarar mot funktionen e~%®!. Vi ser da att transformen
F(w) = ! L 2v3 svarar mot funktionen f(x) = € e~ V3lzl

V3 Var w?+3 V3

7. Vi observerar att for varje fixt r dr K (r, ) en 2r-periodisk funktion av 6 som ér definierad genom sin komplexa
fourierserie, dir koefficienterna ges av ¢, = rI7l. Vi anvinder detta i (a) och (b) nedan.

27

(a) K(r,0)df = 2mcy = 27
0

(b) Med Parsevals formel och formeln for summan av en geometrisk serie har vi

2 22 1472
2|n|_ 2n
/0 (K(r,0))*do = 27 g len|? = 27 E 271'(1—1—25 r >—27r(1+1 > 27 T2

n=-—00 n=-—oo

(c) Aterigen med formeln for summan av en geometrisk serie har vi

> inl in6 > P o 1 re= 1—72
— n m — n Zn n 72774 —
K(r,0) = Z e = Z +Z 1 —ret? + L—re=® (1 —rei?)(1—reif)’
n=-—o00 n=0 n=1

Eftersom (1 — re)(1 —re™) =1 — (re’ + re™ ) + 12 =1 — 2r cos § + 2, sa foljer pastaendet

1—72
0 I
K(r,0) = 1—2rcosf+r2’



