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(c) Ett nddvandigt villkor pa u(w, y) for att vara realdel av en analytisk funktion ar att u;, + w;, = 0. I vrt fall
ar ugy, + uy, =2 —4#0.

(d) For att bestimma imaginérdelen v(z, y) anvénder vi Cauchy-Riemanns ekvationer: u;, = v, och uy = —wvj.
Den forsta ger oss att v), = u), = 3z*y — y° vilket leder till att v(z,y) = §m2y2 1y* + h(z) for nagon
funktion h(x). Nir vi sitter in detta i den andra av C-R-ekvationerna,v;, = —u; far vi ekvationen 3zy? +

B (z) = —2® + 3zy® dvs B/ (z) = —2® och alltsd h(z) = —12% + C dvs eftersom vi skall ha v(0,0) =0
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Det efterfragas inte men den analytiska funktionen f(z) ér alltsa f(z) = fiz.
2. Viob tt f(z) ! ! Vi kan dérfor go taylorutveckli ! kri 1
. Vi observerar att f(z) = = . Vi kan dérfor gora en taylorutveckling av ring z =
22—-1 (z=-1(z+1) g Y 8 T &

och direfter dividera med (z — 1). Som mellansteg ldter vi w = z — 1 och med hjilp av summan f6r en geometrisk
serie fa

—_

1 1 1
+l w+t2 2 +%

l\D\»—t

S 00 wk 00 2 1)k
> (-5) - g - R e

k=0 k=0
Division med z — 1 ger dirfor
00 k-1 o n
_ k (Z - 1) _ n+1 (Z - 1)
fE =) ()" S—= D ()"
k=0 n=-1

Det storsta mojliga virdet pa r ges av avstandet fran punkten z = 1 till néirmaste annan singuléra punkt for f(2). I
vart fall finns det bara ytterligare en singulir punkt, 2 = —1, sa detta avstand ir alltsa 2, vilket ddrmed &r det storsta
r-vérdet.

3. (a) Vilater f(t) = (w —t)/2 for 0 < t < 27 och berdknar dess fourierkoefficienter a,, och b,,. Forn =1,2,...
har vi med partiell integration
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Det innebir alltsa att for n = 1,2, ... har vi a,, = 0 och b,, = 1/n men det aterstér att undersoka ag.
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sd dven ag = 0. Sammantaget ger detta att funktionen f(¢) verkligen har den givna serien som sin fourierserie.

(b) Vi anvinder Parsevals formel pa den givna serien och far
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Funktionen har fyra singulidra punkter z; = e THE for k = 0,1,2,3. Av dessa ligg_er de tva forsta i 6vre halv-
planet och de tv sista i undre halvplanet. Med C'r beteckningar vi halvcirkeln z = Re®, dir 6 gar fran 0 till 7. Da
giller for R > 1
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Eftersom integralen i uppgiften konvergerar z f (z) = 0da z — oo har vi
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da R — oo. Alltsa giller
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Eftersom singuariteterna dr enkelpoler och funktionen #r av typen f(z) = 5 Ezg har vi dvs
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och alltsa giller
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5. (a) Laplacetransformering ger
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sé problemet reduceras till att bestimma f (). Ett sitt &r att anviinda definitionen direkt

fls) = /OOO F(t)e s'dt = /01(1 —t)e st dt.

Vi gor partiell integration och far
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Ett annat,snabbare, sitt ir se att F'(¢) kan framstillas F'(t) = 1 —t+ (t— 1)u(t — 1). Med standardtransformer
och rikneregeln att en funktion av formen G(¢ — a)u(t — a) har transformen e~ **¢(s) far vi
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Oavsett vilken av metoderna vi anvint far vi alltsa
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(b) Vi observerar att
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Niér vi transformerar tillbaka far vi da

vilket leder till att

X(t) =1—cost—(t —sint)+(t — 1 —sin (t — 1))-u(t—1) = 1—t—cost+sint+(t — 1 —sin (¢t — 1))-u(t—1)
eller annorlunda uttryckt

X(t) = 1—t+sint — cost dat <1
" | sint—cost—sin(t—1) dat>1

6. (a) Inversionsformeln for fouriertransformen ger alltsa likheten
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Om vi i denna integral f6rst gor variabelsubstitutionen = —w och i den likhet som da uppkommer ersitter ¢

med den nu fria variabeln w sa har vi likheten
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Detta innebir alltsa att vi har
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Speciellt med a = 1 far vi dérfor

(b) Vivetatt F(f x f) = F(f) - F(f), vilket for véar funktion alltsa innebir att
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7. De singulira punkterna till f(z) = 5 dcoss ar losningarna till ekvationen 4 cos z = 5. Med hjilp av Eulers
—4cosz

formler har vi att ekvationen kan skrivas
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Med w = e kan ekvationen skrivas
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sd rotterna dr w; = 2 och wy = 1/2. For z innebir detta att

% = eTM2HR2T0 q40 L dr ett heltal



dvs de singuldra punkterna dr z = k2r £ -In2fork = 0,4+, +2, .. ..

Nir det giller integralen konsterar vi att eftersom 0 < In 2 < 1 &dr det av de singulédra punkterna bara z = £ 1n 2 som
ligger innanfor integrationscirkeln, alla andra ligger utanfor. Sa vi far integralens virde genom att addera residyerna
i dessa tva punkter och sedan multiplicera med 27i. Som vanligt ser vi funktionen som en kvot p(z)/q(z) och far
residyn i en enkelpol zg som p(zg)/q’(20), 1 vart fall 1/(4sin zp). Eftersom de tva singulira punkterna bara skiljer
sig at med ett minustecken och sinusfunktionen &r udda skiljer sig residyerna i dessa tva punkter bara genom ett
minustecken. Summam av de tva residyerna &r alltsa noll sd vi har
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Man skulle ocksa verkligen ha riknat ut residyerna i de tva punkterna. Eftersom

1z —iz
e

) —e
sinz =
21
har vi s -
e— n _en _3
4sin(¢iln2)=4- —— = —
sin (i1n 2) 5 -
och
In2 —In2
— 3
dsin(—iln2)=4.5 —° 7
21 )
sa

1 - 1
———dz=27mi| 5 +5)=0
/05—4(;052 ‘ m(3—|—3>



