Losningar till MMGF30 den 30 augusti 2012
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1. (a) 4—: Z_Z = ((4—: ZZ))((4 — ZZ)) = 41_7 ! vilket ger att imagindrdelen dr It
1 1 T—2—1y x—2

b = = . Alltsa 4 ldelen ———+——

()2—2 T2ty @_22 1y sa dr rea een(aﬂ_2)2+y2

(c) Vi skriver ekvationen pa formen 26 = —1. P4 polir form med z = 7e*® och —1 = 1 - ™™™ diir n, dr ett

godtyckligt heltal ger detta oss 7% = 1 och 66 = 71 + n - 273 och alltsd I6sningen

(d) Vi skriver 1 4 7 pa polér form

. i In2 , mi
1+i=+V2eT =¢7 771

vilket ger att ekvationen e?* = 1 + 4 ir ekvivalent med

. In2 w1
= 7+Z+n 211
dvs
iIn2 7

2. (a) t t
f*g(t) /ft—u du-/ et_"e%du:et/ et du=el(el —1) =e* —¢f
0 0

(b) Om f(¢) och g(t) har transformerna F'(s) respektive G(s) sé har faltningen transformen F'(s)G(s). Vi har

1 1 1 1

F(S)G(S): (S_]-) .(3_2) = (3—2) - (8—1)

Detta ger
frg(t)y=e* ¢!

3. (a) Ettsitt ar att starta med den trigonometriska framstillningen och utnyttja den trigonometriska formeln
1
sinx cosy = i(sin (z+y)+sin(z —y)).

en ger oss forst

1
sinz cos? z = sinz cosx - cosz = §SIHQICOS$

och sedan
sinz cos? x = 1 l(sin?)x +sinx) = 1 sinx + 1 sin 3z
202 4 4

vilket alltsa &r den trigonometriska fourierserien. Dvs fourierkoefficienterna &r a,, = 0 for alla n medan

b, = 0for n # 1,3 medan by = by = 1/4. For den komplexa formen anvinder vi Eulers formel
_ efi:c

24

) el
sSinxr =

och far .
7(61'305 _ efi39c) —

81

é(efiBI 4 677;:6 _ eir _ eiBz)

1 . _
. 2 ix —ix

sinz cos” z = — (" — +

sin x z=g (e e ") g

vilket alltsa dr den komplexa fourierserien.

(b) Parsevals formel for trigonometriska 27-periodiska fourierserier ger

/Oﬂ(f(ar))Z “MZ (@ +12))

vilket i vart fall ger

27
1 1
/ sinzcost wdr = w(b3 +b3) = 7(— + —) =
0

T
16 167 8



4.

6.

7.

2
(-7 +97
givna integralens virde 27 ganger funktionens residy i 6vre halvplanet, dvs i punkten z = 3i.
Med ¢(z2) = (2 — 3i)%f(2) = 2%/(z + 3i)? #r den sokta residyn ¢’ (3i). Eftersom

Funktionen f(z) = har dubbelpolerna z = +3i och uppfyller zf(z) — 0da z — oo. Alltsé ir den

¢ (2) = 22(2 + 3i) 7% — 22%(2 + 3i) 3 = 6iz(z + 3i)?
ar ¢'(3¢) = 1/(121). Alltsé har den givna integralen virdet 27i/(12¢) = /6.

Laplacetransformering av systemet leder till

SX1 -1 = X1 + 2X2
SX2 -3 = 2X1 - 2X2
dvs
(S - I)Xl - 2X2 =1
—2X; + (s+2)X, = 3

Genom att multiplicera den forsta ekvationen med (s + 2) och den andra med 2 och sedan addera far vi
((s+2)(s—1)—4)X; =548
dvs
(s +s5—6)X;=5+8
och alltsa
s+38 2 1

X: = —_
YT (s+3)(s—2) s—2 s5+3

som ger
z1(t) = 2e* — 7P,

Enklast dr nu att se att den forsta av de ursprungliga ekvationerna ger
229(t) = o (t) — 21 (1) = 4e* 4 373" — 2e% 473t

och alltsa
To(t) = e 4 273

(a) Eftersom f(x) &r begrinsad &r den givna integralen konvergent for alla ¢ som inte ligger pé reella axeln. Lat

Da giller

[ - [

Integralen ir alltsd konvergent och g(z) ér analytisk i 6vre halvplanet utom for en enkelpol i ¢. Eftersom
dessutom zg(z) — 0 d& z — oo i dvre halvplanet dr integralens virde 27i ganger residyn for g(z) iz = c.
Denna residy ér f(c)/(c —¢) = f(c)/(2bi) sa vi har

/°° f(x) dm_/oog(x)dl‘:%f(@

—o0 ‘.’ﬂ - C|2 B —oo

varav det sokta resultatet foljer.

(b) Vi har alltsé f(z) = f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) och speciellt f(x) = u(x,0) + iv(x,0) och f(c) =
u(a, b) + iv(a,b) sa genom att ta realdelen av bada sidor i (a) far vi den onskade formeln.

Funktionen f(z)(u(zx + a) — u(z — a)) ér 0 utanfor intervallet —a < = < @ och dverensstimmer med f(z) inuti

detta intervall. Det innebir att ) u
Clw) = — x)e™® dz.
@) == [ S



P& motsvarande siitt har funktionen f(z)(u(z + 3a) — u(z — 3a)) transformen

G(w) = x)e™? du,

v L

som vi kan dela upp som summa av tre delintegralerna

3a

1 zw:c zw:z: - zw:r
Elmﬂ d:chr ﬂf() dx+ flz dx.

I den forsta av dessa gor vi variabelsubstitutionen « = ¢ — 2a och i den tredje © = ¢ + 2a och far

1 a a

G t—9 iw(t—2a) dt + zwm dx + t+2 iw(t+2a) dt.
W=, -2 7o | s o [ g2

Vi utnyttjar sedan att f har period 2a sa att f(t — 2a) = f(t) = f(¢t + 2a) vilket leder till att
G(w) = e 20 (w) + C(w) + e?“C(w) = C(w)(1 + e 1 ¢29%) = O(w)(1 + 2 cos 2aw),

dvs den 6nskade formeln.

I analogi med ovanstéende kan vi se att transformen av funktionen f(z)(u(x + 5a) — u(xz — 5a)) kan skrivas

—3a
v 2T / v 2T 3a

och i den forsta gora substitutionen = ¢t — 4a och i den tredje * = ¢ + 4a och utnyttja att f(¢t — 4a) = f(t)
f(t + 4a) sa att den sokta transformen kan skrivas

e MO (W) + G(w) + e C(w) = G(w) + C(w) (e + M) = C(w)(1 + 2 cos 2aw + 2 cos 4aw).



