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inldmningarna innevarande lasar. Du behover 50 podng for godként (G) och 80 poéng for vil
godként (VG) av dessa maximalt 110 poéng.

Fullstandig poéng ges endast for fullstdndig l6sning. Pastaenden utan forklaring eller rattfardi-
gande far fa eller inga poéng. Anvinds nagot fran formelsamlingen maste detta anges. Ges ett
tips pa en fraga, sa ar det bara ett tips och far inte anvandas utan forklaring eller rattfardigande.
Flera av fragorna har flera delar, 1as igenom dem noga innan du borjar sa du inte missar nagon
del.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rattas
och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.



Tenta

Fraga 1 Vi betraktar funktionen f(z) := eﬁ, z # —1.
(a) Visa att f uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer for z # —1. (12 poéng)

(b) Karakterisera alla singulariteter till f. (8 poédng)

Lo6sning. a) Vi kan skriva f = ho g dar

1

h(w) :=¢€Y och g¢g(z):= T

Funktionen h &r analytisk for alla w och g &r analytisk for alla z # —1. Déarfor &r f = hog
analytisk for z # —1. Analytiska funktioner uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer (enligt Sats
6.5 i Agarwal-Perera-Pinelas).

Lo6sning. b) Eftersom f ar analytisk utanfér z = —1 &r z = —1 den enda singulariteten till f.
Vi Laurentutvecklar for |z 4+ 1| > 0:
o0

, 1/ 1V & e+t
-t =3 (o) - X T

=—0Q

Eftersom det forekommer odndligt manga negativa exponenter i Laurentutvecklingen av f kring
z = —1, sa ar z = —1 en essentiell singularitet.

Fraga 2 (a) Formulera Cauchys integralformel. (5 poéng)

(b) Lat f(z) := 3+4 Rékna ut [ f(z)dz dér T' &r en moturs orienterad, enkel, sluten och
styckvis glatt kurva i 6vre halvplanet som inte innehaller nagon singularitetet till f. (15
poing)

Lo6sning. a) Se Sats 17.1 i Agarwal-Perera-Pinelas.

Losning. b) Vi skriver

£(2) 1 1 1 1 1 1 g9(2)
Z) = = — = — =
B+4z 22244 z22+2i2—-20 2-—2i
déir g(z) == iz ~3;- Funktionen g ar analytisk i 6vre halvplanet, sa Cauchys integralformel ger
/ (2 / 9(z) 9 4 2mig(2i), om I innesluter 2i, _ > om I' innesluter 21,
rz—2i 0, om I ej innesluter 24, 0, om T ej innesluter 2i.

Fraga 3 Betrakta den 2-periodiska funktionen f : [0,00) — C som uppfyller f(z) = 1 om
x €10,1) och f(z) =—1om x € (1,2).



(a) Visa att Laplacetransformen av f ges av

1—e7*

Lf(z)= m.

(10 poéng)

(b) Finn och klassificera singulariteterna i C till Laplacetransformen av f. (10 podng)

Losning. a) Enligt uttrycket i formelsamlingen nedan fér Laplacetransformen av periodiska
funktioner sa ar

) — Jo f@e#tdt _ fye~tdt — [Petdt  (1- f ! *tht
(z) = 1—e 2 1—e2 1—e"
_ (1—e%)1 [—eth];O _ (1 —e?)2 _ (1- e*'z)2 _ 1-e
1—e 22 2(1—e29) z(1—e#)(14+e2) z(1+e?)

Lo6sning. b) Laplacetransformen £f har méjliga poler da z =0 och da 1 +e7* = 0.
Vi bérjar med att undersdka z = 0 och skriver

9(z) . l—e™”
L === d = .
f(z) 2 ) ar g(z) 1+e_z
Funktionen g &r analytisk kring z = 0. Eftersom ¢(0) = 0 sa &r z = 0 en hévbar singularitet till
Lf.
Alla 16sningar till ekvationen 1+e~* = 0 &r pa formen z = 7(2k 4 1)i f6r nagot heltal k € Z.
Vi kan Taylorutveckla

o0
14+e?=1—¢ (k1)) Z z—7r2k:+1))
k=1

kal
Det foljer nollstallet till 1 4+ e~ * i 7(2k 4+ 1)i 4r av ordning 1, sa f har en pol av ordning 1 i
m(2k + 1)i.

Fraga 4 Definiera den 2-periodiska funktionen f : R — C enligt

(a) Fourierutveckla f. (10 poéng)
(b) Lat Tp > 0 vara en konstant. Los varmeekvationen

or _ 9*T
ot — 9z

T(0,t) = T(1,t) =0,
T(I’,O) = T(],

genom att ansitta T'(z,t) = > o a,(t)sin(nmz) och att anvénda att Ty = Tpf(z) om
x € [0,1]. (10 poidng)



Losning. a) Funktionen f &r udda, sa vi sinusutvecklar f ~ >~ | b, sin(nmz) dér

1 n 4
by, =2 1 f(x)sin(nrz)dx = 2/1 sin(nmx)dr = —2 [cos(mrx)] = 20 = (=" = {””7 n udda,
0 0 z=0

nmw nmw 0, n» jamn.

Darfor ar

4 X sin((2k — 1))
RED> 2% —1

k=1

Losning. b) Likt i a), sétter vi

by = {fﬂ, n udda,

0, n jamn.

Ansatsen

T(x,t) = >..7 an(t)sin(nmz) uppfyller randvillkoret T'(0,¢) = T'(1,¢) = 0. Vidare,
sa ar %—{ g— ekvivalent med
al, = —n’n?a,.

Initialvillkoret T'(x,0) = Tp &r ekvivalent med att

(o.0]
Z an(0) sin(nwz) =Ty = Tp Z by, sin(nmz).

n=1
Da Fourierkoefficienter ar entydigt bestdmda, sa ar a,(0) = Tob,. Det foljer att

2.2
4Toen7r

t dd
an(t) = bnToef’lQ’TQt — { nm » v udaa,

0, n jamn.

Darfor ar

_ 4Ty i —(Zk=127%t gin (2K — 1)7z)
- .

P 2k —1

Fraga 5 Lat a > 0 vara ett tal.
(a) Rékna ut f1 * fo dar f1, fo : R — C ges av

fi(z) == Lowel-L1] och  fo(z) := e 2l (12 poang)
0, |z|>1.

(b) Finn en integrabel 16sning v € L*(R) till differentialekvationen

—u" + a*u = fy. (8 poiing)



Losning. a) Vi rédknar ut att
oo 1
fiofa@) = [ finte - gy = [ e ay -

i .

fl
=4
J4

a@=v)dy, r < —1,

(S
€
eV dy, + [Le oV dy, Jaf < 1,

1
]% g r < —1,
= e aT [ ay]%_il’ > 1’
0T |:e_‘“v’] 4 ooz [ﬁ}l ‘$| <1
L 0 Jy—_1 a ly=z’ -

are®—e
e x < —1,
—a

a__
=QeMeE=_ g >1, =

a
e g < 1,

are®—e” "

a

—a

B e—alelef=e"" "1y > 1,
TF e e -2 e <
Losning. b) Lat U := Fu beteckna Fouriertransformen av u. Ekvationen
ekvivalent med att

(& +a*)U = Ff1.

I andra ord kan vi formulera om ekvationen —u” + a?u = f; som att

Fh
U:m: FhHFfa=—F(fr = [f2).
Det foljer att
1 e—alzle 5z — || > 1
u(@) = ~(fi* f2)(@) =4 o
2 - (eafv _e*w) 52 <1,

enligt del a av uppgiften.

_“(xydy x> 1, =

I

—u’ 4+ a’u = fy ar

MG



Formelsamling

Trigonometriska identiteter

sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B),
sin(A — B) = sin(A) cos(B) — cos(A) sin(B)

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B),
cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B)

~—

sin(2A) = 2sin(A) cos(A),
cos(2A4) = cos?(A) —sin?(A) = 2cos?(A) — 1 = 1 — 2sin?(A).

cos(A) cos(B) = %(COS(A + B) + cos(A — B)),
sin(A) sin(B) = %(COS(A — B) —cos(A + B)),

sin(A) cos(B) = %(sin(A + B) +sin(A — B)).

e’lZ + e—ZZ 6@2’ _ e—ZZ

cos(z) = , sin(z) = 57




Nagra Laplacetransformer

f(t) L(f)(z) Definitionsméngd
1
1 - z>0
z
1
e z>a
zZ—a
n at n!
t'e m zZ>a
COSh(at) ﬁ zZ>a
Sinh(at) ﬁ zZ>a
z
COS(at) m z>0
. a
Sln(at) m z>0
t zZ—a
80‘ cos(bt) m z>a
b
t .
ea Sln(bt) m zZ>a
2 2
5 —a
tcos(at) m z>0
P _
t)e #tdt
f —fo 1f_( Z_ZP z>0
P-periodisk




Nagra Fourierserier

Nedan ges Fourierserierna av nagra funktioner pa [—, 7].

Funktion Fourierserie

7L+1 .
flz) ==z 25> 1 ~— sin(nx)
f(;c) = ‘.%" % N %Zoo cos((2n—1)x)

n=1 " (2n—1)2

f(a) = F(e')

F analytisk nara enhetscirkeln

&) inx
ZTL:—OO ane

med Laurentserie F((z) = > > a,z"

f(z) = |sin(z)]

2 4 (=1)™ cos(2nx)
R D e v e

P-periodisk funktion

En:foooo CneZm'nm/P
@ 4+ > (ay cos(2mnx/P) + by, sin(2nwx/P))
._ 1 rF —2minz /P
=5 [ f(x)e dz,neZ
Pfo ycos(2mnz/P)dz, n=0,1,2...

=5 fo )sin(2rnz/P)dz, n = 1,2.




Nagra Fourierstransformer

Nedan ges Fouriertransformer av nagra funktioner pa R.

Funktion Fouriertransform

f(@) FF(&) = [ flx)e "8 da
Flg(x) = o [0 Fr(€)e™dE g(¢)

flx—c) eTEFF(€)

f'(x) iEFf(8)

xf(x) i(Ff)(E)

fxg (Ff)(Fg)

FFE = Fe e

Ff(&) = e

FfE) = o

J,—_-f(é.) _ 2sin(af)




