MATEMATIK
Goteborgs universitet
Tentamen 2018-06-04, 8.30-12.30

MMGF30, Transformteori och analytiska funktioner

e Examinator: Magnus Goffeng, tel: 772 10 91, Email: goffeng@chalmers.se
e Telefonvakt: Jakob Hultgren, tel: 5325

e Hjidlpmedel: Bifogat formelblad

Tentan har 5 fragor med totalt 100 podng. Du har dven kunnat f& 10 bonuspoédng pa
inldmningarna innevarande lasar. Du behover 50 podng for godként (G) och 80 poéng for vil
godként (VG) av dessa maximalt 110 poéng.

Fullstéandig poéang ges endast for fullstdndig l6sning. Efterfragas en sats maste tillborliga an-
taganden goras. Pastaenden utan forklaring eller rattfardigande far fa eller inga podng. Anvands
nagot fran formelsamlingen maste detta anges. Ges ett tips pa en fraga, sa ar det bara ett tips
och far inte anvindas utan forklaring eller rattfardigande. Flera av fragorna har flera delar, las
igenom dem noga innan du boérjar sa du inte missar nagon del.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rattas
och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.



Tenta

Fraga 1 (a) Definiera logaritmen som en funktion av z € C. (5 poéang)

(b) Visa att logaritmen &r analytisk utanfor {z € R: z < 0}. (15 poéng)

Lo6sning. a) Se Foreldsning 9 i Agarwal-Perera-Pinelas.

Losning. b) Se Sats 9.1 i Agarwal-Perera-Pinelas (alternativt: verifiera Cauchy-Riemanns
ekvationer).

Fraga 2 Lat D beteckna enhetsdisken D := {z € C: |z| < 1}. Antag att f : D — C &r en
analytisk funktion med f(0) = 1 och f(z) # 0 for alla z € D. For z € D later vi I', beteckna
linjen i D mellan 0 och z.

(a) Forklara varfor F(z) := [, ! /}Tll?w 16ser differentialekvationen F’ = fTI (5 poéng)

(b) Visa att

(JjC-“V—f%f. (5 poting)

f f?
(c) Anvind a) och b) till att visa att F uppfyller att ef” = f. (10 poing)

Loésning. a) Eftersom enhetsdisken ar enkelt sammanhéngande har den analytiska funktionen

fTI en anti-derivata Fy (det vill sdga F{j = fTI, se Sats 14.2 i Agarwal-Perera-Pinelas). Funktionen

Iy &r enligt Sats 14.1 i Agarwal-Perera-Pinelas bestamd upp till en konstant av egenskapen att

[
Afw_%@ Fo(a),

nérhelst I ar en kurva fran « till 3. Pa grund av vigoberoende av kurvintegraler av analytiska
funktioner sa ar for en kurva I" fran « till

= [ L@dw [ fw)dw ooy poyZ (Fa) — FO)) = F(8) — Fla
L= S Ly = PO - PO - (@) FO) = F9) - Fla),

Darfor ar F' en antiderivata till fT/

Losning. b) Vi anvénder kedjeregeln och kvotregeln for att rékna ut
<eF>’ B fF/eF _ f’eF B (F'f—f’)eF
f f? f? '
Losning. c) Enligt a) sa ar F' = fTI, sa F'f — f' = 0. Darfor ar

<J>C_WV—ﬂmF_O
[




Da giller det att § ar en konstant funktion, det vill sdga att det finns ett A € C sadant att
el" = \f. Men F(0) =0 och f(0) =1 sa

A=Af(0)=ef O =0 =1,
Darfor éar ef” = f.
Fraga 3 (a) Finn den inversa Laplacetransformen till Z%H (5 poéng)

(b) Anvénd a) och Laplacetransformen till att finna en funktion w : [0,00) — C som uppfyller
att

W'(t) + [Ju(s)ds = t, t >0,
u(0) = 0.

Ledning: Visa forst att u/(0) = 0 och differentiera sedan ekvationen. (15 poéng)

Lo6sning. a) Enligt formelsamlingen nedan &r Laplacetransformen av sin(at) (a # 0) given av

Sétt a = 1 sa inses att den inversa Laplacetransformen av ZQ—IH ar sin(t).

a
preawzl
Losning. b) Vi differentierar ekvationen u'(t) 4+ fg u(s)ds =t och far att

u”(t) +u(t) = 1.

Eftersom u/(t) =t — fg u(s)ds sa ar «/(0) = 0. Darfor finner vi u genom att 16sa ekvationen

u'(t)+u(t) =1, t>0,
u(0) =0,
u'(0) =0

Laplacetransformerar vi denna ekvationen far vi att
22Lu(2) + Lu(z) = L1(2).

Darfor ar .

Lulz) = 22+1

L1(z).
Faltningssatsen for Laplacetransformen och a) ger att

u(t) = (sin*1)(t) = /0 sin(s)ds = —cos(t) + 1.

Fraga 4 Lat 0 < a < 7 vara ett tal och definiera den 27-periodiska funktionen f : R — C enligt

f@%z{i"ﬂ<a

0, a<|z| <.



(a) Visa att Fourierutvecklingen av f ges av

f ! + ! i sin(na) cos(nx) (13 poéng)
~— 4 — — nc). n
2r m = na poans
(b) Anvénd Fourierutvecklingen av f till att visa att 7, Sin;"“) = T5%. (7 podng)
Lésning. a) Funktionen f &r jamn sa f ~ Y >°  a,cos(nz) dir ap = 1 fo x)dz och for
n >0 sa ar
2 ™
= / f(z) cos(nz)dx
T Jo
Vi raknar ut att
1 / T f(@)d 1 @ d 1
ag = — r)der = — r=_—
=7 2am [, 2’
och att for n > 0 sa &r
1 /@ i
a, = — [ cos(nzx)dr = s1n(na).
ar Jo ™a

Lo6sning. b) Funktionen f &r styckvis differentierbar och kontinuerlig i 0 sa

> sin 1 1 sin(na) 1 1 < sin(na)
0)=—+= ===y 2
Z cosn) 27T+7TZ an 27T+7mz:1 n

n=1 n=1 n=

3=

-4
2m

Vi far 7 sm;m) = 154 genom att 1osa ut Y 7, Singm) ur denna ekvation.
Fraga 5 For ¢ > 0 definierar vi funktionen f; : R — R enligt

1 2
T AT /4t.
fil@): \/47Tte

(a) Formulera faltningssatsen for Fouriertransformen. For full poéng kravs fullstdndiga anta-
ganden. (5 poéng)

(b) Visa att Ffy(€) = e %", (5 poing)
(c) Visa att for s,t > 0 sa ar f; x fs = fs+¢. (10 poéng)

Loésning. a) Se Proposition 7.2.4 i féreldsningsanteckningarna.

Losning. b) Enligt formelsamlingen nedan &r Fouriertransformen av e~az” given av \/36_52/ da

Med a = 4t sa ges Fouriertransformen av f;(z) := e T/ g

F\[ R Tk

—t§2




Losning. c) Vi har enligt faltningsatsen att F(f; * fs) = F fsF fi. Men
(FfFfo)€) = e e = o (T = F fsrt-

Darfor ar F(fy * fs) = F fs4+. Enligt inversionssatsen ar f; x fs = fois.

MG



Formelsamling

Trigonometriska identiteter

sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B),
sin(A — B) = sin(A) cos(B) — cos(A) sin(B)

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B),
cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B)

~—

sin(2A) = 2sin(A) cos(A),
cos(2A4) = cos?(A) —sin?(A) = 2cos?(A) — 1 = 1 — 2sin?(A).

cos(A) cos(B) = %(COS(A + B) + cos(A — B)),
sin(A) sin(B) = %(COS(A — B) —cos(A + B)),

sin(A) cos(B) = %(sin(A + B) +sin(A — B)).

e’lZ + e—ZZ 6@2’ _ e—ZZ

cos(z) = , sin(z) = 57




Nagra Laplacetransformer

f(t) L(f)(z) Definitionsméngd
1
1 - z>0
z
1
e z>a
zZ—a
n at n!
t'e m zZ>a
COSh(at) ﬁ zZ>a
Sinh(at) ﬁ zZ>a
z
COS(at) m z>0
. a
Sln(at) m z>0
t zZ—a
80‘ cos(bt) m z>a
b
t .
ea Sln(bt) m zZ>a
2 2
5 —a
tcos(at) m z>0
P _
t)e #tdt
f —fo 1f_( Z_ZP z>0
P-periodisk




Nagra Fourierserier

Nedan ges Fourierserierna av nagra funktioner pa [—, 7].

Funktion Fourierserie

7L+1 .
flz) ==z 25> 1 ~— sin(nx)
f(;c) = ‘.%" % N %Zoo cos((2n—1)x)

n=1 " (2n—1)2

f(a) = F(e')

F analytisk nara enhetscirkeln

&) inx
ZTL:—OO ane

med Laurentserie F((z) = > > a,z"

f(z) = |sin(z)]

2 4 (=1)™ cos(2nx)
R D e v e

P-periodisk funktion

En:foooo CneZm'nm/P
@ 4+ > (ay cos(2mnx/P) + by, sin(2nwx/P))
._ 1 rF —2minz /P
=5 [ f(x)e dz,neZ
Pfo ycos(2mnz/P)dz, n=0,1,2...

=5 fo )sin(2rnz/P)dz, n = 1,2.




Nagra Fourierstransformer

Nedan ges Fouriertransformer av nagra funktioner pa R.

Funktion Fouriertransform

f(@) FF(&) = [ flx)e "8 da
Flg(x) = o [0 Fr(€)e™dE g(¢)

flx—c) eTEFF(€)

f'(x) iEFf(8)

xf(x) i(Ff)(E)

fxg (Ff)(Fg)

FFE = Fe e

Ff(&) = e

FfE) = o

J,—_-f(é.) _ 2sin(af)




