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Tenta

Fraga 1 Vi betraktar funktionen
FE) =y
z) = .
1+ 22

(a) Finn och klassificera alla singulariteter till f. (7 poéng)

(b) Laurentutveckla f kring z = i regionen 0 < |z — i| < 2. (13 poéng)

Lésning. a) Funktionen f dr analytisk niirhelst 1+ 22 # 0. Det vill siiga, f dr analytisk
nérhelst z # +i. Punkterna i och —i &r singulariteter till f.

Vi skriver
1 1

z—iz+1

f(z) =

Det foljer att (z + 1) f(2) har en hévbar singularitet i z = —i med lim,_,_;(z+1)f(z) =i/2 # 0,
sa f har en pol av ordning 1 i —i. Pa samma sétt har (z — ¢) f(z) har en havbar singularitet i
z =14 med lim,,;(z +14)f(z) = —i/2 # 0, sa f har en pol av ordning 1 i ¢.

Losning. b) Om vi skriver

1 1 1 1 1 1 1

&) = G i~ mint e =) T 2iz-il+ 5l

sa kan vi utnyttja Taylorutvecklingen

1+w P

som konvergerar for |w| < 1. Vi far f6r 0 < |z —i| < 2 att

11 o EDE N DM
f(z) = Ziz_ikzzo ) (z — i)k —kzzl(%)m(z—z)k.

Fraga 2 Vi betraktar funktionen

1
f(z) = 114

(a) Finn alla singulariteter till f i det 6vre halvplanet och rédkna ut residyerna i dessa punk-
terna. (7 podng)

(b) Rikna ut [* 92, (13 poiing)

—o0 14z4°

Loésning. a) Funktionen f #r analytisk nirhelst 2441 # 0. Det vill séiga, f &r analytisk nérhelst
z 4 eM/ATETI2 g5 | — 0,1,2, 3. Punkterna e™/4TkTi/2 g5 | = 0,1,2,3, ar singulariteter till f.
Det &r endast z; = ™/ och zp = e3™/4 som ligger i Gvre halvplanet.



Vi kan skriva f(z) = ﬁ dir g(2) = z* + 1. D4 g endast har enkla nollstillen, #r alla
singulariteter till f enkla poler. Vi har att

1 1
Res.. f = =—, Jj=12
S En R =
sa
R I 1

esz f = 423 4e3mi/4 " 4e-Ti/L
och ) )

Res,, f =

423 4eOmi/A T femi/A

Losning. b) Enligt sats pa foreldsning sa géller att

/00 f(z)dx = 2mi Z Res. f,

z:Im(z)>0

eftersom f har #ndligt manga poler i 6vre halvplanet och uppfyller att |f(2)| < C(1 + |2|?)~!
for nagon konstant C' for stora nog |z|.
Om vi anvander utrdkningen i a), fas att

~ 7(1% ) ; 1 1 T 7 —7t .
/OO 28— 2mi(Res;, f+Res,, f) = 2mi <4e37fi/4 + 4e7ri/4) = Z(e =™/ = rsin(r/4) =

Fraga 3 (a) Visa att —t + sinh(¢) &r den inversa Laplacetransformen av le_l) (10 poéng)

(b) Finn en funktion u : [0, 00) — C som l6ser initialviardesproblemet

{u”(t) —ut)=t, t>0,

u(0) = u'(0) = 0. (10 poéng).

Lésning. a) Vi partialbraksuppdelar. Med utgangspunkt i nollstéillena till 22(22 — 1) gor vi
ansatsen

1 a b c d

22(22—1)_;+;+z—1+2+1’

for nagra tal a,b,c,d. Om vi forlanger till gemensamt brak fas

E—i— c_ . d  (a+c+d)+(b+c—d)z> —az—b
22 z—1 z+1 22(22 - 1) ’

a
—+
z

Det vill saga, ekvationen

Y

+z—1+z+1

s



ar ekvivalent med att

a+c+d=0
b=d-c
a=10
h=—

Vi bakatsubstituerar a = 0 och b = —1 vilket leder till ¢ =1/2 och d = —¢

oss till att
1 1 1 1 1 1

22(22—1)__;—'_52—1_524-1‘

Darfor ar

= (L RSN (R WSS SN S N ROV
. (z2(z2—1) =) e f anrr) = et

Lo6sning. b) Vi Laplacetransformerar problemet

{u”(t) —u(t)=t, t>0,

till ekvationen

1
2
2°L(u) — L(u) = oL
Vi far att
1
£u) = 22(22 —1)

Enligt a) ar
u(t) = —t + sinh(t).

Fraga 4 (a) Med utgangspunkt i Fourierutvecklingen

1 4 Neos((2n — D))
-2 0,1
= Wz:: Gnnr  *E01;

16s véirmeekvationen pa intervallet z € [0, 1] och ¢ > 0:

ar _ &°T
ot — 9z2»
T(x,0) =z, x € [0,1]

T:(0,t) =To(1,¢) =0, t>0
genom att ansétta T'(z,t) = > 7 an(t) cos(nmz). (14 poéng)

(b) Berékna lim;_,o T'(z,t). (6 podng)

—1/2. Vi sluter

(t).



Losning. a) Vi ansétter T'(z,t) = 2 an(t) cos(nmz). Enligt ansatsen ar

Initialvillkoret T'(z,0) = x ger att

1 4 & cos((2n—1)mx)
Zan cos(nmz) = 5—;2 @n 1)
n=1
Entydighet hos Fourierkoefficienter ger att
5, n=>0
an(0) = —#, n > 0 udda,
0, n > (0 jamn.

Vi réaknar ut att

PT &
Za cos(nmx) och — Z —n?n?a,(t) cos(nrx).

8.%' n=0
Ekvationen %f = gxg ar ekvivalent med att
or o*T X, , 5 9
T A3 = Z(a (t) + n*m an(t)) cos(nmz) = 0.
ot Ox o

Entydighet hos Fourierkoeflicienter ger att a, loser differentialekvationen

al (t) = —n’m%an(t), t>0.

Vi l6ser denna differentialekvation som

1

- 57 )y n = 0
an(t) = a,(0)e ™™ ™t = —W24n2 e ™™t n > 0udda, .
0, n > 0 jamn.

Sammanfattningsvis far vi att

1l a 2. 2,c08((2n — 1)7x)
T t — _ —(2n—1) w4t
o) T2 g (2n —1)2
Lo6sning. b) Enligt a) sa ar
T(ZL’ t Z e 2n 1)2 2¢ COS((27’L — 1)7'(‘7;)

(2n —1)2

Vi skall visa att hogerledet gar exponentiellt fort mot noll, och att T'(z,t) — 1/2 da t — oc.
Det vill sdga, att T gar mot nollte Fourierkoefficienten (=medelvirdet) av initialvirdet.



Vi raknar ut att

4 & 2. 2,c08((2n — 1)) > 2 2,] cos((2n — 1)7x)|
T = (2n—1)*r%t (2n—1)%7%¢ '
T (1) - 22_: (2n—1)? Z (2n—1)2

Om n > 0 s ir e~ n—1’7t < =7t Vidare ir | cos(z)| < 1 fér alla reella z, s

Z (2n—1)2x2¢ | cO8((2n — 1)mz)| < o 4 i 1 Ot
e e "' =Y —— =Ce
72 (2n —1)2 - T £ (2n — 1) ’

dir C:= 5500, ﬁ < 00. Med andra ord ar
1T (x,t) — 1/2| < Ce ™.
Det foljer att T'(z,t) — 1/2 da t — oc.

Fraga 5 Lat g € L'(R) vara en kontinuerlig funktion med Fg € L'(R). I denna uppgiften skall
vi steg for steg beskriva ett 10sningsforfarande for ekvationen i en okdnd funktion u = u(x,t)
given av

ot Ox?”

u(x,0) = g(z).

Vi betraktar funktionen f = f(z,t) for z € R och ¢t > 0 enligt

{8“:82“ zER, t>0

1
f(x,t) = \/ﬁe /4t.

(a) Visa att f loser ekvationen

of  f )
Friiews (5 poéng)
(b) Séatt fi(x) := f(z,t) och u(z,t) := (g * fr)(x). Visa att u loser ekvationen

ou  0%u ;
Friiewt (10 poéng)

(¢c) Forklara hur identiteten Ffy(€) = =% medfor att limy_,ou(z,t) = g(z) for z € R. (5
poéng)

Loésning. a) Vi rdknar ut att

OF _ 1 (1 1PN e
ot 4ym \ 32 2t5/2 ’

och att
Ff 0 (L1 w1 (L 1@ e
or2  Ox \ 4w t3/? 4ym \ 132 T 2452 :



oo e 2

Det foljer att % = %

Lo6sning. b) Enligt sats pa foreldsningarna géller att C%(gl *g2) = g1 % %i; nérhelst g1, g2, % €

LY(R). Dérfor ar
0%u 0% f
s = g% —=.
Ox? Oz

Vi kan rakna ut att

) 9 [ oo B B
5;:&/ g(y)f(fﬂ—y,t)dyz/ g(y)a*f(w—y,t)dyzg*af{-

. - t

of __ 0*f .z =
Eftersom %; = 5.5, sa ar

ou of %f 0%

ot 9ot T 022 T 0a?

Losning. c) Lat U = U(¢,t) beteckna Fouriertransformen av w i z-riktningen. Enligt falt-
ningssatsen ar

U(6.1) = FREFg(€) = Fy(e).
Det foljer att lim;_o U(&,t) = U(£,0) = Fg(§). Inversionssatsen for Fouriertransformen ger att
limy_o u(z, t) = g(z).

MG



Formelsamling

Trigonometriska identiteter

sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B),
sin(A — B) = sin(A) cos(B) — cos(A) sin(B)

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B),
cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B)

~—

sin(2A) = 2sin(A) cos(A),
cos(2A4) = cos?(A) —sin?(A) = 2cos?(A) — 1 = 1 — 2sin?(A).

cos(A) cos(B) = %(COS(A + B) + cos(A — B)),
sin(A) sin(B) = %(COS(A — B) —cos(A + B)),

sin(A) cos(B) = %(sin(A + B) +sin(A — B)).

e’lZ + e—ZZ 6@2’ _ e—ZZ

cos(z) = , sin(z) = 57




Nagra Laplacetransformer

f(t) L(f)(z) Definitionsméngd
1
1 - z>0
z
1
e z>a
zZ—a
n at n!
t'e m zZ>a
COSh(at) ﬁ zZ>a
Sinh(at) ﬁ zZ>a
z
COS(at) m z>0
. a
Sln(at) m z>0
t zZ—a
80‘ cos(bt) m z>a
b
t .
ea Sln(bt) m zZ>a
2 2
5 —a
tcos(at) m z>0
P _
t)e #tdt
f —fo 1f_( Z_ZP z>0
P-periodisk




Nagra Fourierserier

Nedan ges Fourierserierna av nagra funktioner pa [—, 7].

Funktion Fourierserie

7L+1 .
flz) ==z 25> 1 ~— sin(nx)
f(;c) = ‘.%" % N %Zoo cos((2n—1)x)

n=1 " (2n—1)2

f(a) = F(e')

F analytisk nara enhetscirkeln

&) inx
ZTL:—OO ane

med Laurentserie F((z) = > > a,z"

f(z) = |sin(z)]

2 4 (=1)™ cos(2nx)
R D e v e

P-periodisk funktion

En:foooo CneZm'nm/P
@ 4+ > (ay cos(2mnx/P) + by, sin(2nwx/P))
._ 1 rF —2minz /P
=5 [ f(x)e dz,neZ
Pfo ycos(2mnz/P)dz, n=0,1,2...

=5 fo )sin(2rnz/P)dz, n = 1,2.

10




Nagra Fourierstransformer

Nedan ges Fouriertransformer av nagra funktioner pa R.

Funktion Fouriertransform

f(@) FF(&) = [ flx)e "8 da
Flg(x) = o [0 Fr(€)e™dE g(¢)

flx—c) eTEFF(€)

f'(x) iEFf(8)

xf(x) i(Ff)(E)

fxg (Ff)(Fg)

FFE = Fe e

Ff(&) = e

FfE) = o

J,—_-f(é.) _ 2sin(af)
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