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Tenta

Fraga 1 Formulera Cauchys sats och rékna ut kurvintegralen f31+i 23dz. Forklara varfor denna
integral inte beror pa kurvan. (5 poéng)

Losning. For Cauchys sats, se Sats 2.3.6 i foreldsningsanteckningarna. For att rdkna ut inte-
z

gralen ser vi att F(z) := ; uppfyller F'(z) := 23 for alla z € C. I andra ord #r F en komplex
antiderivata till 23 i C. Darfor #r

/Hi Bdz=F(1+i)—F@3)=(1+i)*/4—3%/4 = (V2"/*)* /4 — 81 /4 = —85/4.
3

Integralen beror inte pa kurvan eftersom for tva val av kurvor I' och I fran 3 till 1 + ¢, sa ger
Cauchys sats att
/z3dz —/ 23dz :/ 23dz = 0,
r / r—1v

Fraga 2 Formulera Taylors sats och Taylorutveckla funktionen

2
f(Z) T z2+2z—|—2’

da T' — IV 4r en sluten kurva.

kring punkten zp = —1. (5 poéng)

Losning. For Taylors sats, se Sats 2.5.2 i foreldsningsanteckningarna. For att Taylorutveckla
den angivna funktionen, notera forst att
2 B 2
242242 (24+1)24+1

Vi kan anvinda Taylorutvecklingen kring w = 0

1 [0.9]
— n,n
Tow Z(—l) w",  fw] <1,
n=0
till att skriva -
2
N9 1)%", 1| < 1.
Ersy re i DL ULV
Eftersom detta dr en absolutkonvergent Taylorserie kring z = —1 och Overensstimmer med
funktionen m i en omgivning av z = —1 sa dr det dess Taylorutveckling pa grund av

entydigheten hos Taylorutvecklingar.

Fraga 3 Formulera Cauchys residysats och berdkna integralen

oo ei&m
—————duz,
/_oo (w12 +1

dér £ > 0 &r en parameter. (5 podng)



Lésning. For Cauchys residysats, se Sats 3.7.11 i foreldsningsanteckningarna. Integralutriakningen
kan goras pa tva sitt: med Fouriertransform eller med residyréikning.

Integralutrikning med Fouriertransform. Vi gor variabelbytet y = x + 1 i integralen och

fax 23 Ey—ig 23
oo i€x 0o Lify—i ) 0 &y
/ S s—dz = / 62 dy = e_lg/ s dy.
o (@ 1)2+1 o YP 1 o Y F1

237
Integralen ffooo yez T

lingen nedan ges av

dy ar Fouriertransformen av funktionen y — som enligt formelsam-

0o &y
/ S dy = me~lél,
—o Y71

1
y*+1

Vi far dérfor for £ > 0 att

/oo (Sc_ff;ﬂdx = e %o ¢l = re ¢ (cos(€) — isin(€)).

Integralutrikning med residykalkyl. For att rdkna ut integralen, skriver vi

0 eigx eiﬁz eiﬁz
— — dz = lim — dz— ——dz |,
/_oo(x+1)2+1 R—>oo</FR(z+1)2+1 /FR(z+1)2+1 )

dér F% ar den moturs orienterade halvcirkeln i det 6vre halvplanet centrerad i origo och ' =
[~ R, R] + T'%. Eftersom & > 0, s4 giller for stora |z| med Im(z2) > 0 att

ei{z 72
<+1>2+1‘ < Ol
Darfor ar A
li o
1m — a2 =
R—oo Jr, (z+1)2+1 ’
och

00 ez{x ez{z
/ —————dz = lim / ————dz
oo (+1)24+1 R—oo Jp, (z+1)2+1
Vi rdknar ut den senare integralen med Cauchys residysats. Integranden %
i 6vre halvplanet utom i punkten z = —144 dér integranden har en enkel pol. Vi kan faktorisera

ar analytisk

(z+1)*+1=(2+1—i)(z+1+1).

Vi rdknar ut residyn dér till att vara

eifz eigz ei{z
Res. i l—i)——p = lm ———— =
e (z4+1)2+1 z—>1—nll+i(z +1-4) (z+1)2+1 stz + 11
—1-i)¢
_ le( | i) _ i,e_ig_g.
2 4 21



Cauchys residysats ger att
o) ei{:r: ei{z ei{z
—————dz = 1li = dz=27iRess 4 —
/_OO @+ 1)2+1 " Roeofp, (1210 TG
1 .
= 27ri?e_’5_g = e % (cos(£) — isin(€)).

]

Fraga 4 Formulera Parsevals sats och beriikna summan )7

—L . utifran Fourierserierna i
(2n—1)

formelsamlingen nedan. (5 podng)

Losning. For Parsevals sats, se Korollarium 5.3.13 i foreldsningsanteckningarna. For att rdkna

ut serien y 7, ﬁ, anvénder vi Fourierserien fran formelsamlingen:
cos((2n — 1)x)
- — = , x € [-mm).
2] = Z e TE
Enligt Parsevals sats &r
L™ 8 1
_ doe = — + — 1
or | lolde 4+7r2;(2n—1)4 (1)

Vi réknar ut att
— |z|°de = /0 ridr = —[2°|0_y = —=.

—T
Vi kan 16sa ut serien y 7, m ur ekvationen (1) och fa

© 2 2 2

Z#_l T\ _T
—@n-1)% 8 \3 4/ 96

Fraga 5 (a) Berikna valfri Laplacetransform fran formelsamlingen nedan. (2 po#ng)

(b) Los systemet av initialvérdesproblem

u +v=0,
v + u = sin(t),
u(0) = v(0) = 0.

(3 poéng)

Losning. a) Se kapitel 4 i foreldsningsanteckningarna.

Losning. b) Om vi loser ut v ur forsta ekvationen far vi v = —u' sa andra ekvationen kan
formuleras som intitialvirdesproblemet

—u” 4+ u = sin(t),
{u(O) =u/(0) = 0. @)



Laplacetransformering ger att Laplacetransformen Lu maste uppfylla

Lu(z) = —— 1 1( ! ! )zﬁ(isin—isinh)(z).

“21122+1 2\2241 2.1

Viser att u(t) = 5 sin(t)— 5 sinh(¢) ger en 16sning till initialvirdesproblemet (2) (u(0) = 0—0 =0
och 4/(0) = 3 cos(0) — £ cosh(0) = 3 — 1 = 0). Dérfor 16ses initialviirdesproblemet i uppgiften

C
med hjilp av v = —u’ och ges av

{u(t) — Lsin(t) — Lsinh(t),
v(t) = —% cos(t) + 3 cosh(?).

Fraga 6 Formulera faltningssatsen for Fouriertransformen' och visa att

/°° 1 1, 2w
SN I PN R N

(5 poéing)

Losning. For faltningssatsen for Fouriertransformen, se Proposition 6.2.4 i féreldsningsanteckningarna.

For att rakna ut integralen, definierar vi funktionen f(x) := x%ﬂ och noterar att vénsterledet dr
f* f(z). Enligt formelsamlingen nedan &r F f (&) = me~ ||, Faltningssatsen ger att F(f * f)(&) =
n2e 2Kl For g(x) = 33221 ;1 ger formelsamlingen nedan att

Fg(&) = e 2l = F(f = £)(9).

Inversionssatsen f6r Fouriertransformen ger att f * f(z) = g(z) for alla = vilket visar att

o0 1 1 2
/oo (ﬂf—y)2+1y2+1dy:f*f(x):g(x):x2+4'

MG

!Glom inte att formulera limpliga antaganden pa de inblandade funktionerna.



Formelsamling

Trigonometriska identiteter

sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B),
sin(A — B) = sin(A) cos(B) — cos(A) sin(B)

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B),
cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B)

~—

sin(2A) = 2sin(A) cos(A),
cos(2A4) = cos?(A) —sin?(A) = 2cos?(A) — 1 = 1 — 2sin?(A).

cos(A) cos(B) = %(COS(A + B) + cos(A — B)),
sin(A) sin(B) = %(COS(A — B) —cos(A + B)),

sin(A) cos(B) = %(sin(A + B) +sin(A — B)).

e’lZ + e—ZZ 6@2’ _ e—ZZ

cos(z) = , sin(z) = 57




Nagra Laplacetransformer

f(t) L(f)(z) Definitionsméngd
1
1 - z>0
z
1
e z>a
zZ—a
n at n!
t'e m zZ>a
COSh(at) ﬁ zZ>a
Sinh(at) ﬁ zZ>a
z
COS(at) m z>0
. a
Sln(at) m z>0
t zZ—a
80‘ cos(bt) m z>a
b
t .
ea Sln(bt) m zZ>a
2 2
5 —a
tcos(at) m z>0
P _
t)e #tdt
f —fo 1f_( Z_ZP z>0
P-periodisk




Nagra Fourierserier

Nedan ges Fourierserierna av nagra funktioner pa [—, 7].

Funktion Fourierserie

7L+1 .
flz) ==z 25> 1 ~— sin(nx)
f(;c) = ‘.%" % N %Zoo cos((2n—1)x)

n=1 " (2n—1)2

f(a) = F(e')

F analytisk néra enhetscirkeln

&) inx
ZTL:—OO ane

med Laurentserie F((z) = > > a,z"

f(z) = |sin(z)]

2 4 (=1)™ cos(2nx)
R D e v e

P-periodisk funktion

En:foooo CneZm'nm/P
@ 4+ > (ay cos(2mnx/P) + by, sin(2nwx/P))
._ 1 rF —2minz /P
=5 [ f(x)e dz,neZ
Pfo ycos(2mnz/P)dz, n=0,1,2...

=5 fo )sin(2rnz/P)dz, n = 1,2.




Nagra Fourierstransformer

Nedan ges Fouriertransformer av nagra funktioner pa R.

Funktion Fouriertransform

f(@) FF(&) = [ flx)e "8 da
Flg(x) = o [0 Fr(€)e™dE g(¢)

flx—c) eTEFF(€)

f'(x) iEFf(8)

xf(x) i(Ff)(E)

fxg (Ff)(Fg)

FFE = Fe e

Ff(&) = Feold

FfE) = o

J,—_-f(é.) _ 2sin(af)




