Vektoralgebra

En inledning

Matematiska institutionen
Goteborgs universitet och
Chalmers tekniska hogskola
Version 2005

Hasse Carlsson (ursprungligen H. Carlsson men modifierad for att passa MMGK11)

Innehall

Inledning

Geometriska vektorer

2.1 Definition av vektorer . . . . . . . . . . . ... ...

2.2 Operationer pa vektorer . . . . ... ... ... ..

Baser och koordinater

3.1 Baseriplanet . . . . ... ... ...
3.2 BaseriR® . . . . ... ... .. ... ...
3.3 Koordinatsystem . . . .. ... ... ...
Skaldrprodukt

Area, volym och vektorprodukt

5.1 Arean av en parallellogram . . . . . . ... ... ..

5.2 Vektorprodukt . . . . ... ... ... ... ... ..

Linjer och plan

6.1 Réta linjeniplanet . . . . . . ... ... ... ...
6.2 Réta linjen i rummet . . . . . . ... ...
6.3 Plan . . . .. . ... ...

Forslag till svar

w

© N o O

10

13

......................... 13
......................... 14

15

......................... 15
......................... 18
......................... 19

21



1. Inledning

Du ér sékert vil fortrogen med hur (reella) tal kan anvindas for att beskriva olika storheter inom naturveten-
skap, t.ex. langd, temperatur, stromstyrka och fart. Dessa storheter kallas ofta for skalérer.

Andra storheter har bade riktning och storlek. Nagra sadana exempel &r kraft, acceleration, hastighet och
magnetfilt. Sedan ldnge har man beskrivit dessa storheter, t.ex. krafter, med hjilp av pilar (riktade stréckor)
dér pilen pekar i kraftens riktning och pilens langd anger kraftens storlek. Storheter med bade riktning och
storlek kallas vektorer. Vi skall lara oss att rikna med dessa vektorer och pa sa sitt skapa oss ett verktyg for
att angripa problem av manga olika slag.

Syftet med detta kompendium &r att pa ett forhoppningsvis begripligt sétt beskriva borjan av denna teori.

2. Geometriska vektorer

Med ledning av diskussionen i inledningen skall vi definiera vektorer och operationer pa vektorer i bade
planet och rummet. Definitionen bygger pa geometriska resultat om t.ex. parallellitet och likformighet. Omvént
kan vi darfor genom att rdkna med vektorer bevisa geometriska resultat.

Om man studerar hastigheten hos en bat (i synnerhet om vagorna dr sma) ar det naturligt att bara halla
reda pa hur den ror sig med avsende pa tva riktningar; nord-sydlig och 6st-véstlig. En bat kan t.ex. kéra med
12 knop i nordnordvéstlig riktning. Om man i stéllet studerar ett flygplan behéver man ocksa halla reda pa en
tredje riktning; ndmligen den vertikala. Planet kan stiga 30° med hastigheten 572 km/tim i sydostlig riktning.
Man séger déarfor att planet (inte flygplanet) dr tvadimensionellt och rummet tredimensionellt och vi anvénder
ofta beteckningarna R? och R3 fér planet respektive rummet.

2.1. Definition av vektorer

Vi skall definiera vektorer i planet och i rummet. Diskussionen i denna och de féljande tva paragraferna
giller bade for vektorer i R? och R3.

H
Definition 2.1. Twa punkter A och B bestimmer en riktad striacka fran A till B som betecknas AB.

Varje riktad stricka bestammer i sin tur en vektor u. Twva strdckor som dr lika langa och lika riktade
bestammer samma vektor.

/ G
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— —
I ﬁguren ar stréickorna AB och CD lika langa och lika riktade och bestéimmer alltsa samma Vektor u. Vi
skriver u AB C’D Strackan EF ar lika lang som ¢ AB men inte parallell med AB Sa om v EF ar u # v.

Strickan GH ar lika riktad men inte lika lang som AB sa om w GH ar w # u. Eftersom EF och GH varken
ar lika langa eller lika riktade sa &r ocksa v # w.

N ollvektorn ar den vektor som fas da start- och slutpunkt sammanfaller. Nollvektorn betecknas 0 och alltsa
ar 0 AA B B.

Om u= AB sa dr —u den vektor som &r lika lang som u men motsatt riktad mot u , dvs. —u BA
Léangden av vektorn u betecknas |ul.



2.2. Operationer pa vektorer
Multiplikation av en vektor med en skalir

Definition 2.2. Om t dr ett reellt tal och u dr en vektor sa dr tu den vektor som har lingden |t||u| och dr lika
riktad som u om t > 0 och motsatt riktad mot u omt < 0. Nédrt =0 drtu = 0.

u 2u

7 :

u

ol

Exempel 2.1.
(1)l-u=u (2) (-1)-u=—u

(3)t0 =0 forallat och (4) Ou=0 for alla u .
O

Vektorerna u och tu ar alltsa parallella och om u # 0 sa kan varje vektor v som &r parallell med u skrivas
v = tu for nagot t.

Addition av vektorer

Vi skall nu definiera addition av vektorer. Definitionen gors sa att kraftparallellogramlagen blir uppfylld.

— —
Definition 2.3. Lat u och v vara tva vektorer. Vilj tre punkter A, B och C' sa att u = AB och v =BC. Da
—
iru+v =AC.

Réakneregler

Ju+v=v+u (kommutativitet),

2) (u+v)+w=u+(v+w) (associativitet),
3) u+0=0+u=u,

4) t(u+v) =tu+tv (distributivitet),

5) (s+t)u=su+tu (distributivitet),

6) s(tu) = (st)u.

Vi visar bara (1) och (4) da t > 0, och later ldsaren sjilv fundera ut varfér de 6vriga dr sanna.
Kommutativiteten foljer ur féljande figur.



— — — —
I parallellogrammen ABCD &r u =AB=CD och v =AC=BD. Sau+v =AB + BD=AD=AC + CD=
v+ u.

.
Att (4) galler foljer av likformighet. Antag att ¢ > 0 och betrakta trianglarna ABC och DBE dér u =AB,
— — —
v =BC, tu =DB och tv =BFE.

B

A

— —
Trianglarna ABC och DBE ér likformiga med forhallandet 1 : ¢. (Varfor?) Sa AC och DE éar lika riktade
— — — —
och | DE| =t |AC|. Det betyder att DE=t AC och
—  — — —
t(u+v)=t AC=DE=DB + BE=tu+tv.
O

Anmirkning 2.1. Figuren i beviset av (1) visar att addition av vektorer uppfyller parallellogramlagen for krafter. Om
u och v &r krafter sa d&r u + v krafternas resultant; om u och v paverkar en partikel sa blir effekten densamma som nér
partikeln bara paverkas av kraften u 4+ v. O

Subtraktion av vektorer
Definition 2.4. u—v =u+ (—v).
— — — —  —
Viharu—u=0,tyomu=ABsadr —-u=BAochu—u=u+ (—u) =AB + BA=AA=0.
Observera ocksa att u — v loser ekvationen v+ x = u eftersom v+ (u—v) = (v—v)+u=0+u=u. Sa
om u och v placeras sa att de startar i samma punkt 4r u — v den vektor som startar i spetsen av v och slutar
1 spetsen av u .



Man kan ocksa se det genom att skriva u — v = —v 4+ u.

Anmérkning 2.2. Figurerna i bevisen ovan ér ritade tvadimensionellt. (I papperets plan). Detta &r ingen inskrénkning
eftersom tva vektorer alltid ligger i ett plan. Diremot gor inte alltid tre vektorer det, sa associativa lagen kan inte
askadliggéras med en tvadimensionell figur. O

Ovning 2.1. Bestéim (a) 2a+b, (b) a+b —c och (c) 3(b+c),
dér a, b, c ges av figuren:
a

(¢

. — — —
Ovning 2.2. Lat e; =AB, e =AC och e3 =AF i foljande kub.

A

Bestdam tal z, y och z sa att v = ze; + yes + ze3 da
— — —
(a) v=AD, (b)v=FEH, (c)v=AG,
— — —
(d) v=HA, och (e) v=AG + HA.
Ovning 2.3. En motorbat gar i stillastaende vatten med farten 6 m/s. Baten kors i en #lv dér vattnet strommar rakt soderut med
farten 2 m/s.

(a) Bestdm batens hastighet (storlek och fart) om den styrs i rakt ostlig riktning.
(b) Vilken kurs skall baten halla for att rora sig rakt oster ut?

N
Exempel 2.2. Lat O, A och B vara tre punkter. Om M &r mittpunkten pa strackan AB sa géller

07\2—%(5“0_1%).

A
M
B
O
— 1 — .
Eftersom AM =5 AB galler
— — — — 1 — 1 — 1 /,— — 1 — 1 —
OM=0A + AM=0A +3 AB= 5 OA+5 (OA+ AB) = 5 OA +5 OB



3. Baser och koordinater

For att gora det mer praktiskt att rdkna med geometriska vektorer i planet och rummet skall vi se hur man
kan representera dem som par respektive tripplar av reella tal. Pa sa sédtt kan man rdkna med vektorer "som
vanligt” fast med tva respektive tre kopior av R.

3.1. Baser i planet

Definition 3.1. Twa vektorer i planet e, och ey som inte dr parallella kallas en bas.

Lat v vara en godtycklig vektor. Placera e;, es och v sa att de borjar i samma punkt. Drag linjer genom v:s
andpunkter parallella med e; och e, och lat vy och va vara sidorna i den parallellogram som bildas.

Da &ar v = vy 4 vo. Eftersom vy och v édr parallella med e; respektive e, finns tal x och y sa att vy = xe; och
Vg = yey. Alltsa &r v = xe; + y e, och vi har visat ena halvan av foéljande sats.

Sats 3.2. Om ey och ey dr en bas i planet sa kan varje vektor v entydigt skrivas
V=xe +yes.

(Talen x och y kallas for v:s koordinater i basen ej,e;.)

Det aterstar att visa entydigheten. Sa antag att v = ze; + yes = 2’ e; + ¢ €. Vi maste visa att x = 2’ och
o
y = y'. Men om t.ex x # 2/ sa ar e; = _y_y, e,, dvs. e; och ey dr parallella. Men detta dr en motsagelse

eftersom ey, e, ar en bas, sa ¢ = 2. [ |

Anmirkning 3.1. I resonemanget ovan har vi implicit antagit att varken e; eller es &r nollvektorn. For att inte behova
behandla nollvektorn speciellt anvinder vi i fortséttningen konventionen att 0 &r parallell med (och vinkelrét mot) varje
vektor. O

Om basvektorerna e; och e ér vinkelrdta (eller ortogonala) och har langden ett kallas de ortonormerade. 1
fortsdattningen arbetar vi oftast med ortonormerade basvektorer.

Om det &r klart vilka basvektorerna &r, skriver vi helt kort v = (z,y) i stéllet for v =z e; + y e, och kallar
x och y for v:s koordinater. Om (z,y) = (2/,y') sa ger entydigheten i Sats 3.2 att x = 2’ och y = ¥/.

6



Sats 3.3. Om v = (z,y), u= (2/,y') och t € R sa gdller
tv=t(z,y) = (tz,ty)

och
vtu=(z,y)+ (@ y) =@+ y+9)

Bevis. Satsen foljer enkelt fran riknereglerna for vektorer. Vi har t v =t(xe; + yey) = txe; + ty ey = (tz, ty)

ochv+u=ze +tyertr'ei+ye=(@+r)e+(y+y)e= @+ y+y) n
Exempel 3.1. Antag att u = (=3,4) i en ortonormerad bas. Hur lang &r
u?

€1

Losning. Pythagoras sats ger (se figuren) |u|? = 3% + 42 = 25 sa |u| = 5.
Med samma resonomang ser vi att om u = (x,y) sa ar

lul? = 2% +9* och [|u] = /22 + 2.
O
Exempel 3.2. Krafterna F; = (—1,2) och Fo = (2,-3) (i Newton) verkar pa en partikel. Hur stor &r deras

sammanlagda verkan?
Losning. Den resulterande kraften dr F = Fy + Fy = (—1,2) + (2,-3) = (1, —1) sa |[F| = /1 + IN=v2N. O

Ovning 3.1. Antag att u = (1,2) och att u+v = (3,4). Vad ar da v?

” — — —
Ovning 3.2. Antag att AB= (2,1), AC= (3,2). Bestim BC.
Ovning 3.3. Sitt v = (1,1), w = (0,1). Visa att v, w utgér en bas i R2.

Ovning 3.4. Lat e; och ey ha koordinaterna (1,2) respektive (1,1) i en given bas. Visa att e; och ey ocksé ér en bas i planet.
Vilka dr de nya koordinaterna for den vektor som har de gamla koordinaterna (2,1)?

3.2. BaseriR?

Definition 3.4. Tre vektorer ej,e, och es utgir en bas for R om de inte ligger i ett plan.
Sats 3.5. Om ey, ey och e3 dr en bas i rummet kan varje vektor v entydigt skrivas
Vv=xe t+yey+ zes.

Bevis. Placera v och basvektorerna sa att de borjar i samma punkt. Drag en linje parallell med e3 som gar
genom spetsen pa v. Den skér planet som innehaller e; och e, i en punkt P. (Linjen skér planet eftersom e
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inte ligger i planet.) Da ar v = vg + vg, se figuren. vz ar parallell med e, sa vz = zej.

v ligger i planet som spénns av e; och ey. Observera att e; och e, inte &ar parallella. (Varfor?) Med hjilp av
Sats 3.1 ser vi att vo = xe; + y e, och alltsa v =vg + v3 = v e; + y ey + ze3, och existensen &ar klar.
For att visa entydigheten antar vi att

v=ze tyes+zes=a'e +y e +2e;.
Vi maste visa att = 2/, y = ¥’ och z = 2. Antag tex. att z # z/. Da giller

x—a y—y
/el !
z—z z—z

€3 = —

vilket betyder att ez ligger i samma plan som e; och ey. Detta motséger att e, es och ez &r en bas, och alltsa
ar z = 2.
|

Som i R? skriver vi kortfattat v = (z,y, z) och vi har riknereglerna
t(z,y,2) = (tz,ty, tz) och (z,y,2)+ (2", ¢,2) = (@+2",y+9,2+7).

En bas ar ortonormerad om alla basvektorerna har lingden ett och &r vinkelrdta mot varandra. Med hjalp
av Pythagoras sats ser vi (Hur da?) att i en ortonormerad bas ges en vektors lingd av

u> = |(z,y,2)? =2 +y* +2° och |u|=|(z,y,2)| = Va2+y2+ 22.

. — — —

Ovning 3.5. Bestdm BC om AB= (1,2,1) och AC= (2,1,3).

Ovning 3.6. Sitt u=(—1,2,0), v = (2, —1,3). Beriikna 2u — 3v.

Ovning 3.7. Bestém ett tal a sa att vektorerna (a,2 + a,6) och (2,1, —3) ir parallella.

Ovning 3.8. Bestiim ett tal ¢ sa att vektorerna
(a) (1,2) och (t,¢%),  (b) (t,1 —t,1+1) och (2,0,4)
och (c) (t,2t%,3t) och (1,6,t)
blir parallella.

Ovning 3.9. Bestiim en vektor u som har lingden 1 och #r parallell med (-1,2,2).

Ovning 3.10. Bestim lingderna av vektorerna
(a) (-1,—-2,-3), (b) (1,1,1) och (c) (—1,2,2).

Ovning 3.11. Krafterna F; och Fy verkar pa en partikel. Bestdm storlek och riktning av krafternas resultant om
(a) F; = (1,-3,4) och Fy = (5,9, 2),



(b) ges av foljande figur:

(ON-bas, Sl-enheter.)
Ovning 3.12. Bildar vektorerna (1,0,0), (1,1,0) och (1,1,1) en bas fér R3? Motivera ditt svar.

3.3. Koordinatsystem

I det hér avsnittet skall vi beskriva punkter med hjélp av koordinater Detta gor vi genom att fixera en
punkt O som vi kallar origo. En punkt P bestammer en vektor u OP och omvént om vi har en vektor u sa
finns det en punkt P sa att u OP Vektorn OP kallas for P:s ortsvektor.

P
H
OP
€9
O €

— —
Vi har alltsa identifierat punkten P med vektorn OP. Om OP= (x,y,z) (i en viss bas) far P samma
koordinater; P = (x,y, z). For origo géller O = (0,0,0). (Varfor?)

—
Exempel 3.3. Bestdm koordinaterna for den vektor P@Q som gar fran P = (1,—2,1) till Q = (—2,1,0).
e — — R — —
Losning. Vi har OQ=0P + PQ. Sa PQ=0Q — OP=Q — P =(-2,1,0) — (1,-2,1) = (—3,3,—1). a

Exempel 3.4. Genom punkten P = (—1,3) dras en linje parallell med vektorn u = (2, —1). Var skér denna
linjen v —y = 17
Losning. Kalla skdrningspunkten ().

AY



— —

Eftersom PQ #r parallell med u finns ett tal ¢ med PQ= tu eller Q = P +tu = (—1,3) +¢(2,—-1) =

(2t —1,3—1t). Men att @ ligger pa linjen x —y = 1 betyder att 2t — 1 — (3 —t) = 1. Denna ekvation har 16sningen
5) 1

(Rékna sjalv!) ¢ = 5/3. Alltsa ar @ = (—1,3) + 5(2, -1) = 5(7,4). O

.
Vi har alltsa sett att tva punkter P och @) bestdmmer en vektor P(Q) som berdknas genom
H
PQ=Q - P.

Ett annat séatt att skriva detta ar .
P+ PQ=Q;

H
om vi startar i punkten P och gar lings vektorn PQ) hamnar vi i Q.

. — — — — —
Ovning 3.13. Antag att OP= (2,3), OQ= (3,4). For vilken punkt R giiller det att OR=0OP + 0Q?
. — —
Ovning 3.14. En triangel har hérn i A = (1,2,3), B = (3,5,7) och C = (2,—9,—5). Bestdm vektorerna u =AB, v =BC och
—

w =CA.
Ovning 3.15. Vad &r mittpunkten pa striickan vars éndpunkter &r

(a) (17 2a 3) och (3a 07 _1)a (b) (l‘, Y, Z) och (xla Y1, Zl) ?
Ovning 3.16. Bestim mittpunkten pa striickan mellan de bada punkterna (1,2,3) och (4,4,4).

Ovning 3.17. Bestim avstandet mellan foljande par av punkter
(a) (1,0),(0,1) (b) (1,0,0),(0,0,1) och (c) (1,1,2),(2,1,1).
Ovning 3.18. Visa att punkterna (1,1, —1),(1,—1,1) och (—1,1,1) bildar hérn i en liksidig triangel.
Ovning 3.19. Bestim en punkt i planet sa att den tillsammans med (0,0), (1,1) och (2, —3) bildar en parallellogram.
Ovning 3.20. Undersok om punkterna (1,1,2), (0,3,2), (2,2,1) och (1,4,1) &r hérn i en parallellogram.

4. Skaldrprodukt

I det hér avsnittet skall vi behandla problem som har att gora med vinklar mellan vektorer. Ett viktigt
tillimpningsomrade ar fysiken. T ex &r ett utrdttat arbete produkten av vigens langd och kraftens storlek i
vagens riktning. Det blir da vésentligt att veta vinkel mellan dessa storheter sa att man kan ta delen, kom-
posanten, av kraften i vigens riktning genom att multiplicera kraftens storlek med cos for mellanliggande vinkel.
Detta uttrycks enkelt med hjélp av skaldrprodukten som vi nu definierar nedan.

Ett ytterligare exempel, Exempel 4.6, av skaldrproduktens anvéndbarhet &r t ex att koordinaterna fér en
vektor i en ortonormerad bas (definition kommer nedan) blir vildigt enkla att berikna genom skaldrprodukten
mellan vektorn och respektive basvektor.

Efter dessa preludier #r det dags att definiera skaldrprodukten mellan tva vektorer i R? eller R®. Med vinkeln
0 mellan vektorerna u och v, bada skilda fran 0, menas den minsta vinkel som bildas da u och v placeras sa
att de borjar i samma punkt.

A%
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Definition 4.1. Skaldrprodukten av vektorerna u och v dr
u-v =|ul|v]cosb,

ddr 0 dr vinkeln mellan u och v, 0 <0 < .
Omu eller v ¢r0 sa agru-v =0.

Rékneregler.
-v=v-u (kommutativitet),

a
) u
2) (tu) - v =t(u-v),
Ju-(v+w)=u-v+u-w (distributivitet),
) jul? =u-u,

) u-v =0 om och endast om u och v &r vinkelréta.

(1
(
(3
(4
(5

Du bor sjélv overtyga dig om att (1),(2),(4) och (5) géller. Jag aterkommer till (3) i slutet av paragrafen. O

For att praktiskt rdkna med skaldrprodukt behover vi veta vad u - v blir i koordinater. For att uttrycket
skall bli enkelt antar vi att basen &ar ortonormerad.

Sats 4.2. Latu = (x,y,2) och v = (2',y,7) i ett ortonormerat koordinatsystem. Da galler
u-v=uoxx +yy +22.

I R? gdller (z,y) - (2',y) = v’ + yy'.

Bevis. Eftersom basen &r ortonormerad giller e;-e; = e3-e3 =e3-e3=1o0oche;-es =e;-e3=ey-e3=0. Sa

u-v = (re;+yes+ze;3): (v'e; +y'es+ 2'e3)
= zr'e; e +yyey- ey + 22e; - e3
+ (zy +yr)e;-es+ (22 +2'2)er - e3+ (y2' +y'2)es - e3
= z2' +yy +27.

Exempel 4.1. Bestdm vinkeln mellan vektorerna u = (1,2,2) och v = (=2,1, —2).
Losning. Vihar [u| = V12422422 =3, |v| = \/(-22) + 12+ (-2)2 =3 ochu-v = 1(—=2) +2-1+2(-2) = —4.
Eftersom u - v = |u||v|cos @ far vi cosf = —4/(3 - 3) =~ —0,4444 och 0 ~ 116, 4°.

O

Exempel 4.2. Vektorerna (5,2) och (—2,5) &r vinkelrdta. Med hjéilp av skaldarprodukt ser vi detta genast
eftersom (5,2) - (=2,5) =5(—2)+2-5=0. O

Exempel 4.3. Cosinusatsen.
I en triangel giller ¢ = a® + b? — 2abcos C.

B
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Bevis. Eftersom 1@:1@ + C%:C% — C’HA och CHA . 673: abcos C sa ar
& — AB-AB=(CB— CA)-(CB - CA)
— — — — — — — —
= CB-CB—-—CB-CA—-—CA.-CB+CA-CA
= a?—2abcosC + b*.

Exempel 4.4. Bestdm en normalvektor till linjen z 4 2y = 1.
(En normalvektor &r en vektor som &dr vinkelrét mot linjen.)

Losning. Punkterna (1,0) och (—1, 1) ligger pa linjen, sa v = (1,0) — (—1,1) = (2, —1) &r en riktningsvektor till
linjen. Men om n = (1,2) drn-v = (1,2)-(2,—-1) =2—2 =0, sa n och v ar vinkelrdta. Alltsa d&r n = (1,2) en
normalvektor. a

Exempel 4.5. Bestdm avstandet fran punkten (3, 3) till linjen z + 2y = 1.
Losning. Med avstandet d fran en punkt P till en linje menas det kortaste av avstanden |P — Q| da @ ligger pa

e
linjen. Detta antas da PQ) dr vinkelrdt mot linjen. (Varfor?)

P =(3,3)

— —
Enligt forra exemplet ér (1,2) vinkelrdt mot linjen sa PQ= (1, 2) for nagot t. Men Q = P+ PQ= (3+1t,3+2t)

— —
som ligger pa linjen om (3 +¢) + 2(3 + 2t) = 1, dvs. om ¢t = —8/5. Sa PQ= —8/5(1,2) och d = | PQ | =
8V/1+4=8/V5~3,13.

Punkten @ kallas for ortogonala projektionen av P med avseende pa linjen x + 2y = 1. a

Exempel 4.6. Om v = (z,y,2) = zre; + yes + zez i en ortonormerad bas sa &r o = v - e, y = v - e och
Z=V-es.

Bevis av den forsta likheten. v - ey = (ze; + yey + ze3) - e

:xel-el+ye2-el+ze3-e1:m. O

Ovningar
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Ovning 4.1. Vilka av féljande par av vektorer ér ortogonala?
(a) (—-1,2,2), (2,2,-1), (b) (2,1,1), (2,1,—5) och (c) (1,1,1), (2,—1,-1).
Ovning 4.2. Bestim vinkeln mellan vektorerna (a) u = (2,2,1), v = (1,—1,0),
(b)u=(-1,2,2),v=(1,1,4) och (¢c)u=(3,2,1),v=(1,2,3).
Ovning 4.3. Bestim vinkeln mellan a och 2b — a da a = (2, —3,4) och b = (3,4,0).
Ovning 4.4. Bestim en vektor som &r vinkelriit mot
(a) (2,-3), (b) (a,b), och (c) (3,4,-2).
Ovning 4.5. Bestém t sa att vektorerna (t,2t2,3t) och (—1,1,t) blir vinkelriita.
Ovning 4.6. En triangel har hérnen (2,1,3), (—1,4,2) och (0,6, 5). Ar triangeln riitvinklig?
Ovning 4.7. Visa att [u+v[?> — [u—v|?=4u-v.
Ovning 4.8. (a) Bestéim avstandet fran punkten (1,2) till linjen y = 5.
(b) Bestdm avstandet fran punkten (1,2) till linjen x +y = 5.

Ovning 4.9. Visa att (a,b) #r en normalvektor till linjen az + by = c.
Ovning 4.10. Vektorerna a, b och a + b har lingderna 3, 4 och 2. Hur stor &r vinkeln mellan a och b?

Ovning 4.11. Lat u vara en fix vektor med u # 0 och antag att

Maste v = w? Motivera ditt svar!
Ovning 4.12. Antag att

for alla u. Maste v = w? Motivera ditt svar!
5. Area, volym och vektorprodukt
I detta kapitel ar alla baser ortononomerade.

5.1. Arean av en parallellogram

Lat u = (a,b) och v = (¢,d) vara sidor i en parallellogram R.

Lat ut = (—b,a) sa att u-ut = —ab+ ba = 0 dvs. ut ér vinkelriit mot u. I figuren ovan har vi for nagot
B € R att h = But sa att for nagot o € R giller att fut + au = v. Genom att skalirmultiplicera héger- och
vinsterled med ut far vi Blut|?> + 0 = v - ut varur vi 16ser ut = v - ut/|ut|?
Vi skall hiirleda en formel fér R:s area A. Vi har, da ju [ut| = |ul, att
L vouto 1
A = [hf[u] = |fu™{[u| = |Wu luf = [v-u™| = [(c,d) - (=b,a)| = |ad — b].
Vi infor beteckningen
a b
¢ d ' =ad —bc.

a
C

b
d

‘ kallas for en 2 x 2-determinant. Vi har alltsa visat
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Sats 5.1. Arean av parallellogrammen med sidorna (a,b) och (c,d) dr absolutbeloppet av determinanten

a
C

QU

Vi passar pa att definiera 3 x 3-determinanter genom

e f
hoi

L a2

b ¢
e fl=a
h 1

Ovning 5.1. Bestiim arean av
(a) den parallellogram som har hérnen (1,1), (3,4), (5,2) och (7,5)
(b) triangeln med hérnen (-2, —2), (2,1) och (4, 1).

5.2. Vektorprodukt

Till tva vektorer i rummet skall vi definiera en ny vektor u x v, vektorprodukten (eller kryssprodukten) av u
och v. Vektorprodukten har manga tillampningar. I matematik anvinds den bl.a. fér att berdkna arean av en
parallellogram i rummet och for att bestimma en normalvektor till tva givna vektorer. I fysik anviands den t.ex.
for att beskriva mekaniskt moment och magnetfiltet kring en elektrisk laddning.

Vektorprodukten beror pa orienteringen av R? och vi bérjar dérfér med

Definition 5.2. Tre vektorer u, v och w (i denna ordning) i R?® dr hogerorienterade om de pekar som tumme,
pekfinger och langfinger pa hoger hand.

Andra sétt att uttrycka att (u, v, w) dr hogerorienterade &r
1. Vektorn w pekar i riktningen av en hogergingad skruv som skruvas kortaste véigen fran u till v .
2. Om man infor orientering i planet for tva ickeparallella vektorer u och v (i denna ordning) genom att séga
att de ar hogerorienterade om u ligger till hoger om v (nér de bojar i samma punkt), sa &r vektorerna (u, v, w)
hogerorienterade om vektorerna u och v dr hogerorienterade (i det plan som spanns av u och v ) sedda fran
spetsen av w .

Definition 5.3. Givet tva vektorer u och v i rummet sa definieras deras vektorprodukt u x v som den vektor
som uppfyller

(a) |u x v| dr arean av parallellogrammen med sidorna u och v,

(b) u x v dr vinkelrdt mot u och v

och

(¢) u,v och u X v dar hiogerorienterade.

For att praktiskt kunna rédkna med vektorprodukten behover vi rdakneregler och kunna berdkna den i koor-
dinater. Eftersom vektorprodukten i sin definition bygger pa orientering kommer dess uttryck i koordinater att
bero pa basens orientering. Vi gor foljande

Definition 5.4. En standardbas e;, ey och es for R dr en higerorienterad ortonormerad bas. Pd samma vis
siigs en standardbas e, och ey for R? vara en hégerorienterad ortonormerad bas i planet R? (som det uttrycks i
alternativa definitionen av orientering ovan).

I resten av detta kapitel arbetar vi alltid i en standardbas.

Sats 5.5. (Réakneregler for vektorprodukt)

(1) uxv=-vxu (antikommutativitet),
(2) uxu=0,
(3) (tu) x v=t(uxv),

och

(4) ux (v+w)=uxv+uxw (distributivitet).
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Bevis. (1),(2) och (3) ar ldtta och lamnas at ldsaren. Beviset av distributiva lagen &r svarare och vi skippar
det. |

Sats 5.6. (Vektorprodukten i koordinater)
Omu=(z,y,z) ochv=(2,y, 2") i en standardbas e, ey, ez sa gdller

e; ey e3
uxv=| z y z|=@wd =z, 22 —a xy —ya). (5.1)
:LJ y/ Z/

Anmirkning 5.1. Determinanten ovan bestar inte av tal men om vi jaimfér med definitionen av 3 x 3-determinanten
har vi

e €y eg3

r Yy z|=€ y/ N / +es / y/ )

o o 2 Yy € Yy
vilket stimmer med hogra ledet i Sats 5.8. O
Bevis. Skippar vi. [ ]

Exempel 5.1. Berdkna arean av triangeln med hornen (1,1,0), (1,2,3) oc (2 3,4).
Losning. u = (1,2,3) — (1,1,0) = (0,1,3) och v = (2,3,4) — (1,1,0) = (1,2,4) ar sidor i triangeln. Arean av
paralellogrammen med sidorna u och v ar |u x v|. Nu &r

’_‘

och alltsa |u x v| = /4 + 9+ 1 = v/14. Triangelns yta &r hélften av parallellogrammens sa triangelns yta ar

V14/2 ~ 1,87.

— O

uxv=| 0 1 3 9 4

e} ey e3 (]13
1 2 4

01
1 2 ‘) - (_27_37_1> )

O

Ovning 5.2. Beriikna vektorprodukten mellan vektorerna
(a) (1,0,-1), (1,1,1), (b) (1,3,-2), (3,2,1) och (c)(—1,2,2), (2,—1,2).
Ovning 5.3. Berikna arean av den triangel som har hérnen (0, 1,2), (2,1,3) och (4,3, 1).

Ovning 5.4. Los Exempel 5.1 genom att utnyttja att arean ér 3 |u||v|sin6 dir 6 &r vinkeln mellan u och v.

6. Linjer och plan
6.1. Rata linjen i planet

En (riit) linje i R? bestdms av en punkt Py pa linjen och en vektor v # 0 som anger linjens riktning. Vektorn
v kallas for en riktningsvektor for linjen.

En godtycklig punkt pa linjen kan skrivas
P= PO +iv 5
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for nagot reellt tal t. Om Py = (zo,y0), v = (a,b) och P = (x,y) sa giller (z,y) = (zo,yo) + t(a,b) eller

T =xy+ta
y=1yo+1tb.

Detta kallas for linjens ekvation pa parameterform.
Vi kan eliminera parametern ¢ genom att multiplicera den forsta ekvationen med b, den andra med —a och
addera. Detta ger
br — ay = bxg — ayo

eller med andra beteckningar
Ar+ By =C'".

Detta kallas ibland for linjens ekvation pa normalform. (Jamfsr Ovning 4.9.)

Exempel 6.1. Bestiam ekvationen for linjen genom punkterna (1,2) och (—3,1).
Losning.

Vektorn v fran (—3,1) till (1,2) &r en riktningsvektor for linjen. Vi har v = (1,2) — (—=3,1) = (4,1). Sa om
Py=(-3,1)ger P=PFy+1tv
r=—-3+4t
{ y=1+t¢.

Multiplicerar vi den sista ekvationen med —4 och adderar far vi
r—4y=—7.

Om vi bara &r intresserade av linjens ekvation pa normalform kan vi fa den direkt med hjélp av likformighet:
A

Trianglarna med hornen (—3,1),(1,1),(1,2) och (—3,1), (z,1)(z,y) &r likformiga sa kvoterna av kateternas
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langder ar lika dvs.
y—1 21

z—(=3) 1-(=3)’

vilket forenklas till (Rékna sjélv!)
x—4y = —T1.

g

I stallet for att ange en riktningsvektor for linjen kan vi ange en normalvektor n. En godtycklig punkt P
ligger pa linjen om P — Py och n &r vinkelréta, dvs. n-(P—Fy) = 0. Omn = (A, B), Py = (29, yo) och P = (x,y)
ger detta (A, B) - (x — xg,y — yo) = Ax + By — Axg — Byy = 0 eller

Ax+ By =C',
dir C' = Azxy + Byp.

Exempel 6.1. (Fortséttning.) v = (4,1) dr en riktningsvektor for linjen. Sa n = (—1,4) &r en normalvektor
till linjen, som darfor kan skrivas —x +4y = C. Sétter viin Py = (—3,1) far vi C' = 344 = 7 sa linjens ekvation
ar —x +4y = T eller v — 4y = —7. O

Exempel 6.2. Var skir linjerna

r=1+1 och r=—-1+t
y=2+2t y=t

varandra?
Losning 1. Om (z,y) ligger pa bada linjerna maste det finnas ett s och ett ¢ sa att (z,y) = (1 + 5,2 + 2s) och
(x,y) = (—1+1t,t). Detta ger

l1+s=—-1+1¢ 1 s—1t=—2
2425 =1 I Y 95—t = —2 .

Subtraherar vi den forsta ekvationen fran den andra far vi det ekvivalenta ekvationssystemet

s—t=-2
s=0,
som har 16sningen s = 0,¢ = 2. Detta ger z = 1,y = 2 sa linjernas skér varandra i punkten (1,2).

Losning 2. Vi skriver linjerna pa normalform. For den forsta linjen multiplicerar vi den forsta raden med —2
och ldgger till den andra. Detta ger —2z +y = 0. For den andra linjen subtraherar vi den andra raden fran den

forsta och far x — y = —1. Sa skirningspunkten (x,y) uppfyller ekvationssystemet
—2z+4+y=0
r—y= -1 )

som har 16sningen (Rékna sjalv!) (z,y) = (1,2).

Ovning 6.1. Bestim ekvationen for den linje som gar genom punkterna (0,3) och (—1,1).

Ovning 6.2. Bestim linjen genom punkterna (1,2) och (—2,3) pa parameterform och parameterfri form. Hur langt fran linjen
ligger punkten (3, —1).

Ovning 6.3. Vad ir ekvationen for den linje som gar genom punkten (2,1) och ér vinkelrit mot linjen 3z 4 y = 37
Ovning 6.4. Var skiir linjerna 3z + y = 3 och (z,%) = (2,3) + t(2, —3) varandra?

Ovning 6.5. Bestém en linje som #r vinkelrdit mot vektorn (3,4) och vars avstand till (1,0) &r 5.
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6.2. Raita linjen i rummet

Det finns tva generaliseringar av riita linjen i planet till R3; linjer och plan. I detta avsnitt diskuterar vi riita
linjen och i nésta planet.
Precis som i R? bestéims en linje av en punkt Py pa linjen och en riktningsvektor v. D& kan punkterna P pa
linjen skrivas
P:P()—i-tV, teR.

Om P = (z,y,2), Py = (o, Y0, 20) och v = (a,b,c) ger detta linjens ekvation pa parameterform,
T =xy+ at

Yy =yo+ bt
z2=2z9+ct

Om a # 0,b # 0 och ¢ # 0, kan vi elliminera ¢t ur ekvationssystemet och skriva

m_xO:y_yO_Z_zO(:t)

a b c

Exempel 6.3. Bestiam ekvationen for linjen genom punkterna (1,2,3) och (2,3, 1)
Losning. Vektorn v = (2,3,1) — (1,2,3) = (1,1,—2) &r en riktningsvektor for linjen och vi har (z,y,z) =
(1,2,3) + (1,1, —2) eller

r=1+1

y=2+t

z2=3-2

O
Exempel 6.4. Skir linjerna

r=1+1 r=1+2
y=2+4+1t och y =3t
z=3+1 z=3—1

varandra?
Losning. Om (z,y, z) ligger pa bada linjerna maste vi ha

l1+t=2x=1+2s
24t=y=3s
3+t=2=3—35s .

Den forsta ekvationen ger ¢t = 2s. Stoppar vi in detta i den andra far vi 2 + 2s = 3s. Alltsa maste s = 2 och
t = 4. Men da ger den tredje ekvationen 7 = 1, en motségelse. Detta innebér att linjerna inte skir varandra. O

Hérndst skall vi bestamma (det kortaste) avstandet fran en punkt till en linje L. Detta dr nagot svarare i
R3 #n i R? (jamfor Exempel 4.8) eftersom det inte bara finns en ortogonal riktning till linjen som i R?, utan ett
plan av ortogonala riktningar. Vi nojer oss darfér med att i ett exempel beskriva en metod for att bestamma
avstandet.

Exempel 6.5. Bestdm avstandet fran punkten P = (2,2,2) till linjen x = 2y = 4z.
Losning. Vi borjar med att bestdmma en riktningsvektor for linjen. Om vi sédtter z =t far vi

x =4t
y =2t
z2=1 ,

H
sa v = (4,2,1) ar en riktningsvektor for linjen. Det kortaste avstandet d dr d = | PQ | didr @ &r den punkt pa
H
linjen sadan att v och | PQ | ar vinkelrdta. (Rita figur!) Eftersom @ ligger pa linjen ar Q) = (4t, 2¢,t) for nagot ¢
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— —
och PQ= (4t —2,2t—2,t—2). S& PQ -v = 0 betyder 0 = (4t —2,2t—2,t —2)-(4,2,1) = 16t —8+ 4t —4+{—2 =
21t — 14, dvs. t = 14/21 = 2/3. S&

— 8 4 2
d = |PQ|=1|(2-2--2-2

2 2 2
= '5(1,—1,—2)’ :5\/1+1+ 25\/6%1,63.

Ovning 6.6. Bestim skérningspunkten for de tva linjerna L : (z,y,2) = (1 +t, —t,4 + 2t)
och Ly : (z,y,2) = (t,1 —t,3t).

Ovning 6.7. Vilj ett virde pa parametern a sa att punkten (a,0, 2a) ligger pa den riita linje som gar genom (3,4, 0) och (2,2, 1).

Ovning 6.8. En partikel rér sig rétlinjigt med konstant hastighet. Den startar i punkten (1,2,3). Efter en halv minut befinner
den sig i (2,2,2). Var befinner den sig efter 10 minuter?

Ovning 6.9. Finn det kortaste avstandet fran origo till linjen z —2 =y — 3 = 2 — 4.

Ovning 6.10. Bestim det kortaste avstandet fran punkten (1,1,1) till linjen (z,v, 2) = (2, —1,3) + (2,0, 1).

Ovning 6.11. Vilken punkt pa linjen (z,v, z) = #(2, —3, 1) ligger nirmast punkten (0,1,4)?

Ovning 6.12. Bestim spegelbilden av punkten (1,1,1) i linjen genom origo med riktningsvektor (2, —3,1). (Rita figur!)

Ovning 6.13. Maste tva ickeparallella linjer i (a) R?, (b) R?, skiira varandra?

6.3. Plan

Ett plan i R3 bestimms av en punkt Py i planet och tva ickeparallella vektorer u och v. Planet bestar av de
punkter som uppfyller
P=PF+su+tv

da s och t genomloper de reella talen. u och v kallas riktningsvektorer for planet.
Om vi sétter u = (a,b,c),v = (d,0,), By = (%0, %0,20) och P = (z,y,2) far vi planets ekvation pa
parameterform,
T = x9 + sa + ta’
y=1yo+ sb+tt
z2=zy+ sc+td .

Pa liknande sétt som for en linje i planet kan ett plan ocksa bestdmmas av en punkt Fy och en normalvektor
4)

n. Planet bestar av alla punkter P sa att Py P ar vinkelrat mot n,

P:])D n=0.
Om n = (A, B,C) ger detta (x — z9,y — Yo,z — 20) - (A, B,C) =0 eller
Ar+ By+Cz=D
(dar D = Azg + Byy + Czp). Detta kallas for planets ekvation pa normalform.

Exempel 6.6. Bestam ekvationen for det plan som innehaller punkterna Py = (1,2,3), P, = (3,2,1) och
P, = (4,3,2).

— —
Losning. Vektorerna u =PyPi= (2,0, —2) och v =FPyP,= (3,1, —1) ligger bada i planet och &r inte parallella
(Verifiera det!). Planets ekvation i parameterform &r dérfor

r=1+2s+3t
y=2+0s+t
z2=3—2s—1 .
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Vi ser att detta ger
r—2y+2=0,

som &r planets ekvation pa normalform.
Vi ger ocksa en direkt hirledning av denna ekvation. Vektorprodukten u x v ar vinkelrdt mot u och v och
alltsa en normalvektor till planet. Vi har

€1 €y €3
uxv=| 2 0 —2|=(2,-4,2).
3 1 -1

San =1/2(uxv) = (1,-2,1) dr en normalvektor och planet kan skrivas  — 2y + z = D. Stoppar vi in
Py = (1,2,3) i denna ekvation far vi D = 1 — 4 + 3 = 0, och planets ekvation &r

r—2y+2=0.
O

Tva ickeparallella linjer i planet skdr varandra i en punkt. I rummet ddaremot behover inte tva ickeparallella
skédra varandra (men de kan gora det).

Tva plan ar parallella om de har samma riktningsvektorer. Det dr ekvivalent med att deras normalvektorer
ar parallella. Tva plan som inte ér parallella skér varandra i en linje.

Exempel 6.7. Bestdam ekvationen for den linje som &r skdrningen mellan planen x+3y+3z = 4 och 22+Ty+2 =
1.

Losning. Punkterna (z,y, z) pa linjen maste uppfylla bada dessa ekvationer,

r+3y+3z2=4
20 +Ty+z=1 .

For att 16sa detta ekvationssystem multiplicerar vi den forsta ekvationen med -2 och lagger till den andra. Detta
ger
r+3y+3z = 4
{ y—»>oz = —T7 .

Later vi nu z = t, ger detta ekvationen (Rékna sjélv!)

r=25—18¢t
y=—7+5t
z=1

O

Vi ser alltsa att en linje i R?® antingen kan beskrivas i parameterform eller som ett linjirt ekvationssystem
med tva ekvationer och tre obekanta. Det forsta skrivséttet dr bra nédr man skall bestimma avstandet fran en
punkt till en linje, det senare dr mer praktiskt om man skall avgéra om en punkt ligger pa linjen.

Exempel 6.8. Bestam avstandet fran punkten P = (2,3, 4) till planet = + 2y 4+ 3z = 0.
H
Losning. Planet har normalvektorn n = (1,2,3). Om @ &r den punkt i planet dir PQ &r ortogonal mot

—
planet sa giller PQ= tn och Q = P + tn for nagot t. I koordinater betyder detta att Q@ = (2,3,4) +¢(1,2,3) =
(2+1¢,3+2t,4+3t). Men Q ligger i planet och uppfyller darfor planets ekvation sa 2+t+42(3+2¢t)+3(4+3t) = 0.
Detta ger (Rékna sjilv!) ¢ = —10/7 och

o 10 10
d:|PQ|:|tn|:7\/1+4+ :7\/ﬁz5,35.
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Ovning 6.14. Var skiir linjen L : (2,9, 2) = (—3,4,3) + (1,2, 3)
planet 7 : (2,9, 2) = (1,0,1) +#(2,1,0) + 5(3,0,2)?
Ovning 6.15. Bestiam ekvationen for den rita linje som #r snitt mellan planen z +y + 7z = 3 och —2z 4+ 3y + z = —11
Ovning 6.16. Ar linjen
r—2 y
= - = 2
5 3 z+

parallell med planet (a) x +y+ 2 =10, (b) z —y+ 2z =107

Ovning 6.17. Bestim en normal till vart och ett av féljande plan
(a)z—y+z=1, (b)z—y+2=2 och (¢c)—-y—2=3

Ovning 6.18. Bestim en punkt sa att den, (3,2,1), (5,0,2) och (1, —2,4)
(a) inte ligger i samma plan, (b) ligger i samma plan.

Ovning 6.19. En ljusstrale sinds iviig fran punkten (1,1,1) i riktningen v = (2, —1,—1). Var triffar denna ljusstrale planet
T+ 2y —z=107

Ovning 6.20. Ett plan innehaller punkterna (10,7, —12), (17,35, —54) och #r parallellt med vektorn u = (1,2, 0). Bestéim planets
ekvation dels i normalform, dels i parameterform.

Ovning 6.21. Finn det kortaste avstandet fran origo till planet x + 2y + 3z = 4.

Ovning 6.22. Bestim det kortaste avstandet fran punkten (1, —1,1) till planet 22 —y = 0.
Ovning 6.23. Vilken punkt i planet 2z — y + 2z = 0 ligger nirmast punkten (2, —1, 0)?

Ovning 6.24. Bestim spegelbilden S av punkten Q = (3,3,3) i planet 2z — y + 2z = 0. (Rita figur!)

Ovning 6.25. Bestim ekvationen (i normalform) fér det plan genom origo som ér parallellt med linjerna (z,v,z) = (1,2,3) +
t(1,1,2) och (z,y,2) = (3,2,1) + (2,1, -2)

Ovning 6.26. Bestim det kortaste avstandet fran punkten (3,1,2) till det plan som innehaller punkterna (0,1,1), (1,0,2) och
(1,1,0).

Ovning 6.27. Bestim avstandet mellan planen x — 2y = z och 2z — 4y — 2z = 2.
Ovning 6.28. Bestdm den riitvinkliga projektionen av linjen  — 1 = —2y = z + 1 pa planet 2z 4+ y + z = 6.

Ovning 6.29. En ljusstrale med riktningen (=1, -1, —1) reflekteras mot planet x+2y+3z = 0. Vilken riktning har den reflekterade
stralen?

Ovning 6.30. Forsok att generalisera avstandsformeln i Exempel 4.10 till avstandet fran en punkt P = (z,y,z) till planet
Az + By+ Cz=D.

7. Forslag till svar

Kapitel 2

2. (a)&(b) e1 + e, (c) ea +e3, (d) —e; —ex —e3, (e) —e;

3. (a) Med farten v/40 m/s i riktning 341,6°, (b) 19,5° 7. (b) 3
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Kapitel 3
1.(2,2) 2.(1,1) 4.(-1,3) 5.(1,—-1,2) 6.(=8,7,-9)
7T.a=-4 8. (a)Oeller2, (b) 1, (c)Oeller3 9. u==+3(-1,2,2)
10. (a) V14 (b) V3 (c) 3
11. (a) 64/3N i riktningen (1,1,1), (b) 8,70N i 28,3 med avseende pa &-axeln
13. (5,7) 14. AB= (2,3,4), BC = (=1, —14,-12), CA= (1,11, 8)
15. (a) (2,1,1), (b) 1/2(z + 21,y + y1,2 + 21) 16. (5/2,3,7/2)
17. v/2 i alla tre fallen  18. Sidorna &r 2v/2.
19. (3,-2), (1,—4) eller (—1,4) 20. Ja

Kapitel 4
1. Alla &r ortogonala 2. (a) /2 (b) m/4 (c) arccos(5/7) 3. 128°
4. T.ex. (a) (3,2), (b) (b,—a) och (c) (0,1,2) 5. 0och 1/5,
6. Ja, vinkeln vid (—1,4,2) &r rit.
8. (a)3 (b)v2 10. 151°
11. Nej 12. Ja

Kapitel 5
1. (a)10 (b)3 2. (a) (1,—-2,1) (b) 7(1,-1,-1) (c) 3(2,2,—-1)
3. V4
Kapitel 6
1. —2x4+y=3 2. {:;i;i_ft ;x4 3y =T respektive 7/4/10
3. 3y—z=1 4. (-2,9) 5. 3x+4y=28eller 3z +4y =—22 6. (2,—1,6)
7. a=1 8. (21,2,—-17) 9. v2 10. v29/v/5 11. (2,-3,1)/14 12. (—1,—1,-1)
13. (a) Ja, (b) Nej 14. (=5,0,-3) 15. (z,y,2)=(4,—1,0)+t(4,3,-1)

(
16. (a) Nej (b) Ja 17. (a) (1,—1,1), (b) (1,-1,1), (c) (0,—1,—1)
18. (a) T.ex. origo (néstan vad som helst gar) (b) T.ex. (3,—4,5) 19. (17,-7,-7)
20. 6z — 3y — z = 51 respektive (z,y,z) = (10,7, —12) + ¢(1,2,0) + s(1,4, —6)
21. 4/\V/14 22. 3/V/5 23.(8,—4,-10)/9 24.(—1,5,—1)
25. 40 —6y+2=0 26.4/V/6 27. 1/v/6 28. (—1,5,11)
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