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1 Aritmetik och algebra

1.1 Olika tal

De naturliga talen ir
0,1,2,3,4,5,....

De ir odndligt manga och det gar dérfor inte att skriva upp en fullstindig forteckning av dem. Hir ér det 16st genom
att man skriver upp sex av dem och sedan skriver ... i hopp om att ldsaren sjilv forstar vad som f6ljer. Ndar man
tinker pa alla naturliga tal tillsammans talar man om mdngden av naturliga tal. Tex &4r 435 med i méngden av
naturliga tal, men inte —4.

De naturliga talen anvénds for att ange antal av nagot, men ocksa for att ange ordning, tex fjirde vaningen. De
anvinds ocksa for att ge namn at saker, tex 6:ans sparvagn eller buss 58. Det har forstas inte sa mycket med
matematik att gora.

Tva naturliga tal kan adderas och multipliceras utan problem: 3+ 15 = 18, 17-12 = 204. Vi har det som kallas  Addition,
tva stycken (tva-stilliga) operationer pa miingden av naturliga tal; addition (betecknad med +) och multiplikation =~ multiplikation
(betecknad med ). I en summa kallas de ingéende talen for fermer, i en produkt for faktorer. Termer

faki
Eftersom vi har tva operationer kan dessa mixas pa olika sitt, tex 3+45+67,3-45+467, 34+45-67, 3-45-67. atorer

For att garantera att alla uppfattar dessa uttryck pad samma sétt maste man ha vissa konventioner om prioritet.  Prioritet
Regeln &r att

o multiplikation ska goras fore addition: multiplikation har hégre prioritet 4n addition.

e samma operationer ska genomforas fran viénster till hoger: lasriktning géller vid samma prioritet.

For att vara tydlig, men ocksa for att kringga lidsriktningen, anvinder man parenteser och ldgger till konventionen
att

e uttryck inom parenteser utfors forst (med start i den innersta om det finns flera).

Det betyder att
3445467 starfor (3+45)+67
3-45467 starfor (3-45)4+67 ochinte 3-(45+67)
3+45-67 starfor 3+ (45- 67) ochinte (3+45)-67
3-45-67 starfor (3-45)-6

Exempel. Berikna4+2-7+5-4-(342-(4+5))

Losning. Konventionerna ger

44+2.7+5-4-(3+2-(4+5)) 442-745-4.(34+2.9) =
442-745-4-(3+18)=4+2-7+5-4-21 =

441442021 =4+ 144420 = 18 +420 = 438.

O

Vill vi skriva upp allménna egenskaper for dessa operationer blir det bést att inte anvidnda nagra sérskilda naturliga
tal. For att 16sa det brukar man anvinda bokstiver som star for vilkasomhelst av talen. Om man séger “lat a vara ett
naturligt tal” betyder det att a kan vara vilketsomhelst av talen i midngden av naturliga tal. Om a och b dr naturliga
tal har vi alltsa ocksa att a + b och a - b ér naturliga tal. Det dr vanligt att man uteldmnat tecknet for multiplikation
nédr man anvénder bokstdver sa att a - b skrivs ab. Detta giller ocksa vid multiplikation mellan ett specifikt tal och
en parentes, s att tex 5- (3 +4) skrivs 5(3+4).

Foljande giller:
a+b = b+a ab = ba kommutativitet
+((b+c) = (a+b)+c a(bc) = (ab)c associativitet
a+0 = a a'l = a identitet
a(b+c)=ab+ac distributivitet




Associativiteten gor att 1sriktningsprioritet inte dr betydelsefull vid upprepad addition eller multiplikation.

Utover addition och multiplikation finns operationerna subtraktion (betecknad —) och division (betecknad =+ eller
/). Karakteristiskt fér de naturliga talen ér att dessa operationer inte alltid 4r méjliga (s& linge man ska halla sig
inom dem).

Tex dr 45 — 15 = 30 mojligt men inte 15 — 45 (for svaret dr da —30 som inte #r ett naturligt tal). Lika sa fungerar
35/5 =7 men inte 5/35.

Observera att subtraktion och division varken dr kommutativa eller associativa operationer:

15-7 = 8 men 7—15 ir inte mojligt
8/4 = 2 men 4/8 ir inte mojligt
15— (7—4) = 15-3=12 men (I5-7)—4 = 8—4=4
8/(4/2) = 8/2=4 men (8/4)/2 = 2/2=1.

Av de tva sista exemplen ser vi att varken subtraktion eller division dr associativa.

Om inga parenteser finns géller ldsriktningen for subtraktion och division:

a—b—c starfor (a—b)—c
a/b/c starfor  (a/b)/c

Observera att
a—b—c = a—(b+c) ochatt a—(b—c)=a—b+c
a/b/c = a/(bc) och att a/(b/c) = (a/b)c

Lisriktningsprioritet dr viktig vid subtraktion och division (eftersom de inte 4r associativa).

Eftersom vi nu har fyra operationer maste konventionerna om prioritet utdkas med

e multiplikation och division utfors fore addition och subtraktion,
e mellan multiplikation och division giller lasriktningsprioritet,

e mellan addition och subtraktion giller ldsriktningsprioritet.

Exempel. Berikna94—-3—7-8/2+8/2-9

Losning.

94—-3-7-8/2+8/2-9 = 94-3-56/24+4-9=94-3-28+36=
91—-28436=634+36=99

O

Ligg mirke till skillnaden mellan 45 —5+4 =44 och 45— (5+4) =36 samt45—5—4 =36 och 45— (5—4) = 44.
Likasd 16/8-2=40ch 16/(8-2) = 1 samt 16/8/2 =1 och 16/(8/2) = 4.
Eftersom subtraktion och division inte alltid dr m6jlig om man bara har de naturliga talen till hands, tillfogas nya
tal. Vi gor det i tva steg: forst tar vi hand om subtraktion och sedan division.

De hela talen (eller heltalen) ar 0,4+1,+£2,4+3,+4,£5.... Till varje positiv naturligt tal har fogats en negativ
motsvarighet. Talet O &r varken positivt eller negativt.

Addition och multiplikation sker pa forvintat sitt: 4 + (—5) = —1,4 - (—5) = —20, men inte fullt lika uppenbart
(—4) - (—5) = 20. Motiveringen till det sista kan var att om en skuld, bestende av enheter om 5 kronor, minskas
med 4 stycken sd gors en vinst pad 20 kronor. Den matematiska motiveringen #r att produkten av tva negativa
tal maste vara positiv for att de tidigare riknereglerna for addition om multiplikation ska fortsitta att gilla. Av
liknande skil &r tex —(—5) = 5.

Alltsd
—(—a) = a
(=a)(=b) = ab

Observera att subtraktion nu blivit ett specialfall av addition: a —b = a+ (—b).

For att gora division allméint mojlig infors de rationella talen eller braktalen. De ir alla uttryck av formen (brak)

a
b eller —
a/b eller b

Subtraktion,
dvision

Heltal

Rationella
tal



ddr a och b dr heltal och b # 0. Tex ér 3/4 och (—512)/35 rationella tal. Det dr viktigt att man uppfattar dem som
just tal och inte som uppgifter som ska beriknas! I talet a/b kallas a tiljaren och b nimnaren. Det rationella talet
a/1 skrivs forstds a, s att alla heltal ocksa ér rationella tal.

Tva rationella tal a/b och ¢/d &r lika (skrivs forstds a/b = c/d) om ad = cb (dvs om de blir lika efter multiplika-  Lika

tion med produkten av de tva nimnarna b och d).Tex &r 15/20 = 21/28, for 15-28 = 420 = 20- 21. Detta betyder raltione“a
ta

tex

Q
9}

S
(9}

4
b

om ¢ # 0. Att ga fran vinster till hoger i denna likehet kallas att forlinga med c. Att ga fran hoger till vinster  Forkorta
kallas att forkorta med c. forlinga

Forldangning med —1 ger att _7& = ib som bada brukar skrivas f%.

Eftersom ett givet rationellt tal kan skrivas pa (odndligt) manga sitt ir det bra att kunna skriva dem pa forkortad
form. Om a = cd, (dir a, ¢ och d ir heltal) sd sdger man att ¢ delar a, eller att ¢ dr en faktor i a. T ex dr 5 en faktor
i 45 men inte i 46. Att briket a/b ér forkortat betyder att det storsta talet som delar bade a och b dr 1. Tex &r 7/5
forkortat men inte 28 /21, for hér dr 7 en faktor i bade tiljare och ndmnare. Att skriva ett tal som produkt av andra
kallas att faktorisera det. Faktorisering

Det finns ett bra sitt att hitta den forkortade versionen av ett brak, som anvinder nat som kallas Euklides algoritm.
Vi ska inte gé in pa det hir. Nagra exempel kan @nda klaras genom faktorisering (om man kan multiplikationsta-
bellen).

Exempel. Forkorta 5040,/40320.

Losning. Det giller att hitta faktorer som dr gemensamma for tiljare och ndmnare:

5040 504-10 504 863 63 7.9 9 9.1 1
40320  4032-10 4032 8-504 504 7-72 72 9.8 8
For att hitta faktorerna far man prova sig fram (om man inte kan Euklides algoritm). g

Rationella tal kan adderas och multipliceras (sa att de tidigare riknereglerna for operationerna fortsitter att gilla): ~ Addition
multiplikation

ad bc ad+bc

a c o
Z_i_a = %_p% =% (liknimnigt)
ae _ o

b d  bd

Man behover inte slaviskt folja regeln for addition; det viktiga dr att de tal som ska adderas har samma nédmnare
innan additionen gors. Detta kan goras mer eller mindre effektivt och man har ofta anvindning av att faktorisera
niamnarna.

Exempel. Berikna % + % pa forkortad form.

Losning. Vi faktoriserar forst nimnarna for att pa sa sitt hitta en sa liten gemensam niamnare som mojligt:

2 11 2 11 2:2 7-11
a—'—rg = ﬁ"‘ﬁ: {férléngermedzreSpektiVe7}:m""m:
4 77 sl ) 99 9
= 2'7.9—&-2.7.9—2.7.9—{forberederforkortmng}—m—14

Man ser hir tydligt hur bra det &r att kunna faktorisera bade for gemensam ndmnare och for forkortningen. Om
man direkt anvénder regeln for addition far man

2 +11 _2-18+63-11
63 18 63-18
och det kan bli en betydligt jobbigare uppgift att hitta den forkortade formen! 0



Brak kan ocksa subtraheras och divideras: Subtraktion
division

ad bc B ad — bc

bd bd bd

(likndmnigt)

SR SR
iR
AUl o

Ligg mirke till att division nu blivit ett specialfall av multiplikation! Talet d/c kallas det inverterade virdet till
c¢/d. Att dividera med ¢/d ir det samma som att multiplicera med dess inverterade virde. OBS!

Division mellan braktal kan ocksa skrivas som dubbla brak (brak mellan braktal):

fast det forsta skrivsittet har en tendens att bli svarlést; det mittersta brakstrecket ska vara nagot ldngre och sta i
jamnhojd med likhetstecknet.

Exempel. Skriv

~—
s

R
pa forkortad form.
Losning.
%_% — (1_3>;<2+11)
%4-% 7 11) \63 18
1-11 3.7\ [ 22 11-7
= (m‘m)*(mga*m)
11-21\  [4+77 10-2-9.-7 10-2.9-7 20
B ( 11-7 >T<2-9-7>:_ 11-7-81  11-7-9-9 99
Lagg mairke till hur faktorisering anvinds for att forenkla berdkningarna. g

Nu kan man tycka att talen borde réicka till och att man kan vara néjd. De rationella talen kan anvindas for att
rikna tillgangar och skulder av delar av antal (tex kronor).

Tidigt i raiknekonstens historia visade det sig emellertid att de inte
racker for att mita (exakta) avstand. Om man ritar en ritvinklig
B 1 I triangel med kateter som bada har lingd 1 far man en hypotenusa
vars lingd inte kan méitas med ett rationellt tal (enligt Pythagoras
1 I har den lingd ! som loser /2 = 1% 4 12 = 2 och inget rationellt tal

a/b har egenskapen att (a/b)? = 2).

De reella talen tar sin utgangspunkt i just (lingd)skalan. Varje Reella
rationellt tal dr ocksa ett reellt tal eftersom dven de kan ange ldngder av strickor. tal

Figur 1: Pytagoras sats: A + B> = C?

De reella talen &r alla tal som kan skrivas som (dndliga eller odndliga decimalutvecklingar):

n,ajazaszagds. ..

ddr n dr ett heltal och g; ér heltal mellan 0 och 9. Varje reellt tal motsvara ett specifikt stille (punkt) pa den reella
tallinjen. Det #r viktigt att forsta att matematikens tallinje inte #r en fysiskt mojlig foreteelse. T ex har den ingen
tjocklek alls, den har o#ndlig utstrickning i tva riktningar, mellan tva olika punkter, vilka som helst, finns det
odndligt manga andra och varje avsnitt av den kan halveras (i evighet).

De reella talen kan anvindas for att mita tex ldngder, vikter, volymer, hastigheter, men ocksa antal. Det mest
anmirkningsvirda med dem &dr formodligen deras enorma mangsidighet i praktiska sammanhang.

Om r ir det reella talet ovan sa dr

S Y I . O B
"= 10 100 T 1000 T 10000 T 100000

dir additionen (mojligen) fortsétter i all evighet.




Tex ar

1
—=0,11111...
9 )

Att det gér att addera/subtrahera och multiplicera/dividera reella tal dr kanske nu inte alldeles uppenbart. Addition
och subtraktion kan ganska litt forstas geometriskt genom att strickor liggs efter varandra. Multiplikation och
division kan ocksa beskrivas pa liknande sétt, men vi limnar det ddrhin och konstaterar kort och gott att de tidigare
riknereglerna for operationerna géller dven for reella tal.

Allt detta kan tyckas en smula dverdrivet eftersom man i praktiken bara kan rikna med ndarmevirden till lingder,
vikter o s v. I matematiken &r det emellertid vésentligt att rikna exakt, for annars giller inte riknereglerna!

Om man tex far for sig att man konsekvent bara ska rikna med tre decimaler, sa giller faktiskt inte den associativa  Exakt
lagen for multiplikation. Vi skulle dd ndmligen ha: rikning!

(12-0,012) 0,003 = 0, 144-0,003 = 0,004

men

12-(0,012-0,003) =12-0=0.
Om rikningarna géller ton av guld, sa dr den en skillnad pa fyra kilo (en rejidl formogenhet). Att rikna sa bra som
mojligt med ndrmevirden dr en konst, som vi inte ska ga in pa hir.

Det forekommer ofta att man vill ange speciella avsnitt av den reella tallinjen. Det brukar géras med beteckningar —Intervall
for intervall. Sa 1at a och b vara tva reella tal, dér a dr mindre 4n b (a till vinster om b pa tallinjen, a < b)

a,b] betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal mellan a och b, inklusive a och b
a,b) betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal mellan a och b, exklusive a och b
a,b

b

—_

,b]  betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal mellan a och b, exklusive a men inklusive b
a,b) betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal mellan a och b, inklusive @ men exklusive b
(—o0,b] betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal till vinster om b, inklusive b

[a,0) betecknar avsnittet som bestar av alla reella tal till hdger om a, inklusive a

(a,b] e, d) e, 00)
?

€

-9

a

o —¢
y —4
2 —¢

Figur 2: Nagra intervall pa tallinjen.

Symbolen o star for “odndligheten” och #r inget reellt tal. Observera att ‘(’ respektive )’ betyder att dndpunkten
inte dr med och att ‘[’ respektive ‘]’ betyder att dndpunkten dr med.

1.1.1 Ovningar

1.1.1 Beridkna

B 7-(=2)-(3-9)-(2+(=5)~8)- (-3~ (-5))~4)
b) (—4=2):((=6—(=9) = (6= (=7)+3)+ (-2 =3)+(~1)- (T~ (-4)))

) 3-(G-3)+G-(-3)5)
937G \GT 7))
1 1 7 3 2
O (3-3)(G-5%%)
1.1.2 Skriv utan parenteser och onddiga minustecken

a) a—(—b)-(a+1)—b-(—a+1) b) ((—a)-(—=b)+a-(b—2-(—a)))-(—1+b)

©) a(c—1)~c(1[ic) +C;L1(b+§.§) 9 (1+%> <ail _ail)(l_a)




1.1.3 Skriv foljande tal som rationella tal pa enklaste form

5040 1 3 1 4
- b — — — = =

Y 30320 ) 47153 9777
23 .9 5 11\ (1 2

D 5207100 19 ©) (2+3)'(43)

1.1.4 Skriv foljande pa gemensamt brakstreck

1 1 1 1 3 5
— b — - _

2) x+x—3 ) 2—x+x ©) 2—x x+2 d 1+x 1—4x

1.2 Potenser

Exempel. En bakteriekoloni vixer med 20% (i antal) per timme under konstanta omgivande forhallanden. Hur
stor dr den procentuell tillviaxten under fem timmar? g

Léosning. Vi sitter det ursprungliga antalet till M och vet att efter en timme dr den M + 0,2M = 1,2M. For varje
timme som gar blir det nya antalet 1,2 ganger den tidigare. Efter fem timmar blir antalet

(1,2)-(1,2)-(1,2) - (1,2) - (1,2)M

Vi ser att vi behover ett siitt att beteckna den upprepade multiplikationen med 1,2; det vore inte sa roligt att skriva
upp vad det blir efter ett dygn. Det motiverar foljande

Om a ir ett tal och n ett naturligt tal sa betyder

d' = ag-aa--aomn#0
——
n ganger
@ = loma#0
1
a’ = —
an

(Uttrycket 0° ges ingen mening alls.)

Lisning. [fortsittning] Efter fem timmar &r massan (1,2) M. Vi har att (1,2)% = 1,44 si (1,2) = (1,44)%1,2 =
2,0736-1,2 =2,48832 = 1+ 1,48832. Det betyder att massan pa fem timmar okar med ungefir 149 %.

Uttrycket a” kallas en (heltals)potens av a. Talet a kallas for basen och kan vara vilket tal som @@?Xponcnt
b

helst. Talet n kallas for exponenten och kan vara vilket heltal som helst (fast inte 0 om a = 0). as

For potenser giller foljande riakneregler som relaterar heltalspotenser med multiplikation och potens

division

Potenslagar

For alla tal a, b # 0 giller det att

1 b b’
e a"=—

n

a o (a")" =q™™
° am.aniamﬁ-n

m
n n.pn o L _ mn

o (ab)"=d"-b P

For att visa dessa rikneregler (och komma ihag dem!) giller det bara att tinka pa vad poten-
serna betyder. T ex



2H*=2-2-2*=(2-2-2)-(2:2-2)-(2-2-2)-(2-2-2) =2%4.

12=34 stycken

Observera att (—1)" = 1, om n &r ett jamnt tal, men att (—1)" = —1 om »n 4r udda.

Det finns ingen rikneregel som relaterar (a + b)" till (enbart) " och b"!

21 5b4 3
Exempel. Forenkla %. Losning. Man har
a’b*c
21a°b*c? _ 2L f . bi . i 73 A = é.azc—z
14a3b*c> 14 a3 b S 2.7 2
g
616 . 257
Exempel. Berikna W

Losning. Talen 6, 25, 15 och 6 dr olika produkter av 2, 3 och 5. Vi utnyttjar detta for att kunna forkorta (faktorise-
ring!).

616-257 (2_3)16.(52)7 216.316.514 3

155168~ (3.5)5.(2%)%  35.55.216 5

O

Man kan man se potenser som en ny rikneoperation, sa det betyder att man maste ha nan ytterligare konvention
kring prioritet.

Om man skriver 2°" s ska det betyda 2° vilket inte & samma som (2°)2, som #r 2°. Det betyder att om det
star nagot uttryck i exponenten av en potens ska det ridknas ut fore potensen. I typsatt matematisk text dr detta

ganska enkelt att folja men det kan vara virre i viss programvara for berikningar. Ofta skrivs 23 som 2*3 och 2%
skrivs 2 (3/2) = 2°. Om man skriver 232 far man (formodligen) istillet (2"'3)"2 = 2°. Det betyder att man vid
upprepade potenser anvéinder ldsriktningsprioritet i programvara, men en annan konvention i typsatt matematisk
text!

Tillsammans med de tidigare prioriteringsreglerna har vi alltsa att uttryck ska berdknas enligt:

1. Parenteser forst (och man startar med de innersta)
2. sedan exponenter

3. ddarefter potenser

4. sedan multiplikation och division

5. sist addition och subtraktion

Vid lika prioritet géller lasriktningen (vénster till hoger).

Exempel.

a) 2345 = 23425 =228 — (22)14 — 414 = (42)7 = 167 = 268435456.

1.3 Godtyckliga potenser

Du ska forsoka bestimma (mantel)arean av en klockgrodas romkorn i ett visst stadium i utvecklingen. Du har inga
avancerade apparater till ditt forfogande men kan viga ett enskilt romkorn ganska exakt liksom vikten av hela
samlingen av rom. Pa sa sitt vet du ungefir hur manga romkornen ér.

For att méta volymen av rommen fyller du en spann med vatten och sédnker ner rommen. Du miéter hur mycket
vatten som rinner ut och far pa sé sitt rommens volym. Eftersom du vet antalet romkorn vet du nu volymen av ett
enskilt korn.

Prioritet
och
potenser



Vv

Du utgér fran att romkornen ir klotrunda. Man vet att om kornet har radie r sa ges dess volym V & M
och dess (mantel)area A av formlerna ‘

Figur 3: Ett klot
_ 2 med radie r, vo-
3 A=dmr. lym V och (man-
tel)area A.
Du kinner till V men vill ha tag i A. Det giller att bli av med r. Du ser att bade V> och A innehaller

faktorn r°, s& kvoten mellan dem blir en konstant:

473
y ="

A3 437.[332
2y

Detta ger nu A3 = 367V2, dir du kinner till hogerledet men vill bestimma A. For att 16sa ut A vill du ta bada sidor
upphoijt till en tredjedel:

A= (A3)1/3 _ (3677:‘/2)1/3

Man vill alltsd kunna rikna med exponenter som #r rationella tal (och inte bara heltal som tidigare).

Vi borjar med a'/2. Vi ska ha (a'/?)? = a, s a'/? 16ser ekvationen x*> = a. Om man ritar grafen till x> ser man att

den ekvationen saknar 16sningar om a dr negativt men har tva losningar om a dr positiv. Vi definierar nu, om a &r
positiv,

Definition Om a ir ett positivt tal si ir a'/? den positiva I6sningen till ekvationen x* = a. Vi siitter ocksa 0'/2 = 0.

a'/? = /a a'/" = Ya

Man anviinder ofta skrivsittet \/a i stillet for a'/? och kallar det kvadratroten ur a. Observera att ekvationen x> =a  Kvadratrot

(ddr a ir positivt) har tva 16sningar ++/a.

Det #r ett vanligt missforstdnd att tro att tex v/9 = +3 eftersom bade 3 och —3 har 9 som kvadrat. Men /9 ir
definierat som den (enda!) positiva 16sningen till x> = 9, si /9 = 3.

Grafen till x", dir n dr ett positivt heltal har samma principiella uppférande som grafen till x%, for positiva tal, si
vi kan ocksé definiera

Definition Om a ir ett positivt tal si ir a'/” den positiva I6sningen till ekvationen x = a. Vi siitter ocksa 01/ = 0.

Talet a'/" betecknas i bland /a och kallas n:te roten ur a (/a kallar kubikroten ur a). nite
o . o o roten
Om m och n dr heltal och n &r positivt sa betyder Kubikrot
am/” _ (a'")l/" = gm grationellt tal

Det rikneregler som giller for potenser med heltalsexponent giller dven for potenser med rationell exponent.

Vi har nu talat om vad a"i°"!" @ petyder. Med lite mer matematik kan man ocksi definiera vad ™" betyder, s&
att riknereglerna for potenser fortsitter att gilla.

Exempel.
a) 271/3:(33)1/3:33'1/3:31 —3.
b) (\/§)2/3 — ((23)1/2)2/3 — (23)1/2-2/3 — (23)1/3 — 23-1/3 — 21 =2

o) \B/ﬁ_\ﬁ/g_’_\/ﬁ_é/ﬁ_ 3/3\62 (34)1/3_(32)1/6_'_(4.3)1/2_(33)1/6_(3.31/2)1/3 _
:34/3_31/3+2_31/2_3l/2_(33/2)1/3:3.3]/3_31/3_’_2.3]/2_31/2_31/2:2_3]/3
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1.3.1 Ovningar

1.3.1 Beridkna
a) 52

d 7°

1.3.2 Skriv som braktal pa enklaste form, utan potenser

a) 272

1.3.3 Forenkla

a) 2773

e) (0,0016)~9>

1.3.4 Forenkla

a) V12+V27-V75

1.4 Algebra

En grundldggande algebraisk metod dr det som kallas fakrorisering: att skriva om ett givet uttryck som en produkt

b) 2° o (=3)*
e) 52+32/51172 f) 6-732“/723—(5—1—2)254/2*‘
-3 5.3-7. S(=7)2
b) (=3) ) 2°-377-105-(=17)
23.375.5
b) 470,5 C) (\/§)2/3 d) 31/2/973/4
f (23 g) 13V1213V2713-V75
b) V24+ /381 ©) V54—+\/4v4

av andra. Det &r en viktig metod vid bl a férenklingar och 16sning av ekvationer.

Foljande omskrivningar av algebraiska uttryck bor vara vilbekanta:

Dessa regler dr omskrivningar (eller identiteter, formler) dvs vénsterleden och hogerleden ger samma resultat

(a+b)?
(a=b)*
(a+b)(a—Db)

a*+2ab+b* (kvadreringsregel)
a®> —2ab+1b* (kvadreringsregel)
a—b (konjugatregeln)

oavsett vilka vidrden som ges till variablerna a och b.

Att ga fran vinster till hoger i likheterna ovan kallas att utveckla, fran hoger till vinster 4r att faktorisera.

Alla kan ses som sitt att faktorisera hogerledet. Konjugatregeln séger tex att en skillnad mellan tva kvadrater kan

skrivas som en produkt av tva saker.

Exempel. Dessa regler kan vara anvindbara dven i konkret riakning (aritmetik):

a) 212 —192 = (21 +19)(21 - 19) =40-2 = 80

b) 262 = (30 —4)? = 30> —2-30-4 +4? = 900 — 240+ 16 = 676

Exempel. Utveckla (m* —3)% + (m* +3)2.

Losning. Vi har med kvadreringsreglerna:

(

m4—

32+ (m*+3)* =

(m*)? —2m*3+ 3%+ (m*)? +2m*3 43 = 2m® + 18

11
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Exempel. Forenkla (utveckla) (x> +3) (x> —3)(x* +9).

Losning. Tva anvindningar av konjugatregeln ger:

P3P =3 +9) = (D=3 +9) = (-9t +9) = ()2 - 92 =8 -8l.

Exempel. Faktorisera 18x%y” — 8x%y.

Losning. Vi ser att vi kan bryta ut 2x%y ur de bada termerna:
18x%y" —8x°y = 2)62)/(9y6 — 4x2)

De tva termerna i parentesen ir bada kvadrater: 9y® = (3y3)? och 4x?> = (2x)?. Vi kan dirfor faktorisera ytterligare
med konjugatregeln:

18x%y7 —8x%y = 2x%y(9y% —4x?) = 2x%y((3y°)? — (2x)%) = 2%y (3y* — 2x) (3y® + 2x).

X —9x
xX2—6x+9°
Losning. Vi faktoriserar i tiljare och ndmnare for att eventuellt hitta en gemensam faktor. Vi tar hjélp av kvadre-
ringsregeln och konjugatregeln:

Exempel. Forenkla

©—9%x x(x*=3%)  x(x—3)(x+3) x(x+3)
P—6x+9  x2-2x-3+32  (x-3)2  x-3 '
efter forkortning med x — 3. 0

Observera faktoriseringen i ndmnaren i det sista exemplet! Den kan tyckas vara langsokt, men den r faktiskt gjord

med en standard metod som ocksa dr anvindbar i manga andra sammanhang. Metoden kallas kvadratkomplette- ~ Kvadratkom-
i letterin

ring. p g

Idén hir 4r att skriva om ett uttryck av grad tva pa ett speciellt sitt. Man vill skriva x*> + ax + b s att det i stillet
ser ut som % + ¢, for lampligt ¢ och c.

Man har

PHax+b = (x+a/2)*—(a/2)*+b

Ligg mirke till att om man utvecklar parentesen (x +a/2)? sa fir man x> 4 ax + (a/2)?. Omskrivningen kallas att
kvadratkonmplettera andragradsuttrycket.

Exempel. Kvadratkomplettera x* — 6x+9.

Losning.

P —6x+9 = (x—3)2-3249=(x—3)?

Exempel. Bestim minsta virdet av x> 4+ 11x+ 31.

Losning.

CHllx431 = (x+11/2)2—121/4+124/4 = (x—11/2)>+3/4

Nu ser vi att uttrycket skrivits som en kvadrat plus 3 /4. Eftersom en kvadrat aldrig &r negativ kan uttrycket vérde
aldrig bli mindre #n 3/4, oavsett vad x sitts till. Om vi siitter x = 11/2 blir kvadraten noll, sd uttryckets minsta
virde #r (faktiskt) 3/4. Detta ser vi alltsa litt efter kvadratkomplettering, men svarligen fore. g
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Exempel. Los ekvationen 0 = x> + 6x+7

Detta &r forstds en hederlig andragradsekvation som vi har en vilbekant formel for att 16sa. Problemet med formler
dr att de kan vara svara att minnas. Man klarar faktiskt uppgiften med kvadratkomplettering, som ir en metod, och
dérfor fastnar bittre i minnet.

Lésning. Vi kvadratkompletterar i hogerledet:
0 = X46x+7=x+32-94+7=(x+3)>-2=(x+3)>—(V2)~
Vi har skrivit om 2 som en kvadrat, for da har vi en skillnad mellan tva kvadrater i hogerledet och kan anvinda
konjugatregeln. Vi far:
0 = (x+3)2—(V2) =x+3-V2)(x+3+V2).
Vi har nu faktoriserat andragradsuttycket (med kvadratkomplettering foljt av konjugatregeln). Hoger ledet dr en

produkt av tva parenteser. Produkten ska bli noll. Det intréffar ndr ndn av parenteserna blir noll. Den férsta blir
noll ndrx = -3+ ﬁ och den andra ndr x = —3 — ﬁ Vi har alltsa 16st ekvationen och fatt 16sningarna

x=-34+V2.
O

Att 16sa andragradsekvationer 0 = x? + px + ¢ ir en vanligt forekommande uppgift, si man kanske vill girna vill
anvinda formeln for hur man 16ser en sadan. Har man glomt den kan man litt komma fram till den med samma
teknik som i exemplet:

o = i (8 ((5) )= (8- () ) -
(3)-0) (58 o),

under forutsittning att uttrycket under rottecknet inte dr negativt (da saknas reella 16sningar). Det ger oss 16snings-
formeln

|
/;\
+
[Shas
|

Ekvationen
0=x>+px+gq

har, om (p/2)? — ¢ inte &r negativt, 15sningarna

Exempel. Los ekvationen (3 —x)(x+8) = x% + 12

Som den stér dr inte detta en andragradsekvation som vi kan anviinda formeln pa. Vi behover forst fixa noll i ena
ledet. Sedan se till att det star 1 framfor x2.

Losning. Utveckling ger

24 —5x—x*> = x*+12 Fixar noll i vinster led:
0 = 2x°+5x—12 Delar bada sidor med 2:
0 = x*>+5/2—6 Anvinder formeln:
X = —5/44./25/16+96/16=—5/4+/121/16 = —5/4+11/4
Losningarna dr alltsd x = 6/4 =3/2 ochx = —16/4 = —4. O
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I bland kan en ekvation skrivas om till en andragradare! Omskrivning
till

Exempel. Los ekvationen andragradare

-1

Losning. Om vi multiplicerar bada sidor med x — 1 far vi ekvationen 2 = x(x — 1). Men hir ska man se upp! Om
x =1 har vi multiplicerat bada sidor med 0. Det betyder att om vi skulle rdka fa x = 1 som 16sning till den nya
ekvationen sa dr den inte en giltig 16sning i den ursprungliga.

Fran 2 = x(x — 1) far vi andragradaren 0 = x> — x — 2, som har 1sningarna x = —1 och x = 2. Den ursprungliga
ekvation har samma l9sningar. 0

I tillimpningar 4r det inte ovanligt att man kommer fram till tdmligen komplicerade algebraiska samband mellan  Losa ut
olika parametrar, eller variabler. Man kan komma fram till dem genom si vil imnesteoretiska eller matematiska ~ Vvariabel
resonemang, som experimentella studier. Man kan da vara intresserad av att uttrycka en av parametrarna med hjilp

av de ovriga. Metoden ir att géra omskrivningar tills den skta variabeln star ensam i enbart ena ledet av en likhet.

Under rikningarna kan man behdva multiplicera med uttryck med obekanta. Man maste da se till att man inte
multiplicerar (eller dividerar) med 0.

Exempel. I en studie har man kommit fram till att sambandet

a _n
M—a

giller for vissa parametrar a, M och h. Man vill veta vad a &r uttryckt med hjilp av M och h.
Ldsning. Vi multiplicerar bada sidor av sambandet med M — a och far a = h(M — a), eller a = hM — ha.

Vi samlar det som innehéller a pa denna sidan och far a 4+ ha = hM, eller a(1 + h) = hM. Division med 1 + h ger
nua=hM/(1+h).

Men om & = —1 har vi gjort fel, for i sa fall &r 1 + & = 0 och division med 0 &r inte tillatet. Vi tittar dérfor speciellt
pa detta. Om h = —1, har vi fran a = hM — ha atta = —M +a, dvs att M = 0, och att inget speciellt virde pa a
kan fas. Det betyder att det givna sambandet inte bestimmer vad a ska vara om & = —1. Vi far alltsa

hM
= — —1.
a Th om h#

Exempel. Man tror sig vet att

N — p —
d—e ’

dir N, d och e dr parametrar i ett experiment. Man vill veta hur dels e och dels N kan utryckas med de ovriga
parametrarna for att kunna genomfora en fortsatt forsoksplanering.

Losning. Viborjar med att forsoka 16sa ut e ur sambandet. Multiplikation med d — e leder till N = (e —N)(d —e) =
—e? + (N +d)e — Nd. Vi ordnar 0 i ena ledet:

0 = e~ (N+d)et+N(d+1),

som ir en andragradare. Den har 16sningarna

_ N+d \/(N+d)2 _ N+d \/(N+d)2 AN(d+1)
= 5 F g N+ === 4 4
B N+di\/N2+2Nd+d2—4N(d+1)N+di\/N2—2N(d+2)+d2
) 4 T2 2 '

Hir ser vi att det finns tva virden for e som uppfyller det givna sambandet, néir N och d dr givna. Men ocksa att
det som star under rottecknet inte far vara negativt. Det betyder att sambandet séger nagot om forhallandet mellan
N och d oberoende av e. T ex kan N och d inte inte vara samma positiva tal for da far man —4N under rottecknet.

Vi l6ser nu ut N ur sambandet. Vi samlar det som innehaller N pa ena sidan och far

N 1 | —etd
e = +N=( H)N:TH N.
—e



Vi multiplicerar bada sidor med det inverterade virdet till braket och far

N (d—e)e 7
l—e+d
som dr giltigt under forutsittning att 1 —e+d #0,dvsome # 1 +d.
l—e+d
Ome=1+4d far vi fran e = %N =0atte=0,d = —1, som i det ursprungliga sambandet ger N/ — 1 =
—e

—N,dvs N kan da vara vadsomhelst.

O

1.4.1 Ovningar

1.4.1 Forenkla

a) 3c¢—(2a+c—5b)— (2b—2a) b) 7a—2b—[(3a—c)—(2b—3c)]
¢) a’b*c-(—3ac?)-9abc d) (3x%)?
&) (6—x)(x+6) ) (a®+y)(a*—y)

1.4.2 Multiplicera ihop
a) (2x—y)(x+2y) b) (2x—y)(x+2y)(x—y)
1.4.3 Forenkla
a) (2a+2b)/(b* —a’) b (x=y)*/(y—x) ) (a*=b")/(a—Db)
1.4.4 Los foljande ekvationer
a) 2x—3=4(x—3) b) (x—2)2=x ¢) X>43x—2=2%-5x+5
d) x?2=3x e) 3x>—x+6=8 f) 14x> —23x+3=0.

1.4.5 Los foljande ekvationer

1 1 1 1 1 X

R RN R R
1.4.6 Kvadratkomplettera
a) x> +4x-3 b) 1% —3x+42 ¢) x*—x/345.
1.4.7 Bestim
a) minsta virdet av x2 +3x+4 b) storsta virdet av 2x — 3 — x2.
1.4.8 Los ut x ur foljande samband
a) ¢c(x—1)a=0 b) a(bx—1)=c ¢) x(1—x/a)—cx=0.
d A(x—1d=c? e) ¢=ax(l—x/d) om man vetatt d=1/2.
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2 Funktioner

En funktion @r en regel som till vissa av de reella talen ordnar (till vart och ett av dem) ett bestamt virde. Funktion

Regeln kan alltsa inte alltid anvdndas pa alla reella tal. Samlingen av de tal som den gar att anvéinda pa kallas
funktionens defintionsmdéngd. Samlingen av de virden man kan fa ndr man anvinder funktionen kallas funktionens — Definitions-

virdemdngdmdingd. $iin(jgd
arde-
Typiskt betecknas regeln med nan av bokstédverna f, g eller 4. Om f dr definierad for det reella talet x sa betecknar  mingd

f(x) viirdet av f i talet x, d v s det tal som f ordnar till x.

Exempel. Lat f vara funktionen som till ett reellt tal x ordnar det storsta heltalet som #r mindre dn x. Da dr tex

f(m)=3,f(4,5) =4, f(11/7) =1 och f(—m) = —4. 0
Det finns atminstone tre olika sitt att tala om vad en specifik funktion ska vara: Séitt att
ange
. . . funktion

1. Funktionen kan ges genom formler for hur f(x) ska beréiknas utgéende fran x.

2. Funktionen kan ges genom att man skriver upp en tabell av viarden som f ska ha for olika tal x.

3. Funktionen kan ges (som i exemplet ovan) genom att man i ord talar om vad f(x) ska vara utgaende fran x.
En funktion f har en graf som bestir av alla punkter i planet med koordinater (z, f(2))
(x, f(x)), ddr x ligger i definitionsméngden. f(x) /\/
Ett sdtt, som dr vanligt férekommande men som i matematisk mening inte ir a /
korrekt, dr att ge den genom att rita upp en graf. Anledningen dr att man inte av \_/r v b
en graf kan utlidsa den fullstidndiga precision som krévs for att man ska kunna . »

1 d f( ) Sr nir x dr givet Figur 4: Graf till f med definitions-
tala om va X X ar givet. mingd (a,b]
Exempel. Definiera funktionen g genom att lata g(x) = 2x T
X2 —

Det betyder att tex g(3) =3/8 och att g(—2) = —2/3. Om inget annat sigs nir en funktion &r given av formler sd  Konvention

anvinds konventionen att defintionsmingden &r den storsta mingd av tal for vilka man kan anvénda den specifice-
rade regeln (i detta fall att man till x ska ordna x/(x> — 1)). Det betyder att regeln gar att anviinda pa alla tal utom
de som gor ndmnaren till noll. Definitionsmingden i detta fall r alltsa alla reella tal utom talen +1. g

En funktion kan specificeras genom att man anvinder olika formler for olika reella tal.

Exempel. Definiera funktionen 4 genom

X om x>0
h(x)_{—x3 om x<0

Hiir dr tex h(4) = 16 medan h(—5) = 125 och defintionsmiingden alla reella tal. O

Exempel. Man har mitt hogsta dagstemperaturen under tio dagar i december 2008 i en viss ort och fatt

Datum 19 | 20 | 21 | 22 |23 |24 |25 |26 |27 |28
Temperatur | 5 | 7 | 6 | 5 3 9 |11 | 4 |2 |5

Genom att ge tabellen har man definierat en funktion, som vi kan kalla 7. Defintionsméingden for T 4r de tio talen
mellan 19 och 28. Vi har tex att 7(24) =9 och att T(22) = T(28) =5.

Det vore inte sérskilt intressant att forséka skriva upp en formel for 7'(x)! O

Exempel. En likare gor en EKG-undersokning av en patient. Pa en bildskdrm syns grafen av en funktion som
till tiden ¢ ordnar ett tal f(¢), som anger den elektriska spidnningen som hjirtmuskelns sammandragningar ger
upphovtill vid tiden ¢.

Den lékare dr inte fodd som skulle vilja se en formel for f(¢). Grafens utseende ddremot av avgorande intresse. [

Om flera variabler uppfyller ett visst samband kan man i bland sédga ett en variabel dr en funktion av andra. Det
betyder i sa fall att den &r entydigt bestdmd av vérdena pa andra variabler. Ett exempel dr den ideala gaslagen:
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pV =nRT,

dir p dr gasens tryck, V volymen och T ir temperaturen. Konstanten » 4r antalet mol av gasen och R &r en konstant
som kallas Avogadros konstant (eller gaskonstanten). Hir kan man se att p och V bestimmer gasens temperatur 7
sa T dr en funktion av tvé reella tal. Vid konstant volym V #r p en funktion av T : p =nRT /V.

En variabel y &r proportionell mot x om y = kx, fér nagon konstant k (proportionalitetskonstanten). Vid konstant  Proportio-
volym i en idealgas ir trycket proportionellt mot temperaturen. Det betyder bl a att trycket okar nir temperaturen ~ halitet
okar, eftersom proportionalitetskonstanten &r positiv.

En variabel y dr omvdint proportionell mot x om y = k/x, fér ndgon konstant k. Vid konstant temperatur i en
idealgas dr trycket omviint proportionellt mot volymen. Det betyder bl a att trycket avtar nir volymen okar, eftersom
proportionalitetskonstanten &r positiv.

En funktion ar

1. vixande om f(a) < f(b) ndrhelst a < b, f/%
N

2. stringt vixande om f(a) < f(b) nirhelst a < b,

3. avtagande om f(a) > f(b) nirhelst a < b,

Figur 5: f &r stridngt vixande, g dr vix-
ande, h dr avtagande och k &r striangt av-
tagande.

4. striangt avtagande om f(a) > f(b) nérhelst a < b,

Man talar ocksa om att en funktion &r vixande/avtagande pa ett visst intervall

pa reella tallinjen. ;
En funktion ar
g
1. konvex pa ett intervall om grafen vinder uppat dir,

2. konkav pa ett intervall om grafen vinder nerat dir.

Figur 6: f drkonkav, g dr konvex.

Observera att en viaxande funktion kan vara konkav men ocksa konvex. Lika sa kan en funktion vara avtagande
och konvex men ocksa konkav. Begreppen vixande/avtagande konvex/konkav dr alltsa oberoende av varandra.

Vi kommer i foljande avsnitt att ge en katalog over nagra viktiga typer av funktioner (men uteldmnar de trigono-
metriska)

2.0.2 Ovningar

2.0.1 Matcha de fyra graferna nedan med en av f6ljande historier:

a) Jag fick punktering under bilresan. Jag stannade och bytte hjul. Sen var jag tvungen att snabba pa for
att hinna fram i tid.

b) Min bli gick sonder sa jag parkerade den i végrenen.

c) Nir jag limnat paketet pa posten korde jag hem igen.

Hitta pa en egen historia till den aterstaende grafen.

fart fart fart fart
tid
tid tid tid

2.0.2 Ien stad ir antalet (miitt i 1000-tal) invanare en funktion f av antalet ar efter 1960. Vad betyder f(35) = 53?

2.0.3 Virdet (mitt i 1000-tal kronor) pa en bil #r en funktion f av bilens &lder (miitt i ar).

a) Vad betyder f(5) = 63?
b) Ar f vixande eller avtagande?

¢) Ar f konvex eller konkav?

2.0.4 En funktion f definieras pa foljande vis: f(x) dr 16sningen till ekvationen x+ 1 = 1/(z — 1) (dér ¢ dr den
obekanta). Ange en formel for f(x). For vilka x dr f definierad?

2.0.5 Kan man definiera en funktion g genom att siga att g(x) ér den icke-negativa 16sningen till ekvationen
x—1=1?—¢ (dir ¢ ir obekant), om sidan finns? For vilka x ir i sa fall g definierad?
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2.1 Algebraiskt givna funktioner

Vi tittar forst pa funktioner som bildas genom att man anvénder de fyra rikneoperationerna pa en variabel tillsam-
mans med konstanter.

2.1.1 Linjira funktioner

En funktion av formen f(x) = kx-+m, dir k och m dr konstanter, kallas en linjcir
funktion. Grafen till en sadan 4r en rit linje som har ekvationen y = kx+m. Linjir
Man séger att variabeln y beror linjéirt pa variabeln x. funktion

Vi ser att f(0) = m sd (0,m) ér grafens skdrningspunkt med y-axeln. Nir O =  Skirning

kx+m dr x = —m/k, s& (—m/k,0) &r skdrningspunkten mellan grafen och x- med
Figur 7: Skirning mellan axlar och gra-  gxeln. axlar
fen till f(x) = kx+m.

Om man kénner till tva av virdena till en linjir funktion s kan man bestimma
konstanterna k och m

Exempel. Kostnaden for en fastighets vatten och avlopp ér en linjar funktion av volymen forbrukat vatten. Kost-
naden for en kubikmeter dr 1000 kr och for tva #r den 1800 kr. Vad ér kostnaden for 3/4 kubikmeter och vad ir
kostnaden for O kubikmeter.

Lésning. Vilater f(v) = kv+ m vara konstaden for v kubikmeter. Vi vet att

1000 = k-14+m
1800 = k-24+m

Tar vi skillnaden mellan den nedersta likheten och den 6vre far vi 800 = k. Sitter vi in det 1 den dversta far vi
m = 200, sa att
Sf(v) =3800v+ 200

Det betyder att kostnaden f6r 3 /4 kubikmeter &r f(3/4) = 600+ 200 = 800 kronor. Den fasta kostnaden dr f(0) =
200 kronor. 0

En linjédr funktion f(x) = kx+ m dr vixande om rikiningskoefficienten k dr > 0 och avtagande om den dr < 0.  Riktnings-
Den anger linjens lutning: ju storre positiv riktningskoefficient, desto brantare lutning uppét och motsvarande for ~ koefficient
negativ riktningskoefficient.

Tva punkter i planet bestimmer en linje och ddrmed en linjdr funktion (sévida de tva punkterna inte har samma
x-koordinat). Man &r ofta intresserad av att hitta en formlen for funktionen, d v s bestimma riktningskoefficienten
och m (skédrningen med y-axeln).

Ett sitt att gora detta 4r att 16sa ett ekvationssystem som i exemplet ovan. Man kan ocksé 16sa ut y = f(x) ur den

sa kallade tvapunktsformeln. Tvapunkts-

f 1
Om (xg,y0) och (x1,y;) &r tvd punkter pa en linje (med xo # x1) sa giller att ormen

punkten (x,y) ligger pé linjen precis nir

Y=Yo _ Yo~y
X—X9 Xo—X]

Exempel. Bestim en formel for den linjéra funktion f vars graf gar genom punkterna (—3,2) och (2, —4).

Losning.
Metod 1:
Formeln dr av formen f(x) = kx+ m. De givna punkterna ger oss att
2 = 3k+m
—4 = 2k+m

Skillnaden mellan den &versta och den nedersta ekvationen ger 6 = —5k, s k = —6/5. Detta ger i den Hversta
ekvationen m =2 —18/5 = —8/5. Vi far alltsd f(x) = —6x/5—8/5.
Metod 2:
Tvapunktsformeln ger

y=2 2+4

x+3 =5
ellery—2=—-6/5(x+3),dvs f(x) =y=—6x/5+ (10— 18)/5= —6x/5—-18/5 O
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2.1.2 Polynom

Ett monom i variabeln x dr en funktion av formen f(x) = kx", &r k 4r en konstant och n ett konstant naturligt tal.
Om k # 0 har monomet grad n.

Exempel. f(x) = /2x> ir ett monom av grad 5, men varken x> eller x>/2 &r monom. 0

En funktion f dr udda om f(—x) = — f(x) for alla x. Om i stiillet f(—x) = f(x)
s dr f jdmn. Ett monom av jimn grad &r en jaimn funktion och ett monom av
udda grad dr en udda funktion.

En funktion p ir ett polynom om den ges av en formel som 4r en summa av .
monom av olika grader. Den hogsta graden bland monomen &r polynomets grad. Figur 8: f iir jimn och g udda.

Exempel. Om p(x) =2+ 3x+44x3 —3x7, sa dr p ett polynom av grad 5. O

Polynom ir i allménhet varken udda eller jimna funktioner.

For att fa en uppfattning om hur ett polynom beter sig dr man intresserad av att hitta nollstdllen och bestimma
teckenviixlingar. Ett tal a dr ett nollstille till polynomet p om p(a) = 0. Polynomet har en teckenviixling i nollstillet
a om p(x) byter tecken nir x “passerar” a.

Exempel. Bestim nollstillen och teckenvixlingar till polynomet p(x) = (x* —x)(x —1).

Lésning. Vi ska ldsa 0 = p(x) och fér efter faktorisering med bl a konjugatregeln
O=x(x*—1)(x—1)=x(x+1)(x—1)(x—1) =x(x+1)(x— 1),

som ger nollstéllena x = —1, 0 och 1.

De tre olika faktorerna x+ 1, x och x — 1 byter tecken nir x passerar —1, O respektive 1.

Nir x &r stort,sdg 100, dr p(x) positivt. Nir x kryper under 1 blir tecknet fortfarande positivt
(eftersom p har faktorn (x — 1)?). Nir x kryper under O byter p(x) tecken fran positivt till
negativt. Nir x kryper under —1 byter p(x) slutligen tecken fran negativt till positivt. Det ger
oss en grov uppfattning om grafen till p, som i figuren.

O

Metoden for att bestimma nollstillen och teckenvixlingar ir att faktorisera polynomet. Man har da anvindning for
bl a kvadratkomplettering, konjugatregeln och faktorsatsen:

Polynomet p har nollstéllet x = a precis nir det har faktorn x — a.

Exempel. Bestim nollstillen och tecken vixlingar till polynomet p(x) = x* —2x> — 11x? + 12x.

Lisning. Vi ser att vi kan bryta ut x: p(x) = x(x* — 2x* — 11x+ 12). Med lite tur ser vi att den andra faktorn blir 0
nir x = 1 (genom provning och inséttning). Det betyder att den har faktorn (x — 1), s vi provar att bryta ut den:

o2 -1 +12 = (x— D)W H22%422?)

Genom att jimfora antalet x* pa bada sidor ser vi att vi ska ha ? = 1. Kollar vi sedan antalet x> ser vi att vi maste
ha ?? = —1. Jamfor vi konstanten i bada led ser vi att 12 = —???. Vi har alltsa

p(x) =x(x—1)(x* —x—12)

Kvadratkomplettering i sista faktorn ger x*> —x — 12 = (x — 1/2)? — 49/4. Eftersom 49/4 = (7/2)? ger konjugat-
regeln x> —x — 12 = (x—1/2—7/2)(x — 1/2+7/2) = (x —4)(x+3). Vi har alltsi

p(x) =x(x—=1)(x—4)(x+3)

Faktorernas nollsillen &r 0, 1, 4 och —3, som tillsammans &r nollstéllena till p(x).

Faktorerna (x + 3), x, x — 1 och x — 4 byter tecken nir x passerar —3, 0, 1 respektive 4. Ingen faktor férekommer
flera ganger i p(x), s p har ocksa teckenvixlingar vid dessa passager. Vi ser att p(x) &r positivt ndr x #r stort, vilket
ger 0ss

O
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p(x) |+ 0 |-]0]+ -0+
2.1.3 Rationella funktioner
En funktion dr rationell om den ges av en formel som #r en kvot mellan tva polynom. Rationell
funkti
Exempel. Funktionen f som ges av unition
2—x—x?
X)=——""5
U 3 —8x+x2
ir en rationell funktion. O
Definitionsméngden till en rationell funktion bestar av alla reella tal utom de som ir nollstillen till ndmnaren. I
exemplet ovan ér funktionen definierad for alla x utom de som loser 0 = x> — 8x+ 3, d vs utom i x = 4 4+/13. Definitions-
méngd

Nollstillen till polynomet i tidljaren dr ocksa nollstillen till den rationella funktionen. For att avgora teckenvixlingar
for en rationell funktion ska man forsoka faktorisera bade tiljare och nimnare.

Exempel. Bestam tecknet for den rationella funktionen
2
x =1
o) = 5
pa olika delar av tallinjen. Gor en grov skiss av grafen.
Lisning. Tiljaren faktoriseras med konjugatregeln: x> — 1 = (x —1)(x+1).

I ndmnare kan vi bryta ut x: x*> +x* +x = x(x? +x+ 1). Vi forsoker med kvadratkomplettering p4 andra faktorn:
(x+1/2)%+3/4 och ser att den alltid ir positivt (alltid minst 3/4)och dérfor inte bidrar till ndgon tecken vixlingar.

De faktorer som byter tecken dr dirfor x+ 1, x och x — 1 som byter tecken nér x passerar —1, O respektive 1. Nir x
dr stort ser vi att f(x) &r positivt. Det ger oss

X -1 0 1
FxX) [ -] 0 |+ |edef|-]0]|+

Vi ser att f dr definierad i alla tal utom 0. Nir x dr langt till véinster eller hoger :
pa tallinjen dominerar namnaren 6ver téljaren, eftersom den har hogre grad. Det
gor att f(x) da dr néra 0.

Detta ger oss en uppfattning om grafen, i still med den i figuren till hoger. 0

2.1.4 Ovningar

2.1.1 En linjér funktion f har en graf som gar genom punkterna A och B. Bestim f(2), f(¢) och avgor om f dr
vixande eller avtagande om

a) A=(0,2)ochB=(1,1), b) A=(3,5)0chB=(-2,1), ¢) A=(-3,5 ochB=(4,-1),
2.1.2 1 figuren nedan illustreras de sex linjerna med ekvationerna

a) y=-2,72x b) y=0,001+0,001x c) y=27,9-0,1x

d) y=0,1x—27,9 e) y=-5,7—200x f) y=x/3,14

Skalorna langs x— och y-axlarna kan vara olika. Vilken linje hor till vilken illustration?
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Yy i) v (i) vy (iif)

y (iv) v (v) y (vi)

2.1.3 I figuren nedan illustreras graferna till de tre polynomen

a) x2—x b) x> —x c) x"—x

Vilken graf hor till vilket polynom?
G Y (ii)\ y / Y1 (i)

2.1.4 Bestidm nollstéllen och teckenvixlingar till féljande polynom:

8

a) X —4x b) x> —4x? +4x c) x*—4x?

2.1.5 I figuren nedan illustreras graferna till de tre rationella funktionerna

2 2 -
x*—1 x+1 ©) x2—1

Vilken graf hor till vilken rationell funktion?

y ‘ 0 ’Jy‘ L() uyu)
I (1

2.1.6 Bestim nollstéllen och teckenvixlingar till f6ljande rationella funktioner:

x> —2x? 1 2 -1
Q) —5 b 12 B _22
¥2_2 x+1 x*4x
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2.2 Potens- och exponentialfunktioner

Vi ldamnar de funktioner som definieras enbart med hjilp av de fyra rikneoperationerna och en variabel x.

2.2.1 Potensfunktioner

Potensfunktioner dr generaliseringar av monom; varje monom ir en potensfunktion.

En funktion f dr en potensfunktion om den ges av en formel av typen
) =k,

Tex ir f(x) = 3x°/% och g(x) = v/3x~ /2 = \/3/,/x potensfunktioner.
Exempel. Mantelarean av ett klot med volym V idr en potensfunktion av V.

Om r ir klotets radie giller att A = 4772 och V = 4773 /3, 54 att bade arean och volymen ér monom-funktioner av
variabeln r.

Vi ser att A3 /V? =367, sd att A = v/26wV?/3. Allts ir A en potensfunktion av V. O

Att bestimma defintionsmingden till potensfunktion f(x) = kx“ kan vara lite klurigt. Den beror pa vad a dr. Om a
ar ett positivt heltal tex 2 dr funktionen f(x) = kx? definierad for alla x. Om a = 1/2 ir f(x) = k+/x bara definierad
pé intervallet [0,00), d vs alla reella tal utom de negativa. Om a = —1 dr f(x) = k/x definierad for alla x utom
x=0.

Alla potensfunktioner ér atminstone definierade pa intervallet (0, oo].

Figuren illustrerar grafer till potensfunktioner f(x) = x* for nagra olika virden pa a.

Observera att potensfunktionen &r stringt avtagande pa (0,e0) om a < 0 och stringt vixande om a > 0. Den ir
konkav om 0 < a < 1 och konvex nédr a < 0 ochndra > 1.

Exempel. Volymen V och arean A av en (vuxen) individ i en specifik djurart &r proportionella mot kubiken
respektive kvadraten pa individens ldngd /.

Detta kan man forstd om man ténker sig att individen delas in i ett stort antal kuber som aproximerar dess volym
noga. Om lidngen dndras med en faktor i en kub éndars volymen med kubiken av faktorn. Pa samma sitt med arean.

Man fér alltsa att V (1) = kI* och A(I) = mI?, for nagra konstanter k och m. Av detta foljer att A = (m> /k?)'/3V?/3
eller
A=cV? 3,

om vi sitter ¢ till konstaten m> /k*. Det betyder att en individs area 4r en potensfunktion av individens volym. Man
liggermirke till att nér en individ vixer till i volym sa vixer arean langsammare.

Detta har konsekvenser for hur stora olika djurarter kan vara. For en encellig organism sker utbytet av fododamnen
och slaggprodukter genom arean, medan metabolismen sker i det inre och beror pa volymen. Forhéllandet V /A =
¢V1/3 kan dirfor inte vara forstort; metabolismen kan inte vara storre in mdjligheten att uppta fodoimnen. Den
kan heller inte vara for liten, for da skulle metabolismen inte ridcka till for att stodja arean. Det betyder att cv1/3
inte kan understiga ett visst virde och inte Overstiga ett annat. Diarmed dr den mojliga volymen for organismen
begrinsad av tva kritiska virden.

Resonemanget giller &ven om man betraktar flercelliga organismer och till arean riknar arean av organ som stodjer
metabolismen med upptag och utséndring, tex tarmar och lungor. Teskedsgumman kan inte finnas for hennes area
skulle vara for stor i férhallande till hennes volym. 0
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En potensfunktion dr bestdmd av tva punkter pa dess graf. Bestims

Exempel. Bestim en formel for potensfunktionen f som ir sadan att f(2) = 10 och f(4) = 5. ;\l;:ﬂt?er
Lésning. En formel for f ér av formen f(x) = kx?. De givna virdena ger ekvationerna Zﬁ‘a fon
10 = k-2¢
5 = k-44
Kvoten mellan den fosta och den andra ekvationen ger 2 = 27¢ (for 4% = 2¢-2%). Det ger a = —1, som i den forsta
ekvationen ger k = 20. Funktionen ir allts f(x) = 20x!. O

2.2.2 Exponentialfunktioner

Antag att vi far informationen att antalet bakterier i en viss bakteriekoloni vixer med r% varje timme. Om antalet Om talet
bakterier ir N stycken vid ett visst tillfille sa r de da (14 r/100)N efter en timme och (1 +7/100)%N efter tva ¢
timmar, oS V.

Men tillvixten sker sker helat tiden sa vi kan vara intresserade av att veta hur manga bakterierna &r efter sdg 10
minuter. Ett sitt att f4 en uppfattning om detta vore att dela r med 6 (eftersom det gar 6 - 10 minuter pa en timme).
Och chansa pa att de ér ungefér (14 r/(6-100))N efter 10 minuter.

r/100
Efter en timme skulle de d vara (1+7/(6-100))°N = ((1 +r/(6- 100))6'100/r) N. Detta dr inte precis samma
som (14 r/100)N, men det struntar vi i just nu.
Vi behover inte stanna vid sex delar av en timme utan kan téinka oss att vi delar den i n lika delar. Med motsvarande
resonemang skulle vi efter en timme fa
r r

n i
n-lOO) N_((l+n~100

(1+ )n-lOO/r)r/lOON.

Uttrycket (1 +r/(n-100))"19%/" ir intressant hir. For att forenkla for oss sitter vi & = r/(n-100) och ser att h
kommer allt ndrmare 0 ju storre n blir. Detta brukar skriva & — 0, nidr n — o och utlidses “h gar mot O nir n gar
mot odndligheten.

Forenklingen ger att vi vill undersoka (1+ ) Uk nir h nidrmar sig 0.

En beridkning med programvara ger f6ljande tabell:

h 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001
(14+n)Y" | 2.59374... | 2.70481... | 2.71692... | 2.71814... | 2.71826... | 2.71828...

Man kan visa att (14 h)l/ " nirmar sig ett speciellt tal, som man betecknar e, nir i — 0. Talet e kallas grénsvirdet
av (1+h)'/". Det skrivs

Definition
ave

==

e = lim (1+h)

h—0

och utliises limes av (14 h)'/" nir h gar mot 0. Efter en timme skulle bakterierna nu var
e /100 N.

Hir har det hdnt nat viktigt! For r har flyttat fran basen till exponenten. Om vi nu delar timmen i n delar och lika
sa r far vi efter en timme far vi en liket som faktiskt stimmer:

(er/(n-l()O) )nN — €r/100N
Vi kan latt berdkna antalet bakterier vid vilken tidpunkt som helst enligt:
tr/ 100.

antalet efter ¢ timmar = ¢
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Vi har fatt en funktion f(¢) = ¢/"/1%N som talar om hur ménga bakterierna ir efter ¢ timmar, dér 7 kan vara vilket
reelt tal som helst.

Enda problemet ir att det inte stimmer exakt efter en timme:

1% £ (14 7/100)

Losningen pa detta dr att vi ska anvinda ett annat virde pa r nir vi skriver det i exponenten dn nir vi skriver det i
basen. Precis hur man beriknar detta virde ska vi aterkomma till i avsnittet om logaritmer.

Det r vi anvénde fran borjan mitte den procentuella tillvéixten per timme. Nir vi anvéinder r i exponenten méter — Tillviixt

det den procentuella kontinuerliga tillvixten. I$l<l)ntinuerlig
tllvaxt
En funktion f &r en exponentialfunktion om den ges av en formel Exponential-
funktion
f(x) = ma",

dédr a > 0, m och k &r konstanter som inte dr 0. Observera skillnaden mot potensfunktion; i en sadan star vari-
abeln i basen, medan den star i exponenten i en exponentialfunktion. Enligt riknereglerna for potenser kan en  Exponential-

exponentialfunktion ocksa skrivas f(x) = mb* dir b #r konstanten b = a*. fl““k‘i_on
ar x 1

Den i sidrklass vanligast forekommande exponetialfunktionen i expo-

tillimpningar &dr den nir a = e. I sjdlva verket kan varje annan ex- o oF nenten

ponentialfunktion skrivas om med e som bas, som vi kommer att

se 1 avsnittet 2.4 om logaritmfunktioner. — . ,

I figuren hér intill ser du grafen till exponentialfunktionen f(x) = e/

€ for nagra olika virden pa k. 5

Funktionen &r definierad for alla reella tal x. Den &r konvex och

avtagande om k < 0 och véxande om k > 0. Man talar om expo- ; i

nentiellt avtagande respektive exponentiellt vixande. Konstanten Exponenti-

k kallas den kontinuerliga forindringstakt med vilken funktionen P X . ellt

avtar eller viixer. vixande
avtagan-

Observera att f(x) = ek alltid 4r positiv och att en exponentiellt avtagande funktion nirmar sig O nir x blir stort, ~de
dvsx — oo. En exponentiellt vixande funktion gér mot 0 nidr x — —eo. Ligg ocksa mirke till att £(0) = 1.

Fran riknereglerna for potenser foljer rikneregler for en exponentialfunktion f(x) = e

f(erxo) _ ek(x-‘er) _ ekx-'rkxo _ ekxekxo _ f(x)f(xo)
flmx) = ) = ()= (f )"
Den forsta likheten ger f(x+ 2xp)/f(x+x0) = f(x+x0)/f(x) = f(x0), dvs att kvoten mellan virdet i tva pa
varandra foljande jaimnt fordelade tal &r konstant.

Exempel. Raderna i tabeller anger mitvirden for en linjér funktion, en potensfunktion och en exponentialfunktion.
Ange en formlen for var och en av funktionerna.

X 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
F(x) | 3,0000 | 5,1840 | 82320 | 12,2880 | 17,4960 | 24,0000
g(x) | 27,0000 | 41,8998 | 65,0221 | 100,9042 | 156,5877 | 243,0000
h(x) | 1,0000 | 1,8000 | 2,6000 | 3,4000 | 42000 | 5,0000

Losning. Mitvirdena pa variabeln ir jamnt fordelade: de irx =1+n-0,2dirn=0,1,...,5.

For en linjér funktion géller da att skillnaden mellan virdet i tva pa varandra f6ljande x-virden
ar konstant. For en exponentialfunktion géller da att kvoten mellan vérdet i tva pa varandra
foljande x-vérden 4r konstant.

Genom att titta i tabellen ser vi att skillnaden mellan tva pa varandra foljande funktionsvirden &r konstant (0,8000)
bara for i(x), s& den ir linjér.

Vi ser ocksa att kvoten mellan tvé pa varandra foljande funktionsvirden for f(x) ger :

5,1840 8,2320 12,2880 17,4960 243,0000
= —1,5880, 52320 = 1,4927, 122880 1,4238, 122880 ~ 1,3717.
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Det betyder att f(x) inte &r en exponentialfunktion utan en potensfunktion. Alltsé dr g(x) exponentialfunktionen.
Vi tittar pa de successiva kvoterna av funktionsvirden for att vara pa den sikra sidan:

41,8998 65,0221 100,9042 156,5877 243,0000
: =1,5518, —— =1,5518, ——— =1,5518, ——— =1,5518, ———- =1,5518.
27,0000 ’ " 41,8998 ’ 65,0221 ’ " 100,9042 ’ " 156,5877 ’

Funktionen f ges alltsa av f(x) = kx* for nigra konstanter k och a. Av tabellen far vi 3 = f(1) = k, och 24 =
f(2)=k29=3-2% 542 =8 och a =3. Alltsa

flx)=3-x°.

Funktionen g ges av g(x) = mb*. Av tabellen ser vi 27 = f(1) = mb och 243 = f(2) = mb*. Kvoterna mellan dessa
ger b =243/27 =9 sd att 27 =m-9 och m = 3. Alltsa

glx)=3-9%

Funktionen & ges av h(x) = kx+m. Av tabellen ser vi 1 = h(1) =k+moch 5 = h(2) = k-2 + m. Skillnaden mellan
dessa ger 4 = k, som ger m = —3. Alltsa

h(x) =4x—3.

Generellt géller att tva métpunkter pa grafen ricker for att bestimma en formel for sa vl en
linjdr funktion, en potensfunktion som for en exponentialfunktion.

Exempel. En patient far en medicin via dropp. Kvantiteten g(r) av den verksamma substansen i blodet vid tiden ¢
ges dd av g(t) = S(1 — e "), dir k och S 4r nigra positiva konstanter. Vad betyder S? Skissa grafen till g.

Losning.

Eftersom k > 0 giller att e ¥ — 0, niir f — oo (exponentiellt avtagande). Det bety-
der att S dr den kvantitet som finns i blodet langsiktigt: S &r mittnadskvantiteten. S
Om vi gor en omskrivning far vi Se ¥ = § — ¢(t) som #r exponentiellt avtagande.
Det betyder att g(¢) ndrmar sig S pa ett sitt som gor S — ¢(¢) exponentiellt avta-
gande. I figuren &r linjen som &r parallell med z-axeln och gar genom S pa g-axeln
streckad. Det ér rimligt att ¢(z) nidrmar sig ett stabilt viirde S, trots att mer tillfors

hela tiden, eftersom substansen ocksa utsondras ur kroppen.

0

For radioaktiva amnen brukar man ange deras halveringstid T, d vs den tiden det tar for en viss midngd av dmnet
att halveras. Denna tid visar sig vara oberoende av den ursprungliga mingden. Om f(z) betecknar méngden vid
tiden 7 giller alltsé f (¢t +T) = f(¢)/2. Med lite riknande kan man komma fram till att f maste vara en exponenti-
alfunktion, d vs av formen f(1) = ma*'. Sitter vi t = 0, ser vi att £(0) = m, s& m &r méngden vid tiden 0. Sedan &r
m/2 = f(T) = mdT, sa aT =271,

Med detta far vi sedan behindigt
£(t) = md" = m(d"y/T = m2 T

2.2.3 Ovningar

2.2.1 En potensfunktion f har en graf som gar genom punkterna A och B. Bestim f(2) och om f &r vixan-
de/avtagande, konkav/konvex nir

a) A=(1,4)ochB=(4,2) b) A=(2,3) och B=(6,27) c) A=(8,16) och B=(27,81)

2.2.2 Enligt en formel kan en persons kroppsarea (mitt i kvadratmeter) uppskattas med
a = 0.007!7/405,29/40

dér v dr vikten i kilogram och % @r hojden i centimeter.
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a) Vilken dr i sa fall kroppsarean av person som viger 64 kg och &r 160 cm lang?
b) Vad viger en person som har kroppsarean 1,5 m? och ir 180 centimeter 1ang?
c) Los ut 2 som funktion av a for personer med vikten 70 kg.

2.2.3 Nedan illustreras fyra funktioners grafer. Samtliga funktioner har att géra med exponentialfunktioner. Ange
en mojlig formel for var och en av dem.

2.2.4 1 foljande uppgifter dr en av de tre funktionerna en potensfunktion, en exponentialfunktion respektive en
linjdr funktion. (Vérdena dr ndrmevérden.) Vilken dr vad?

a)
X 0,1 0,2 0,3 0,4
f(x) | 1,071773463 | 1,148698355 | 1,231144413 | 1,319507911
2(x) 0,001 0,008 0,027 0,064
h(x) 2.0 3,0 40 5.0
b)
X 0,1 0,2 0,3 0,4
fx) [ 40 4,84 5,76 6.76
glx) | 50 4,6 42 3,8
h(x) | 9,0 [ 11,21157846 | 13,96661017 | 17,39863840

2.2.5 Vilka av foljande funktioner dr exponentiellt avtagande och vilka &r exponentiellt vixande?

a) f(1) =156 b) f(t) =2e0 o) f(r)=7"% d) f(t) =9e V2

2.3 Invers till funktioner

En stek placeras i en ugn som haller temperaturen 175°C. Om f(¢) dr stekens temperatur vid tiden ¢ efter att den
sitts in ges funktionen av f(¢) = 175 — Ce ¥ enligt Newtons virmelag, for nigra positiva konstanter C och k.
Eftersom Ce ¥ ir exponentiellt avtagande nirmar sig stekens temperatur 175 nir 1 — oo

Om steken har temperaturen 7y nér den sitts in dr Ty = 7(0) = 175 —C, sé

C = 175 — Tp. Efter den preciseringen har vi alltsa 175
100
ft)=175—(175=Ty)e ™. T

Grafen till f illustreras i figuren f*l(il()())

Vid varje tidpunkt kan vi beriikna stekens temperatur. Men vi skulle ocksa

kunna vinda pa steken och anvind den som en klocka. Om vi 6ppnar ungen och avliser en vil placerad kottermo-
meter kan vi faktiskt sdga hur lang tid det gatt sedan den stoppades in i ugnen. Tiden ¢ ir en funktion av stekens
temperatur 7. Den funktionen kallas inversen till f och betecknas f~!. Tex dr f~!(100) den tid det tar for steken
att fi temperaturen 100°C. Ligg noga mirke till att f~!(T) inte alls dr 1/f(T)!

For att hitta en formel f~!(T) #r skulle vi behova losa ut ¢ ur likheten T = 175 — (175 — Ty)e ™™, dér nu T ar
given. Det klarar vi inte riktigt med de funktioner vi har nu, men principen &r klar; ibland gar det att vinda om en
funktion. Med hjilp av grafen kan vi avlisa vad f~!(T) #r for en given temperatur 7.

En funktion f &r inverterbar om det for varje (fixt) y finns hogst en 16sning till ekvationen
f(x) =y, dér x dr den obekanta.
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I figuren till hoger har ekvationen yg = h(x) tre

l6sningar, men yy = g(x) bara en. Villkoret att Yo
det for varje y finns hogst en 16sning x till ekva-

tionen f(x) =y, &r samma som att séiga att varje

linje parallell med x-axeln skér grafen hogst en

gang. T ex dr det ddrmed klart att

alla strangt vixande och stringt avtagande funktioner &r inverterbara.

Samtidigt star det klar att t ex funktionen g(x) = x? inte dr inverterbar, eftersom tex ekvationen 1 = f(x) = x? har
tva 1osningar x = £1.

For en inverterbar funktion f kan man definiera dess invers f~! genom att lata f~!(y), for fixt y, vara 16sningen
till ekvationen y = f(x), dér x dr obekant. Om om ekvationen saknar 16sning for nagot y, sa betyder det att y inte
ingér i defintionsmingden till £~

Exempel. Den linjira funktionen f(x) = 5x —4 ir stringt vixande eftersom riktningskoefficienten dr positiv. Den
har alltsé en invers f~! som vi nu beriiknar en formel for.

f~(y) dr 16sningen till ekvationen y = 5x — 4 dir x #r den obekanta. Det ger f~'(y) = x = (y +4)/5. Nu &r
det ju vanligast att man kallar variabeln i funktioner f6r x. Om man tex vill rita grafen till f och f~! i samma
koordinatsystem, sd maste de ha samma variabel. Men det ir litt ordat: det dr bara att byta ut y mot x i formeln, sa
att f~1(x) = (x+4)/5.

Man ska observera att det inte 4r nagon skillnad mellan f~!(y) = x = (y+4)/5 och f~'(x) = (x+4)/5, de ger
samma formel for funktionen f~!. Bada siger att f~!(reellt tal) r en femtedel av summan av det reella talet och
fyra. U

Exempel. Funktionen f(x) = x+ 1/x dr inte inverterbar. Vi ser det om vi forsoker 1osa ekvationen y = x + 1/x.
Om vi multiplicerar bada sidor med x fir vi yx = x*> + 1 som ger andragradaren 0 = x> — yx + 1. Losningarna till
den dr x =y/2+ +/y2/4 — 1. Vi ser att vi far tvd 16sningar om tex y = 4 nimligen 2 4 /3. O

Exempel. Funktionen f(x) = /x ér striingt vixande och definierad utom nér x 4r negativt. Den har en invers och
f~(y) dr 16sningen till y = \/x, dvs x = y>, men bara om y inte dir negativt. Det betyder att f~!(y) = y?, men att
den bara ér definierad nir y ligger i intervallet [0,00). O
Vi har alltsa, enligt definitionen, att

F0) =% precis nir y= f(x)

Om vi anvinder f pa den forsta likheten far vi f£(f~'(y)) = f(x) som dr y enligt den andra. Om vi anvinder f~' pa
den andra likheten far vi f~!(y) = f~!(f(x)), dir f~'(y) = x enligt den forsta. For en inverterbar funktion giller

fUN) =y och f(f(x)=x,

s& man kan siga att en funktion f och dess invers f~! upphiver varandra. Aterigen, observera att det inte dr nagon
skillnad pa att skriva f(f~'(y)) =y eller f(f~'(x)) = x. Bida siger att om man tar f~' av ett reelt tal och sedan
anvinder f pa resultatet sa far man tillbaka det tal man startade med.

Antag nu att vi vill rita grafen till f och f~! i samma koordinatsy-
stem. For att rita grafen till f ska vi pricka in alla punkter (x, f(x))
och for att rita grafen till f~! alla (x, f~'(x)). Om vi kastar om
ordningen pa forsta och andra koordinaten betyder det att vi speg-
lar grafen i linjen x = y i planet. For grafen till f far vi da punkterna
(f(x),x) = (f(x), f~1(f(x))) som faktiskt &r en punkt pa grafen till
f~!, eftersom andra koordinaten dr f~! av den forsta.

Det betyder att

Grafen till £~! 4r spegelbilden till grafen av f i linjen x = y.
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2.3.1 Ovningar

2.3.1 Lat f(¢) vara vikten i kg hos en viss individ av en djurart, vid tiden 7 miitt i r.

a) Ar f inverterbar?

b) Om du tinker dig att individen &r under stadig utveckling i ett visst intervall av tiden [0, 20]. Vad betyder

da f(15) och f~1(15)?

¢) Om individen &r du sjilv, dr da f inverterbar?

2.3.2 Vilka av foljande funktioner dr inverterbara? Bestdm inversen om den finns. Anvind x som variabel i inver-

sen.
a) fx)=x>-2 b) glx)=x>-2 ¢) h(x)=—4x+5
d) k(x) =x*—2x+2 med defintionsmingd [1, )
\\ )
\ f
\\ 7\\‘ %g
2.3.3 Ifiguren syns graferna till fyra funktioner f, g, h och k. Avgor om de ar / VA ;
inverterbara. RN
~No T h
A
f
RN
==/ N //(]’
N \
2.3.4 I figuren syns graferna till fyra funktioner f, a, b och c. En av a, b och AR <’
c #r grafen till £~!. Vilken? ///’ \\\ \X b
[ [N
X le

b

2.3.5 1 figuren syns graferna till de inverterbara funktionerna f och g~'. Be-
stim ndrmevirden till £~!(2) och g(2).

2.4 Logaritmfunktioner

Eftersom exponentialfunktioner antingen ir stringt vixande eller stringt avtagande &r de inverterbara.

Vi tittar nirmare pa f(x) = e*. Inversen f~! till den kallas den naturliga
logaritmen och betecknas normalt med In. Vi har alltsé att

Iny=x precisnir y=¢"

For att berdikna In5 ska man alltsa fundera pa vad man ska vilja x till for att
fa ¢ = 5. For att berikna In1 ska vi 16sa 1 = ¢*, som har 16sningen x = 0, -
saattlnl =0. =

Inz

Grafen till Inx &r spegling av grafen till e i linjen y = x, och dirfor ar Inx 7 1

en stringt vixande funktion som ir konkav. Vidare giller att Inx bara ir

definierad for positiva x. Dessutom gar Inx mot o#4ndligheten nir x gar mot 21

odndligheten och mot negativa odndligheten nér x ndrmar sig 0.

Mycket viktiga rikneregler for logaritmer, ddr a > 0 och b > 0 (sa att loga-
ritmerna dr definierade):
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In1=0 Ine=1
a
Inab = Ina +Inb, In (5) — Ina—Inb,
1
In <7> = —Ina, In(a®) = clna,
a
et =g In(e?) = a, dir a dr godtyckligt
Speciellt ser vi att In omvandlar en produkt till en summa och en kvot till en differens. In om-
dl
Alla ridknereglerna foljer av att Inx dr invers funktion till ¢* tillsammans med réknereglerna for potenser. ;f:duirt
Tex har vi "% = gb = M@t = onatinb yijjket ger rikneregeln Inab = Ina+ Inb. ;illllmma
Exempel. Forenkla In(1/e?) kvot till
differans

Losning. Med riknereglerna fa vi

In(1/e?) = —In(e?)=—2Ine=-2
O
Exempel. Forenkla 3In2+2In3 —41n \/5
Losning. Med riknereglerna fa vi
3In2+2In3—-4InvV6 = In23+In3? —ln(\f64) =1n8+1n9—1n36 =1In(8-9/36) =1n2
O

Nir vi inforde exponentialfunktionen diskuterades problemet att bestimma den kontinuerliga tillvixttakten nér det
var givet att tillviixten efter en timme var r%. Vi kan nu 16sa det. Vi vill bestimma ry s att ¢/1/1%0 =14 r/100.  Tillvixt

Vi tar logaritmen av bada sidor och féar kontra
kontinu-
erlig

r1/100 =1n(14r/100), eller r; =100In(1+ r/100) tillviixt

Man kan visa att nir ¢ dr litet (néra 0) giller att In(1+¢) /& ¢ sd nér r &r litet & r; = 100-r/100 = r, men i allménhet
dr r nagot storre n ry, nagot som banker utnyttjar i sin marknadsforing nér de anger den kontinuerliga rintan, som
omriknat till arlig rinta blir nagot hogre.

Exempel. En bakteriekoloni vixer i antal med den kontinuerliga tillvixttakten 3% per timme. Hur lang tid tar det
innan bakterierna fordubblats?

Losning. Lat oss siga att antalet bakterier dr N vid tiden r = 0. Deras antal vid tiden ¢ (i timmar) dr dd Ne®%¥. Vi

vill 16sa Ne® 03 = 2N, eller €9 = 2. Vi tar logaritmen av bida sidor och far

0,03t = 1n(2) eller r = 1001n(2) /3 = 23, 104. Sa svaret &r efter lite drygt 23 timmar. O

24.1 Andra logaritmer

Alla exponentialfunktioner f(x) = a* ér stingt avtagande eller viixande och dirfor inverterbara. Inversen till f(x) =
a* brukar kallas a-logaritmen av x och betecknas log,, x.

Vi har att ¢'°%* = x, s& man kan tinka pa log, x som det tal man ska upphéja a till for att fa just x.

c=log,x betyderatt a‘=x

De rikneregler som géller for den naturliga logaritmen géller for alla logaritmfunktioner.
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Exempel. Berikna log,,(0,01) och 10718105,
Lisning. Vi har log;(0,01) = log,;(1072) = —2log,((10) = —2, fér log,, 10 = 1 eftersom 10! = 10.
Vi har 107102105 = 1 /1008105 = 1/5. O

Exempel. Forenkla log;,50 —log;(0,5.

Losning. Vi har log,,50 —log,(0,5 = log,,(50/0,5) = log,,(10%) = 2. O
Alla exponentialfunktioner kan skrivas med den naturliga exponentialfunktionen. Om f(x) = ma** har vi
f(x) — makx — melnak’x — mexklna.

Lika sa kan alla logaritmfunktioner skrivas med hjélp av den naturliga logaritmen. Vi har att

x = alog,,x — (elna)logax — elnalogax7

Inx

men eftersom x = e"* ger detta

1
Inx =Inalog,x, eller log,x= 12—2.

2.4.2 Logaritmisk skala

Att rita grafer till exponential- och potensfunktioner pa papper blir ofta ganska svart eftersom de viixer eller avtar
snabbt. Om man till exempel vill rita grafen till potensfunktionen f(x) = x> nir x ligger mellan 0 och 3 ska man
ha en y-axel som gar fran 0 till 27 medan x-axeln bara behover ga mellan O och 3.

Logaritmer #r ett utmérkt hjdlpmedel for att rita grafer till sadana funktioner. Idén r att i stéllet for att markera tex
y-vidrden pa vanligt sitt 14ngs den lodriita axeln s markerar man logaritmen Y = Iny av av y-virden. Man anvinder
da logaritmisk skala lings den lodrita axeln. Det 4r ocksd vanligt att man anvénder 10-logaritmen ¥ = log;,(y) av
y i stillet for den naturliga logaritmen. Skalan blir da mer ldttldst eftersom vart sétt att skriva tal anvénder basen
10.

e 612 (ig 84 6’5 y

} } — }

1 2 3 4 5 Y =Iny

10 10* 10 10* 10° y

1 2 3 4 5 Y =loggy

Antag att vi vill rita grafen till f(x) = 3 -5/ dir vi anvinder 10-
logaritmisk skala ldngs den lodrita axeln. Vi ska da i stillet for att
pricka in punkter (x, f(x)) pricka in (x,log;y(3¢"/?) = (x,log;o 3 +
xlog;y(5)/2). I praktiken betyder det att vi ritar grafen till linjen
Y = xlog;((5)/2+log;( 3 i koordinatsystemet.

Y =logy4(3) + logyo(5)x/2

Om man anvinder en logaritmisk skala ldngs bara en av axlarna

brukar man sdga att man anvédnder semi-logaritmiskt koordinatsy- S

stem.
102 Antag att vi vill rita grafen till potensfunktionen f(x) = 5-x'"/7. Vi
10! tar logaritmen log,,(f(x)) =log;y 5+ 111log,¢(x)/7. Om vi anvén-
100 der logaritmisk skala lings bada axlarna, X = log;(x),Y =1logoy
pi] Y =10810(5) + 111ogy(2) /T = log,o(5) + 11X/7 betyder det att vi ska rita den rita linjen ¥ = log;q 5+ 11X /7.
1072 Om man anvinder en logaritmisk skala lings bada axlarna brukar
10— man siga att man anvénder dubbel-logaritmiskt koordinatsystem.
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e Om man anvinder logaritmisk skala langs den lodrita axeln blir grafen till en exponen-
tialfunktion en rit linje.

e Om man anvénder logaritmisk skala ldngs bada axlarna blir grafen till en potensfunk-
tion en rit linje.

2.4.3 Ovningar

2.4.1 Forenkla

a) Ine? b) Iny/e ¢) In(1/e) d) In(1/é?) e) e’ f) e In3
2.4.2 Forenkla

a) log;y1000 b) log;,0,01 ¢) 10"°20* d) 1021007 &) [0~lgwt ) 1071021003
2.4.3 Skriv om foljande som logaritm av ett uttryck

a) 3lna b) Ina+2Inb ¢) clna—Inb d) ¢c—3Inb

2.4.4 1 figuren ser du grafen till tre funktioner f, g och & ritade semiloga-
ritmiskt med 10-logaritmisk skala lings den lodrita axeln. Bestdim en
formel for var och en av funktionerna

2.4.5 1 figuren ser du grafen till tre funktioner f, g och & ritade dubbelloga-
ritmiskt med naturliga logaritmer. Bestim en formel for var och en av
funktionerna

2.5 Ekvationer med exponential- och logaritmfunktioner
2.5.1 Ekvationer med exponentialfunktioner

Vi ska hir 16sa nagra exempel pa ekvationer som innehéller exponentialfunktioner.

Ekvationen a
a=>b

Il
S

kan 16sas genom att man logaritmerar bada sidor. Man far da
xIlna =Ina* =1nb,
som ger x = Inb/Ina. Logaritm-

Exempel. Los ekvationen 5* = 14. erne

Lésning. Vi logaritmerar och far In(5°) = xIn5 =1n14, sd x =In14/1n5 (= logs 14). O

Exempel. Utsldpp av klorfluorkarbonater (som anvénds/anvindes i tex luftkonditionering och harspray) forstor
ozonlagret i den 6vre atmosfiren. Antag att ozon sonderfaller med den kontinuerliga takten av 0,25% per ar. Vilken
dr da den tid det tar for ozon att halveras (den sa kallade halveringstiden).

31



Losning. Antag att kvantiteten ozon 4r Q vid tiden ¢ = 0. Vi far veta att ozonet da vid tiden ¢ ir g(t) = Qe~0002%
och #r intresserade av att bestimma ¢ sa att () = Q/2. Vi ska alltsd 16sa ekvationen Qe %0925 = /2 eller

670,0025t — 1/2

Logaritmering ger —0,0025¢ = —In2 och t = 4001n2 (=~ 277,2589). Svaret ir alltsé ungefir 277 &r. O

Exempel. Bestim inversen till funktionen f(z) = 50e%%.

Losning. Vi har att f~!(s) =1 om s = f(¢) = 50%% si vi ska l6sa ut  med hjilp av s i ekvationen s = 50e*4 .

Logaritmering ger Ins = In50+ 0,47 och vi fér f~!(s) =t = (Ins —In50)2,5 = 2,51In(s/50). Svaret #r alltsa (om
vi anviinder ¢t som namn pa variabeln i £~ 1) att f~1(t) = 2,51In(¢/50). a

Ekvationer som innehaller uttrycket ¢* kan i bland 16sas med substitution, dvs genom att man sitter ¢* lika med
en ny variabel.

Substitutionen z = a* ger tex i a®* —3a* "> +a>* att
a*=3a"+a = (a") —3a2d" +d’(a") " =P+ 37/ +d [z

Exempel. Los ekvationen 2° +2%! = 6.

Losning. Vi observerar att 2¥~! = 2271 = 2¥/2. Hogra ledet ir dirfor 2* +2%/2 = (3/2) - 2. Vi ska alltsa 16sa
(3/2)2* = 6. Om vi multiplicerar bada sidor med (2/3) fir vi 2¥ = 4 = 22 s4 svaret #r x = 2.

Vi kan ocksa 16sa detta genom att gora substitutionen z = 2*. Ekvationen blir dd z+z/2 = 6, eller 2* =z =4, s4
x=2. O

Hir &r ett exempel dédr man kan gora en sa kallad substitution och fa en ekvation av grad tva:

Exempel. Bestim reella 16sningar till ekvationen e* — ¥ —2 = 0.

Lisning. Vi observerar att >* = (¢*)?, s& om vi sitter z = ¢* blir ekvationen z?> — 7 —2 = 0, som &r en hederlig

andragradare med losningarz =1/2++/1/4+2=1/24+./9/4=1/2+3/2. Vifaralltsiz=4/2=2o0chz=—1.
Men det var inte z utan x vi ville ta reda pa. Vi far tva fall:

e ¢“ =z =2. Vilogaritmerar och far x = In(e*) = In2
e ¢ =z = —1. Ekvationen saknar 16sning eftersom e* alltid &r positivt.

Svaret ir alltsd x = In2.

2.5.2 Ekvationer med logaritmer

Ekvationen

log,x=">
kan 16sas genom att man tar a upphojt till bada sidor (exponentierar) Man far da

x= alogax — ab

Exempel. Los ekvationen log; (x?) = 6.

Losning. Vi expontentierar bada sidor genom att upphdja 3 i dem och far da
xz — 310g3x2 — 367

s x =433 =+27.

En liten varning dr pa sin plats hir. Det #r kanske frestande att skriva om log;(x?) som 2log;x, men observera
att dessa bara ir lika om x > 0 och att man i s fall tappar bort 16sningen x = —27. Anledningen r att log (x?) &r
definierat for alla x # 0, men att log; x bara &r definierat nir x > 0.
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Exempel. Bestéim inversen till funktionen f(¢) =2 —31nx.

Vi har att f~!(y) =xomy= f(x) =2 —3Inx, sa vi vill I6sa ut x ur ekvationen y = 2 — 3Inx, eller Inx = (2 —y)/3.
Vi exponentierar och fir x = ¢"™* = ¢(>=)/3, Det betyder att ' (y) = ¢(>=»)/3, eller om vi anviinder x som namn
pa variabeln

f_l(x) — E(Z_X)/S.

Exempel. Los ekvationen 2In(x—1) +In(x+1) = 31nx.

Losning. Vi observerar att for att logaritmerna ska vara definierade maste i tur och ordning x > 1, x > —1 och
x > 0. Alla 16sningar maste alltsa vara > 1.

Vi exponentierar och far
()C* 1)2(X+ 1) _ eZln(x—1)+ln(x+1) — 3nx _ 3

Vi ordnar 0 i ena ledet och utvecklar:

0 = P—x-12x+)=>-@@-24+D)x+1) - =P -—x+1)=+x—1.

Andragradaren har de tva losningarna x = —1/2 4 /1/4+1 = (£/5—1)/2. Av dessa ir det ingen som &r > 1,
sa ekvationen saknar lisning. O

2.5.3 Ovningar

2.5.1 Los foljande ekvationer
a) 2°=3 b) 37 ¥ =e¢ ¢) In(x—1)+In(x+1)=2
d) In(x—2)—1In(x+1)=1n2 e) 2In(x)—In(x+1)=—1In2

2.5.2 1borjan pa 60-talet skedde utsldpp av radioaktivt strontium pa grund av kdrnvapenprovspriangningar. Det togs
upp i ménniskors skelett. Om halveringstiden for strontium-90 &r 29 ér, hur stor andel av det som upptogs
1960 fanns da kvar i en person ar 2000? (Anviind en exponentialfunktion av typen a2**.)

2.5.3 Los ekvationerna
a) e =¢"+6 b) 2¢*=3 c) 105421001 =42
d)y 100—10v1=2,7 e) e +6eF=35.

2.5.4 En stek med temperaturen 20° C, sitts in i en ugn som haller den konstanta temperaturen 175° C. Ste-
kens temperatur dr di 175 — (175 — 20)e™* vid tiden ¢, for nigon konstant k. Efter 20 minuter har steken
temperaturen 30° C. Den 4r klar nér temperaturen dr 70° C. Nér &r steken klar?

2.5.5 En bakteriekoloni férdubblas i antal pa 5 timmar. Hur lang tid tar det innan den tredubblats?

2.5.6 Du tar hostdimpande hydrokondonbitartrat. Vid ¢ timmar efter intag aterstar 10(0,82)" mg av preparatet i
kroppen.
a) Hur mycket tog du av preparatet?
b) Hur ménga procent finns kvar i din kropp efter en timme?
¢) Hur mycket finns kvar 6 timmar efter intag?

d) Hur linge drojer det innan bara 1 mg finns kvar i kroppen?
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2.6 Nya funktioner fran gamla
2.6.1 Forskjutningar och tojningar

Om f ér en funktion och ¢ en konstant kan vi fa en ny funktion g genom att sitta
g(x) = c¢f(x). Grafen till g &r litt att fa fran grafen till f : varje virde till f &r
mulplicerat med c¢. Grafen till g dr da en tojning med faktorn c i lodrit led om ¢ > 0.
Om ¢ < 0 ska dessutom grafen speglas i den vagrita axeln.

Om 0 < ¢ < 1 krymper tojningen grafen och om ¢ > 1 dras grafen ut.

Om f &r en funktion och ¢ en konstant kan vi ocksa fa en ny funktion g genom att
sitta g(x) = f(x+c). Igen &r det litt att forsta hur grafen till g ser ut utgdende fran
grafen till f : vi ser att g i x har samma vérde som f har i x+c. Om ¢ > 0 betyder det att vi far grafen till g genom
att forskjuta grafen till £ vagritt &t vénster med c enheter. Ar i stillet ¢ < 0 ska forskjutningen goras &t hoger.

Vi kan ocksa fé funktionen f(x) + ¢ vars graf fas fran grafen till f genom forskjutning lodritt uppat om ¢ > 0 och
nedat om ¢ < 0.

Exempel. Skissa grafen till f(x) = x>+ 6x+5.

Losning. Vi kvadratkompletterar och far f(x) = (x+3)%> —4. Vi
far grafen till (x+ 3)? genom att forskjuta den vilbekanta
grafen till x? at vinster med 3 enheter. Grafen till f far vi
sedan genom att forskjuta resultatet —4 enheter nedat.

O

Grafen till alla polynomfunktioner av grad 2 kan fas pa liknande vis fran grafen till x°.

Exempel. Skissa grafen till f(x) =3 —e>~*.

brd

/L

Losning. Grafen till e ir vilbekant. Grafen till ¢>~ = e~ (2 f3g
fran den genom forskjutning at hoger 2 enheter. Grafen
till —e?~* far vi genom att spegla resultatet i den vagrita
axeln. For att sedan fa grafen till f(x) forskjuter vi resul-

tatet av det 3 enheter uppat.

-

L Ay

2.6.2 Sammansittningar

Exempel. Ett fartyg har gjort ett olje utstépp i stilla vider i ett omrade utan namnvirda havsstrommar. Vi utgar
fran att det ger en cirkulir flick pa havsytan. Arean av den ir en funktion av flickens radie r : A = 772, Men radien
dindras med tiden sé att den #r en funktion av tiden, 1at oss siga att 7(¢) = 200(#2/(1 4 ¢*) med enheten meter. Det
betyder i sin tur att oljefickens area ir en funktion av tiden och att A(r(¢)) = 7r(¢)? = 400007 (¢? /1 +1%)>. O

Givet tva funktioner f(x) och g(x) kan man bilda nya funktioner genom att ta deras sammanstdtiningar: f(g(x)) Samman-
och g(f(x)) sdttning
Exempel. Lét f(x) = x?> och g(x) = ¢* + 1. D& ir

flgx) =gx)?> = (¢"+1)> =¥ +2e +1
g(f(x) =W 1=¢" 41,

som dr tva helt olika funktioner. O
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Exempel. Skriv funktionerna A(t) = (1+13)?" och k(x) = —e*" som sammansittningar.

Losning. Det finns inte bara ett siitt att gora detta pa, men vi ska dstadkomma exempel pa hur det ska goras.

Om vi siitter f(t) =7 och g(t) = 1 +¢3 sé har vi att a(t) = f(g(t)).

Om vi sitter f(x) =2x och g(x) = —e*, sé har vi att g(f(x)) = k(x). O

Till skillnad fran t6jningar och forskjutningar finns det inget létt sétt att visualisera grafen till f(g(x)) om grafen
till f och g &r kénda.

2.6.3 Ovningar

2.6.1 Forenkla foljande om f(x) = x> + 1
a) flt+1) b) f(:*+3) o) (f(1)*+3
2.6.2 Forenkla foljande om f(x) = 3x> 4 1 och g(x) = x?
a) f(g(x)) b) g(f(x))
2.6.3 Skissa graferna till foljande funktioner
a) x*+3x—4 b) 3—dx—x’ c) &3
d) e'*43 e) In(x+3)+3 f) In(1/(x+3)%)—1

2.6.4 Skriv 2In(x — 1) —In(x+ 1) som en sammansittning av en logaritm och en rationell funktion.

2.6.5 Figuren nedan illustrerar graferna till tva funktioner. Anvind dem for att uppskatta

a) f(g(1)) b) g(f(1)) o f(s(2) d) g(f(2))
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3 Derivator

3.1 Derivatan som forindringstakt

Exempel. En hungrig student har slagit pa stort och kopt en stek for att smorja kraset en helg. Steken sitts in
i ugnen med en vilplacerad stektermometer. Aromen far det att vattnas i munnen. Under de forsta tio minuterna
stiger temperaturen raskt och studenten, som hoppas pa snar fortiring, 1ser ett sudoku for att skingra tankarna.
Nir det #r klart avlidses termometern igen. Men nu visar sig temperaturen stiga i en besvirande langsam takt. [

I exemplet finns det en funktion f i bakgrunden:f(x) temperaturen som stektermometern visar vid tidpunkten x.
Det handlar om att virdet pa funktionen f fordndras i olika takt vid olika virden pa variabeln x.

Y For att mita i vilken takt funktionens virden foréndras i ndrheten av ett spe-

fla) : cifikt virde x = a pa variabeln ska vi ta reda pa fordndringen i funktionens

f(x2) vérden i forhallande till fordndringen i variabeln. Lat oss vilja ett virde pa

Fla1) variabeln x i nidrheten av a (x # a). Ett matt pa forindringstakten i a ges da
av den sa kallade differenskvoten

‘ — . .

1 a ) f (x )
Figur 9: Olika differenskvoter nir x = x; re- X
spektive x = x;.

—f(a)
—a
d v s fordndringen i funktionsvirden mellan x och a i férhéllande till férénd-
ringen mellan x och a, variabelns fordndring. Det dr i detta sammanhang
brukligt att man infor beteckningen Af som forkortat skrivsitt for forandringen i funktionsvérde f(x) — f(a) och
Ax for fordndringen i variabelns virde x — a, sa att differenskvoten kan skrivas

e fl)— f(a))
Ax x—a ’

men detta beteckningssétt gor talet a osynligt, trots att det i sjdlva verket &r viktigt.

Ligg mirke till att differenskvoten #r riktningskoefficienten for linjen genom punkterna (a, f(a)) och (x, f(x)).

Vid nidrmare eftertanke star det klart att detta inte fungerar som matt pa funktionens foréndringstakt i a. For det
forsta sdgs ju inget om hur nira x ska ligga a, for det andra beror ju differenskvoten inte bara pa a utan ocksa pa
vad x dr: olika x i nidrheten av a kan ge olika differenskvoter.

Det som aterstar att géra for att fa nagot som bara beror pa a #r att lata x nirma sig a, dvs ta grinsvirdet av
differenskvoten ovan nir x gar mot a.

Nu uppstéar emellertid ett nytt problem: om man i differenskvoten ersétter x med a, far man ett uttryck av typen
“0/0”. Sadana uttryck kan vara vad som helst; ibland kan man ge dem mening, men langt i fran alltid. Det precisa
sittet att siga detta dr att man inte kan vara siker pa att differenskvoten har nagot griansvirde nir x gar mot a.
Foljande definition #r dérfor pa sin plats:

Definition Vi utgér fran att funktionen f &r definierad for alla virden pa variabeln x i nirheten
av talet a. Funktionen sigs da vara deriverbar i a om differenskvoten

f(x)—f(a)
xX—a
har ett grinsvirde nir x gdr mot a. Detta grinsviirde betecknas i sa fall med f’(a) och kallas
funktionens derivata i a. Man har alltsa i detta fall

@) tim T (@)

xX—a X—da

Inspirerat av beteckningssittet Af /Ax for differenskvoten anviinds ocksa beteckningen

df

79

for f'(a). Har ska man ldgga mérke till att d f/dx inte &r en kvot mellan tv tal, utan en sammanhallen beteckning

for f'.
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Exempel. Antag att funktionen f ir linjir, dvs f(x) = kx+m, dér k och m #r nagra givna konstanter. Lat a vara
ett fixt tal. Differenskvoten blir da
fx)—=fla)  kx+m—(ka+m) k(x—a) L

X—a X—a X—da

Vi ser att differenskvoten ir en konstant; den beror inte alls pa x. Nér x gar mot a, blir forstas grinsvérdet av denna
kvot ocksa k. Vi har kommit fram till att f dr deriverbar i a, for griansvirdet finns, och att detta grinsvirde ir k.
Alltsé har vi i detta exempel att f/(a) = k.

Det betyder att funktionen alltid har samma momentana fordndringstakt, for f’(a) har samma virde oavsett vad a
ar. Om vi ténker pa att grafen till en linjar funktion #r en rét linje, 4r detta nagot som inte bor 6verraska. Linjéra
funktioner karakteriseras just av att de har samma konstanta derivata i alla tal a i definitionsméingden.

Lagg mirke till att grafen till f &r en rit linje med riktningskoefficient . g

Exemplet visar att om funktionen f sjdlv dr konstant, d v s har samma virde, lat oss kalla det m, for alla x, sa att
f(x) =m, s har f derivatan 0 i alla tal: f’(a) = 0 for alla tal a. Detta brukar ndgot slarvigt séigas “derivatan av en
konstant &r noll”.

Exempel. Vi later nu f(x) = x> och undersoker om f har en derivata i ett tal @ och vad derivatan i s fall kan vara.

Losning. Differenskvoten blir nu

f(xi:i:(a) _ Xi:zzz(x*j)_(’;+”):x+a,

med hjilp av konjugatregeln. Hir ser vi att kvoten faktiskt beror pa x, men vi forstar ocksa att grinsvirdet av den da
x gar mot a blir a+a = 2a. Vi har kommit fram till att f &r deriverbar i varje tal @ och att f’(a) = 2a. T ex har vi nér
a=10att f/(10) = 20, men nidr @ = —3 har vi att f’(—3) = —6. Funktionen har olika momentan forindringstakt i
olika tal i definitionsméingden. O

Det dr inte ovanligt att man skriver det x vi anvint ovan som a + h dér & &r ett tal nédra 0. Vi vill ju att x ska vara
nira a sa da kan vi lika girna sétta x = a + h, dér & ligger néra O (antingen lite till vénster eller till hoger om 0 pa
tallinjen). Differenskvoten i a blir da

SO S S@ Ly py— sa),

x—a h

ddr vi nu i hogerledet ska lata 4 ndrma sig 0, for att fa x att ndrma sig a.

Sammanfattningsvis har vi att om f &r deriverbar i a sa ges derivatan i a av

= lim
x—a X—a h—0

flat+h)—f(a)
- :

Eftersom derivatan kan variera i olika tal a i funktionen f:s definitionsmingd 4r det inte s& konstigt att vi vill
tinka pa ocksa derivatan som en funktion. Om vi startar med att kalla f:s variabel for x dr det da mest naturligt
att ocksa kalla variabeln i derivatan for x, och inte for a som vi gjort ovan. Da lampar sig den forsta varianten av
differenskvot vi anvinder inte sérskilt bra eftersom x da skulle anvindas i tva olika betydelser. Den andra varianten
duger da betydligt bittre:

fx+h) —fx)
- :

h—0

Om f betecknar den ursprungliga funktionen, sa betecknas den nya funktion vi far genom att derivera i olika tal
i definitionsméngden for f eller Df eller df/dx. Den nya funktionen f’ kallas d& derivatan till f och ir, till
skillnad fran f’(a), alltsa inte ett tal, utan en ny funktion.

Varning! Det ir viktigt att ha koll pa prioritetsordningen mellan ’ och a i beteckningen f(a). Man kan frestas att
tro att man forst kan sitta in talet a i funktionen och sedan derivera. Gor man det fir man 0 bade som svar och som
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poéng pa ett prov! Talet f(a) &r ju en konstant och deriverar man en konstant far man 0. Man ska forst derivera
funktionen och sedan sitta in ett specifikt virde pa a.
3

Exempel. Bestim f’(x) nir f(x) =x°. Derivata

av X3

Losning. Vi ska bestimma gréinsvérdet, nir & gar mot 0, av differenskvoten

1 1

SR =) = (R ) =

= %(erh—x)((erh)er(x+h)x+x2) =

= (x+h)* 4+ (x+h)x+a2,

ddr vi anvint att @® — b = (a — b)(a* + ab + b*) (Kontrollrikna!). Det #r ingen storre konst att se att grinsvirdet
da blir x*> +x-x+ x> = 3x%, ndr & gar mot 0. Vi har alltsd kommit fram till att f'(x) = 3x?, eller med annat
beteckningssitt

D(x*) = (x*) =3x%

Pa liknande sitt som i exemplet strax ovan kan man visa att

D(x") =nx""! nir n ir ett positivt heltal

Exempel. Hur gick det nu for den hungrige studenten? Newton formulerade en berdmd virmelag. Den siger att
den takt med vilken temperaturen hos ett foremal (steken) i en varmare omgivning 4ndras vid en viss tidpunkt, &r
proportionell mot skillnaden mellan omgivningens temperatur och foremalets for tillfdllet (Newtons virmelag).

Om vi later # beteckna tiden och skriver f(¢) for stekens temperatur och utgér fran att ugnens temperatur ar konstant
175° betyder det att

f1(6) =k(175— f(1))

for nagon konstant k. En sadan ekvation kallas en modell for situationen och begrénsar starkt vad funktionen f kan
vara. I detta fall &r modellen vad som kallas en differentialekvation. Genom att 16sa den kan studenten ta reda pa
hur lang till det tar innan f(¢) blir 73 och steken dr redo for fortiring. O

3.2 Derivatan som lutning

Ett populirt sitt att téinka pd derivatan f(a), ér att uppfatta
den som lutningen till grafen av f i punkten (a, f(a)).

a+ hs, f(a+ hs))
Vi fixerar (a, f(a)) pa grafen till f. Vi viljer ett virde a+ & g
pa variabeln x, ddr & ligger nira 0, och far nu ockséa punk-
ten (a+h, f(a+h)) pa grafen. I

Linjen genom de tva punkterna har en ekvation vars rikt-
ningskoefficient vi kan bestdmma till

(a+hy, fla+hy))

a a+hya+h

Figur 10: Tangent och sekanter genom (a, f(a)).

fla+h)—fla) _ flat+h)—f(a)
(a+h)—a h '

En sadan sekant till grafen har alltsa ekvationen

1
y = (flat+h) = fla))(x—a)+ f(a),
for vi ser att om vi sitter x = a i hoger led sa blir y = f(a), sa att sekanten gar genom punkten (a, f(a)).

Vi kéinner igen differenskvoten som riktningskoefficienten. Nir vi later 4 gar mot noll kommer denna linje darfor
att narma sig linjen med ekvation

y=fl(a)(x—a)+f(a),
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som &r ekvationen for tangenten till grafen i punkten (a, f(a)).

Om funktionen f har derivatan f’(a) sé kallas linjen med ekva-
tion

y=fl(a)(x—a)+f(a)
for tangenten till grafen i punkten (a, f(a)). Den har riktnings-
koefficient f(a). a

Exempel.

I figuren ser du grafen till en funktion och fem
markerade punkter pa x-axeln. Man har beréknat
f'(x) i var och en av dessa men glomt bort vilken
punkt som hor till vilket vérde. Rekonstruera fol-
jande tabell:

Losning.
Det dr bara i punkten med d som forsta koordinat som tangenten &r parallell med x-axeln, d v s har riktningskoeffi-
cient 0, sa f'(d) = 0.

Vi ser att tangenten i punkterna med forsta koordinat a och e har negativ lutning och att den med e har minst lutning
(=storst lutning nedat). Det ger f'(e) = —2 och f'(a) = —0,5.

I punkterna med forsta koordinat b och ¢ dr tangentens lutning positiv. Den 4r storst i den med forsta koordinat c.
Det ger f(c) =2 och f(b) = 0,5. Tabellen var alltsa

x |d] b |
7@ [0]05]

[\S] e

O

Exempel. Bestim en ekvation for tangenten till grafen till funktionen f(x) = x> i den punkt pé grafen dir forsta
koordinaten &r 2.

Lésning. Den punkt pa grafen det ér friga om ir (2, f(2)) = (2,8). En ekvation for tangenten ges av
y=f(2)x=2)+f(2)=f(2)(x-2)+8.

Vi behover bestimma f’(x), for att kunna rikna ut f'(2). Vi har att f'(x) = D(x*) = 3%, s& f'(2) =3-4 = 12.
Detta ger oss att tangenten har ekvationen

y=12(x—2)+8 = 12x— 16.

3.3 Genvigar till derivator

Hittills har vi med handkraft, utgaende fran derivatans definition som grinsvérde av en differenskvot, endast lyckats
berikna ett fatal derivator. Detta &r naturligtvis inte hallbart i lingden att behdva beridkna nya grinsvirden varje
gang vi ska derivera. Vi behover en tabell 6ver kinda derivator och ett antal allménna regler for derivering. for
derivering.
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o Dx“ =ax""!, dir a dr en konstant. Om a < 1 maste x # 0.
o D¢t =¢F

1
e Dinx= -
X

Tabell 1: Nagra grundliggande funktionernas derivator.

Genom att genomfora kalkyler enligt derivatans definition kan man med viss moda bevisa riktigheten av derivatorna
i tabell 1. Dessa ska du kunna utantill.

Exempel.

a) Om vi anvinder formeln for x* med a = 1/2, far vi

D(v/x) =D(x'/?) = 1 2= = 1 a2 = i

2 2 2%
Derivering av “rottecken” dr sa vanligt forekommande att du ska kunna D(v/x)
(VD) =
X)=——
2%
utantill.
b) Samma formel men nu med a = —1 ger D(1/x)
1 1
D<7>:D N (c)r T = 2=
) =Dl = (1) Koo
¢) Med a = —n fér vi D(1/x")
1 _ = —n
D) =pte )= o= 2 g

3.3.1 Allménna deriveringsregler

De grundlidggande funktionerna récker inte till for att beskriva de intrikata forlopp som dyker upp i verkligheten. I
matematik anvinds dérfor de grundldggande funktionerna som byggstenar for att astadkomma mer komplicerade
funktioner. Vi bygger nya funktioner genom att addera, multiplicera, gbra sammansittningar och ta kvoter av
gamla. I denna process &r det viktigt att kunna uttrycka de nya funktionernas derivator med hjilp av de gamlas.
For den sakens skull har matematiker tdnkt igenom vad som hinder i detta avseende. Man har kommit fram till
foljande

Deriverings-
Allménna deriveringsregler regler
L (f(x) +8(x)) = f'(x) +&'(x)
2. (flx)—g(x) = f'(x) —g'(x)
3. (cf(x)) = cf’(x), ndr ¢ 4r en konstant.
4. (f(x)-g(x)) = f'(x)-g(x)+ f(x) - & (x) (Produktregeln.)
fO)N () -8(x) — f(x)-8'(x)
5. (g (x)) = 200) (Kvotregeln.)
6. (f(g(x))) = f"(g(x))-g'(x) (Kedjeregeln; g’ (x) kallas i detta sammanhang f6r den inre

derivatan.)
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Exempel. Tabellen 6ver de grundldggande funktionernas derivator och produktregeln ger

1
D(¢*-Inx)=¢" -Inx+e" - — =¢*(xInx+1)/x.
x

O

Nista exempel visar hur man deriverar andra exponentialfunktioner &dn ¢* med hjédlp av en enkel omskrivning.
Generellt kan det vara bra att vid derivering forst fundera en stund om man kan férenkla rikningarna genom att
gora en omskrivning. De foljande exemplen illustrerar detta.

Exempel. For att derivera 5° gors omskrivningen 5° = ¢*I">. Den kan dd ses som f(g(x)) dir f(x) = ¢* och
g(x) = xIn5. Eftersom D(e*) = ¢* ger nu kedjeregeln att

D(5)= = D(e"™) ="M D(xIn5) =5 In5.
Funktionen x> har derivata D(x>) = 5x*. Forvixla inte potensfunktionen x* med exponentialfunktionen a*! U
Exempel. For ett exempel pa en rationell funktion har vi
D(2x+ 1) ~ DQx+1)(x*+3)— (2x+1)-D(x*+3)
“4+3/) (x*+3)2

2 +3)—(2x+1) 48 6—4xt —6x*

B (x*+3)? (32 7
dir vi utnyttjade kvotregeln och derivatan av en potens. g

1
Exempel. Berikna f'(x) om f(x) = — - 10x.
x

Losning. Vi gor forst omskrivningen

1
CRERENT :
och ser di att f'(x) = ——-. O

Exempel. Berikna f’(3) om f(x) = In(5x?).

Losning. Vikan, om vi vill, férst skriva om uttrycket for f(x) med hjélp av logaritmlagarna. Vi har
f(x) =In(5x*) = In5 4 Inx* = In5+2Inx,

1

och alltsa 4r f'(x) = 0+2- — = 2/x. Omskrivningen Inx?> = 21nx ir bara giltig nir x > 0, men det stor oss inte
x

eftersom vi soker derivatan i x = 3. Vi far f'(3) = 2/3. O

Exempel. Berikna f'(—1) om f(x) = In(5x?).

Losning. Den hir gangen gor vi omskrivningen sa hir:
f(x) =1In(5x%) = In5+Inx> = In5+1In(—x)> = In5+21In(—x),

—1

och alltsa dr f'(x) = 042+ — = 2/x. Omskrivningen In(—x)? = 2In(—x) ir giltig eftersom x < 0 (s att —x > 0).
—x

Vi far f/(—1) = —2. O

Exempel. Bestim f’(e) om f(x) = \/(y/x-Inx)*.
Lésning. Vi bestimmer f’(e) genom att forst berdkna f/(x). Innan vi gor det, gor vi rotutdragning som ger om-
skrivningen

f(x) = x(Inx)?,

som dr giltig eftersom f bara &r definierad for x > 0. Enligt produktregeln och kedjeregeln har f derivatan
f'(x) = 1-(Inx)>4x-2Inx-D(Inx) = (Inx)?+2x-Inx- (1/x) = (Inx)? +21nx.

Detta ger att f'(e) = (Ine)* +2Ilne=12+2-1=3. O
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3.3.2 Sammansatta funktioner. Kedjeregeln.

Av de allminna regler for derivering som togs upp i forra avsnittet dr det kedjeregeln som bruka stélla till mest
bekymmer for den som &r ovan.

For derivatan av en sammansatt funktion giller alltsa:

(h(g(x))) = H(g(x))g'(x)

under forutsittning att derivatorna i hogerledet finns.

I detta sammanhang kallas, som tidigare papekats, g’(x) for den inre derivatan av h(g(x)). Kedjeregeln ér en Inre
mycket viktig rikneregel och anviinds vildigt ofta i derivator. Vi presenterar dirfor en samling exempel pa hur den ~ derivata
anvinds.

Exempel. En exponentialfunktion f(x) = ¢”*, dir b ir en konstant, kan ses som en sammansittning av exponen-  D(eb*)
tialfunktionen med (x) = bx. Man behover alltsa inte ta med ¢ bland de elementira funktionerna, utan det ricker
med ett kunna derivatan av den elementira funktionen De* = ¢* och kedjeregeln fr att inse att De? = beb*. [

Exempel. Berikna derivatan av f(x) = vx2 +x—8.
Losning. Vi kan skriva f(x) = h(g(x)) dir h(x) = \/x och g(x) = x*> +x — 8 och sedan anvinda kedjeregeln.
Vi har

ww=m¢a=§@
sa |
W) = 5

Vi har ocksa

som nu ger

1 2x+1
"X=D(Vx*+x—8)= ——— 2+ 1) = ——.
F ) ( ) 2Vx24+x—8 ( ) 2vVx2+x—8

Pa samma sitt visas allmént med kedjeregeln att

1 g'(x)
D(/g(x)) = ———=-¢'(x) = :
2/g(x) 2v/8(x)

O

Exempel a)i(\/l—x)—_i1 b)i(\/e"—&—l)—L O

pet Ak T 2/I-x dx EENCES N
Exempel. Berikna derivatan av y = f(x) = Ing(x), dd g(x) #r en funktion av x och g(x) > 0.
Lésning. Vihar att f(x) = h(g(x)), dér h(x) = Inx. Eftersom /'(x) = D(Inx) = 1/x fés enligt kedjeregeln
! g
D(ng(x)) = —-g'(x) =
som dr en mycket anviandbar formel! g

Exempel. For alla x sddana att funktionen som deriveras dr definierad géller:

d 2 2x+1
L 4= 2T
2) dx[n(x +x+4)] xX2+x+4’
d 2 5'2)6
b) a[ln(Sx )]: 5-_x2 :2/X
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O

Exempel. Funktionen f(x) = In(—x) &r definierad fér —x > 0, dvs x < 0. Enligt formeln ovan med g(x) = —x
blir derivatan ) _
g -
D 1 — = / = = — = —
(n(—2) =f@) =25 === 1
nér x < 0. O

Det betyder att Inx och In(—x) har samma derivata. Skillnaden ér att den forsta funktionen bara ér definierad for
positiva vérden pa x, medan den andra bara ér definierad for negativa.

For att gora det bekvamt for sig &r det dérfor lampligt att anvinda funktionen |x| som till x ordnar talet x om x > 0,
och x med #ndrat tecken om x dr negativt. Det betyder att | — 3| = 3(= —(—3)), medan |5| = 5. Funktionen kallas
absolutbeloppet av x och har alltsd som enda effekt att den gor om negativa tal till positiva av “samma storlek”.
Observera att |x| aldrig dr negativt! Ekvationen |x| = 6 har tva 19sningar: x = +6.

Eftersom —x = |x| for negativa x kan nu de bada derivatorna sammanfattas med

d 1
—In|x|=— forallax##0.
dx X

Allminnare ger nu en ny anvindning av kedjeregeln att

d _ 8K
ahﬂg(x)'_ g(x) g

som alltsé giller nir g(x) # 0.
2x+3
-1 |

Losning. Skriv forst om f(x) med hjélp av logaritmlagarna! Man far

Exempel. Derivera f(x) =1n|

f(x) = In|2x+3|—In|x>—1|=In[2x+3|—In|(x+1)(x—1)| =
= In|2x+3|—In|(x+1)|—In|(x—1)|

Da blir
Pl = 2 11 (=) - (2x43)x (2) ¥ 43x+1
243 x4+l ox—1 (2x+3)(x2—1) (2x+3)(x2—1)
O
Exempel. Berikna derivatan av > - /x3 + 1.
Losning. Med kedjeregeln far man forst att
d, ) d 3x?
_ = Qe h 7< 3 1) =
dx(e ) =2¢" oc m Vi34 W
Produktregeln ger nu att
d d d
a(ez’“' x3+1) = 5(62") x3+1+62x‘a( x3+1) =
3x?
=2e" /314> —— =
2Vx3+1
_ 4(x3+1) +3x?
2V 1
O
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3.3.3 Ovningar

3.3.1 Bestim f’ och f/(2) om
Q) flx)=x+x b) f(x)=x"+x73/ o) flx)=(*-3)
d) flx) =3 e) f(x)=1In(3x)
3.3.2 Bestim en ekvation for tangenten till f i den punkt pa grafen déir x = a om
a) f(x)=x*>+3x+1ocha=—1b) f(x)=x/(x**+1)ocha=2 ¢) f(x)=Inxochx=3

3.3.3 Bestdm derivatan till f om

a) f(x)=42x+1)/(x+2) b) f(x) =€ lnx o) flx)= xet
d) f(x)=x*2"" e) f(x)=v3x*+7 f) f(x)=In(7x+3)+In(1—x)
g) f(x)=e" In(2x+7) h) f(x)=e¥ /v +1 i) f(x)=In(1+ev)

3.4 Derivatans tecken

Nir f7(x) dr positiv lutar tangenten till grafen av f i punkten (x, f(x)) uppdt; dér den &r negativ lutar tangenten
nedat. Det &r litt att tro pa foljande:

Om f’ > 0 pé ett intervall, sd 4r f vixande dir.
Om f’ <0 pa ett intervall, s 4r f avtagande dér.

Om f" = 01 alla punkter pé ett intervall, s& #r f konstant dar.

Exempel. Var ir funktionen f(x) = x* — 4x3 avtagande respektive vixande?
Lisning. Vi deriverar och far f’(x) = 4x® — 12x? = 4x*(x — 3), som &r negativt om x < 3 och positivt om x > 3.

Alltsé 4r f avtagande pa intervallet (—ee,3] och viixande pa intervallet [3,00). O

T T
/ b~ 4
N Figur 11: Grafen till f/

Exempel. En funktion f har en derivata vars graf illustreras i figur 11. Pa vilka av de intervall som antyds i figuren
ar funktionen vixande respektive avtagande?

Lésning. Eftersom f7 dr > 0 pa intervallen [a,c] och [e,o0) &r f viixande dér. Eftersom f’ dr < 0 pd intervallen
(—o0,a] och [c,e] dr f avtagande dér. O

a

c
Figur 12: Grafen till f och tre andra funktioner.

Exempel. I figur 12 syns grafen till funktionen f och tre andra funktioner a, b och c. En av dessa tre dr grafen till
f'. Vilken?
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Losning. Om vi tittar ldngst till vénster ldngs x-axeln i figuren kan vi se att f vixer dir. Det betyder att derivatan
dr positiv dér. Bara grafen till b uppfyller detta villkor. Alltsa 4r b = f. g

Exempel. I figur 13 syns grafen till funktionen f och fem punkter a, b, c, d och e.

a)
b)

Var byter f tecken?

Gor en grov skiss dver f7.

ab ¢ d

Figur 13: Grafen till f och punkter pa x-axeln.

Losning.

a)

b)

34.1

34.1

34.2

343

344

I punkter pa grafen vars forsta koordinat &dr < a édr tangentens lutning negativ,
i punkter vars forsta koordinat dr mellan a och ¢ &r den positiv, i punkter
vars forsta koordinat dr mellan c och e &r den negativ och slutligen positiv i
punkter vars forsta koordinat dr > e dr tangentens lutning positiv.

Eftersom f’(x) #r riktningskoefficienten for tangenten i punkten pa grafen
vars forsta koordinat #r x ger detta att f vixlar tecken i a, ¢ och e.

Baserat pa denna information bor f” ha en graf i stil med den i figuren till
hoger.

Ovningar

Avgor var f dr viaxande respektive avtagande om

2

a) f(x)=x*+1)>2 b) f(x)=(*-1)* o) flx)=e""*

Y

I figuren illustreras grafen till funktionen f och sex punkter pa x-axeln. \\.//\/ f

I vilka punkter dr f’ positiv, negativ respektive 0?

Y

I figuren illustreras grafen till fyra funktioner. En &r grafen till f’. Vil-
ken?

I figuren nedan illustreras grafen till tva funktioner f och g. Lat ocksa h(x) = f(g(x)) och k(x) = g(f(x)).
Uppskatta virdet av

a) f(=5/2) b) ¢'(1/2) d) K(-1)
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3.5 Derivator och konvexitet

Som vi sett har definitionen av derivata f’(a) av en funktion f i ett tal @, sin utgdngspunkt i en dnskan att mita
den “momentana” fordandringen av funktionens virde i a. Eftersom denna i allménhet 4r olika for olika tal a 4r det
naturligt att uppfatta derivatan som en ny funktion f”.

2
Om funktionen f’ i sin tur har en derivata kallas denna andra derivatan av f och betecknas ofta med f”,y”, %
eller D?f. Man kan sedan fortsiitta att derivera flera ginger och fa derivator av allt hogre ordning. Bland olika

- .. . . u df
beteckningar som finns for derivatan av ordning n ér: f () yln) D' f
Exempel. Bestim ) di f(x) = >

Losning. Vi observerar att f'(x) = 2%, f" (x) = 2- 2¢* = 2%¢**. For varje gang vi deriverar kommer det fram en
2:a genom inre derivatan. Detta ger (") (x) = 2"¢?*. O

ANDRA DERIVATAN SOM ACCELERATION.

Lat oss tdnka oss att vi firdas ldngs en vig med start vid tidpunkten ¢ = 0. Den stricka vi firdats efter ¢ minuter
betecknar vi x(¢). Du kénner séker till att x'(¢) 4r det som kallas farten vid tidpunkten 7. Andraderivatan x” (r) 4r ju
derivatan av x’ (1) och alltsa den takt med vilken farten #ndras, d v s accelerationen.

ANDRADERIVATANS BETYDELSE FOR GRAFEN TILL EN FUNKTION.

Med hjilp av f”(x) kan vi se hur f’(x) vixer och avtar, d v s hur riktningskoefficienten for tangenten till grafen av
f(x) dndras da x varierar. Exempelvis har vi

om f”(x) > 0 pa ett intervall, sd dr f’(x) vixande pa intervallet,
om f”(x) <0 pa ett intervall, sd ér f(x) avtagande pa intervallet.

Lagg mirke till att andraderivatan inte ger direkt information om forstaderivatans tecken, eller om ursprungsfunk-
tionens tillvixt.

Populirt kan man siga att en funktion dr konvex om grafen “vénder uppat” pa intervallet eller ser ut som atminstone
ena mungipan pé en glad mun. Den #r konkav om grafen i stillet “véinder nedat” pa intervallet eller ser ut som del
av en sur mun.

Generellt giller att

om f”(x) > 0 pa ett intervall, s #r funktion f konvex dir,
om f”(x) < 0 pa ett intervall, sa ir funktion f konkav dar.

4 Foljande tva figurer illustrerar tva
typiska utseenden. Grafen till véns-
ter visar en funktion med positiv
andraderivata och ddrmed vixande

/\ derivata, dvs f dr konvex. Den till

N hoger, visar en med negativ andra-

derivata, alltsa med avtagande deri-
f"(z) > 0, konvex f"(z) < 0, konkav vata, dvs f #r konkav.

Exempel. Skissa grafen till en funktion med derivata som &r negativ dverallt, men vars andraderivata ibland 4r
positiv och ibland negativ.

Losning. Vi ska alltsa para ihop delar av en glad och en sur mun och samtidigt se till att det blir grafen av en
avtagande funktion. En sadan graf kan se ut som i figur 14. U

Figur 14: Grafen till en avtagande funktion som férst dr konvex och sedan konkav.
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3.6 Max- och min-problem

Vi forutsitter att vi har en funktion f som dr definierad i alla tal i ndrheten av en
punkt xo. Om da f(x) < f(xg), for alla tal x i nigot intervall runt xo, s& sdgs xo
vara en lokal maximipunkt for f.

Pa liknande vis &r xo en lokal minimipunkt om f(x) > f(xo) for alla x i nagot
intervall kring xo.

Figur 15: En lokal maximipunkt a och

I dessa fall sdger man ocksa att f har ett lokalt maximum respektive minimum i minimipunkt b tll /.

X0-
I figur 15 dr sadana intervall runt maximipunkten ¢ och minimipunkten b till f
markerade.

Funktionens vdrde i en lokal maximi- respektive minimipunkt kallas lokalt
maximi- respektive minimivdrde till funktionen. Det @r inte ovanligt att man i
/\ stillet kallar sadana vérden for lokala maxima respektive minima.

; Ett virde till en funktion f som &r storre 4n alla andra virden som funktionen
b x antar kallas ett storsta virde, eller ett (globalt) maximum till f. P4 motsvarande
sétt definieras ett minsta virde, eller ett (globalt) minimum till en funktion.

7

Figur 16: Funktionen f har ett maxi- Man ska ldgga mirke till att det 1angt ifran alltid 4r sa att en funktion har sadana
mum i b, ett lokalt maximum i @, men  y#rden.
minimum saknas.

Ett funktionsvirde kan forstds vara ett lokalt maximum, utan att vara ett max-
imum. Men det dr klart att om ett maximum finns sd dr det ocksa ett lokalt
maximum, och motsvarande for minimum.

JANAN

Zo
x(, "(xo) finns inte dndpunkt tlll D ¢  storsta virde saknas

Figur 17: Exempel pé olika situationer att ta hansyn till dd man soker storsta/minsta virde till en funktion.

Vill man hitta lokala maximi- och minimipunkter till en funktion f ska man leta bland foljande tre typer av punkter:

1) Punkter a, dir f’(a) =0, dv s dér tangenten &r parallell med x-axeln. En sddan punkt
kallas en stationdr punkt till f.

2) Punkter a, ddr f'(a) inte finns, tex spetsar pa grafen.

3) Randpunkter, d v s dndpunkterna till definitionsintervallet.

Punkter som faller under 1) eller 2) kallas kritiska punkter till f. Det ir viktigt att observera att en kritisk punkt
till en funktion inte behdver vara ett lokalt maximum. Ett exempel pa detta ir funktionen f(x) = x>, som #r stringt

viixande men har derivatan 0ix=0: f'(x) = 3x%, 53 f'(0) =0
Stationdra punkter som varken dr lokala maximi- eller minimipunkter till funktionen kallas terrasspunkter.

For att avgdra om en stationér punkt 4r en lokal maximi- eller minimipunkt till en funktion kan man anvénda sig
av nagon av foljande tva metoder:

Metod 1:
e punkten a ir en lokal maximipunkt om f(x) vixlar frin positiv till negativ i a.

e punkten a ir en lokal minimipunkt om f'(x) vixlar frén negativ till positiv i a.
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Metod 2:
e punkten a idr en lokal maximipunkt om f’(a) = 0 och f”(a) <0,

e punkten a dr en lokal minimipunkt om f'(a) = 0 och f”(a) > 0.

Det forsta fallet ger ju nidmligen att f”(x) avtar striingt nira a. Eftersom f’(a) = 0 betyder det att f’ vixlar frn
positiv till negativ. Pa liknande vis forstar man att det andra fallet &r samma som det andra fallet i Metod 1.

Exempel. Sok lokala maximi- och minimipunkter till f(x) = x> 4 6x2.

Losning. Bilda forst f'(x) = 3x 4 12x = 3x(x +4). Ekvationen f’(x) = 0 har 1sningarna x; = —4 och x, = 0.

Teckenstudium:
x<—4|x=—4] 4<x<0]| x=0| x>0
| +++ 0 - 0 +++
f(x) a 32 ¢ 0 /
(viax.)  (max.) (avt.) (min.)  (vix.)

ger enligt Metod 1 lokalt maximum f(—4) = (—4)3 4+ 6- (—4)% = 32 och lokalt minimum f£(0) = 0. Alternativt
kan man anvinda Metod 2: f"(x) = 6x+ 12 = 6(x+2) ger f’(—4) = —12 < 0, dvs maximum for x = —4,
resp. f”/(0) = +12 > 0, d vs minimum for x = 0. Punkterna 2) och 3) i vér underskning ger ingenting eftersom
f'(x) = 3x* + 12x existerar for alla x, och randpunkter saknas, eftersom f(x) = x° + 6x* ir definierat for alla
X, —00 < X < o0,

Figur 18: En del av grafen till f(x) = x* +6x%.

Svar: Lokalt maximum f(—4) = 32 och lokalt minimum f(0) = 0.

Ligg mirke till att funktionen f(x) = x* + 6x> saknar sdvil storsta som minsta virde eftersom f(x) — -+oo di
X — 4o0 och f(x) — —oo, dd x — —co. O

Exempel.

En fisk simmar med konstant hastighet motstroms i en & som
rinner med konstant hastighet v; (m/s). Studier har visat att om
en fisk simmar med hastigheten v (m/s) under ¢ sekunder, sa ges
den forbrukade energin E av E = cvkt, dir ¢ och k > 2 ir kon-
stanter, som beror pa fisksorten. Med vilken hastighet ska fisken
i an simma for att minimera energiatgangen?

Losning. Lat oss sdga att fisken simmar striickan 1 (m) lings akanten. Fisken ror sig lings den med hastigheten
v—vj, sd det tar den s = 1/(v —v;) sekunder att simma strickan.

Energidtgangen ir da E(v) = ¢v€ /(v —vy). Vi vill hitta ett minimum till £, som ir definierad i intervallet (v1, o).
Vi deriverar E och far
kek T (v—vi)—ek (k= 1)v—kv

E'(v) (v—v1)2 =cv (v—vl)z

Vi har att E’(v) = 0, precis nir v = kv; /(k— 1). Vi ser ocksa att E’ byter tecken i v = kvy /(k — 1), frdn negativt till
positivt. Det betyder att E har ett minimum i v =kv; /(k— 1), s& det ér den hastighet som minimerar energidtgéngen.

O
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3.6.1 Ovningar

3.6.1 Sok lokala maxima och minima samt storsta och minsta vérde till f om
a) f(x)=x*+4x+5 b) f(x)=3x—x>+2

c) fx)=¢"—2x d) f(x)=x+Inx—2In(x—1)
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4 Differentialekvationer

Gamla orgelpipor i kyrkor &r ibland gjorda av tenn. Under kalla forhallnaden kan de angripas tennpest, sa att tennet
blir sprott och faller sonder till ett gratt pulver. Detta kan ga ganska plotsligt eftersom sjidlva forekomsten av pulvret
paskyndar processen. I borjan nér det bara finns lite gratt pulver gar processen langsamt. Likasa gar den langsamt
nir det bara finns lite tenn kvar att bryta ned.

Vi dr intresserade av att veta hur den hér processen fortskrider; hur mycket tenn finns kvar efter en viss tid och nir
gar nedbrytningen fortast?

Vi infor funktionen ¢ genom att séiga att ¢(z) dr den mingd tenn som finns kvar vid tiden ¢. Om vi kinde till en
formel for g, skulle vi kunna svara pa fragorna. Men vi har tillsynes inte mycket att ga pa.

Vi dr alltsa i ett ldge dér vi soker en funktion ¢. Nér vi tidigare i den hér kursen 16st ekvationer har det som varit
obekant varit ett tal, men nu ir situationen annorlunda: det obekanta &r en funktion.

Vi kan forsoka gora en modell for situationen. ¢'(¢) 4r den takt med vilken tennet forsvinner vid tiden 7. Med
tanke pa den information vi fatt kanske det inte #r helt orimligt att anta att den &r proportionell mot mingden tenn
q(t) vid den tidpunkten, men ocksa proportionell mot méngden tenn som blivit ett gratt pulver. Det sista bor vara
M —q(t), om M &r den ursprungliga mingden tenn. Detta gor det rimligt att anta

q(t) =kq(t)(M —q(t)) eller kortare skrivet ¢ = kq(M —q),

dér k dr nagon konstant. Ligg mérke till att hogra ledet ir litet om det bara finns lite gratt pulver (for da d&r M — ¢
litet) men ocksa om ¢ r litet.

Vi har gjort en rad antagande (som kan vara mer eller mindre rimliga) for att komma fram till detta. Vi har gjort
en matematisk modell. Det ér inget som séger att den maste vara korrekt; vi har inte underbyggt den med nagot
teoretiskt resonemang kring kemiska reaktioner eller med experimentella data.

Var funktion ¢ ir ju egentligen inte obekant; den dr bestimd av definitionen ovan. Vi infor diarfor beteckningen y
for en obekant funktion. Da &r y = ¢ dr da en 16sning till ekvationen

d
Y (t) =ky(t)(M —y(t)) eller kortare skrivet y' = ky(M —y) (eller di)t) =ky(M —y)).
Ekvationen kallas en differentialekvation for den involverar en obekant funktion y och dess derivata y'. Att ldsa
differentialekvationen innebir att bestimma alla funktioner y som har just egenskapen att derivatan y' ir precis

samma funktion som ky(M — y). Vi vet (eller tror oss veta) att g &r en sddan 16sning.

Detta avsnitt handlar om hur man kan 16sa vissa typer av differentialekvationer, bland annat den for tennpest pa
orgelpipor. En stor del av matematiken i tillimpningar inom naturvetenskap handlar om att sétta upp korrekta
modeller i form av differentialekvationer och att forsoka 16sa dem (exakt eller numeriskt).

Exempel. Visa att y = A+ Ce!, dir A, C och k ir konstanter ir en 16sning till differentialekvationen

dy
ar k(y—A)

Losning. Med y = A + CeX blir vinstra ledet y = kCeX’, medan hogra ledet blir k(A + Cek — A) = kCel'. Alltsi
16ser y = A+ CeM differentialekvationen. O

Exempel. For vilket virde pa k dr y(x) = 5+ 3¢ en losning till differentialekvationen

y =10—2y?
Lisning. Med y(x) = 54 3¢ far vi
y = 3kek™
10-2y = —6*
Raderna ska ha samma hogerled, sa vi maste ha k = —2. O

Exempel. Ary =13 en I6sning till differentialekvationen

ty =3y=0?
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Losning. Med y = 13 far vi
ty =3y = t(3t%) =33 =0,

sa svaret 4r: ja. O

4.0.2 Ovningar

4.0.1 De tre funktionerna f(x) = x2 — 2x+2, g(x) = 1 —e~*/2 och h(x) = x* léser vars en av differentialekvatio-
nerna nedan. Vilken?

a) Y =x(1—y) b) y+y=x ) xy =2y

4.0.2 Bestim konstanterna a och b sa att f(x) = a + e”* 16ser differentialekvationen y = 1 —y.
4.0.3 Vad ska C och n vara for att f(x) = Cx" ska losa differentialekvationen xy’ — 3y = 0?

4.0.4 Kvantiteten av ett likemedel som finns i kroppen hos en patient avtar i en takt som &r proportionell mot
den mingd som finns kvar i kroppen. Lat f(¢) vara kvantiteten som finns i kroppen vid tiden 7. Ange en
differentialekvation som f loser.

4.0.5 Om information sprid fran mun till mun i en population kan man forvinta sig att den takt de som har
kdnnedoprm om informationen okar &r proportionell mot produkten av antalet som kénner till informationen
och antalet som inte gor det. Lat f(¢) vara antalet som kiinner till informationen vid tiden ¢ och M vara antalet
individer i populationen. Skriv upp en differentialekvation som f loser.

4.0.6 Den takt med vilken ett istdcke vixer till vid konstant temperatur antas vara omvéint proportionell mot isens
tjocklek. Det betyder att en tjockare is vixer langsammare 4n en tunn. Lat f(¢) vara isens tjocklek vid tiden
t. Skriv upp en differentialekvation som f 16ser.

4.1 Primitiva funktioner

Den enklaste typen av differentialekvationer dr den dér vi kinner till derivatan av den obekanta funktionen: y=r

dir f(z) &r en kéind funktion.
Exempel. Bestim en 16sning till ekvationen y'(¢) = 1> — 1/¢2.

Losning. Vi borjar med att hitta en funktion med #> som derivata. En sadan ér ¢3 /3, eftersom D(¢3/3) = 3t2/3 =1>.
En funktion med —¢~2 som derivata ir tex ¢!, eftersom D(¢ ') = —¢~2. Om vi sitter y(¢) =¢3/3+¢~'. S har vi
alltsd y/ (1) = 12 — 1/12.

Ligg mirke till att ocksd y(t) = ¢3/3 +¢~! 4 C, dir C dr en godtycklig konstant har derivata y/' (1) = > —1/t>. O

Primitiv
Lét f vara en funktion definierad pa ett intervall. En funktion F ér en primitiv funktion till funktion
S paett intervall om F’(x) = f(x) dir.

Att1osa y’ = f 4r det samma som att bestimma alla primitiva funktioner till f.

Att bestimma en primitiv funktion &r alltsa det omvinda till att derivera.

Exempelvis ir alltsi F(x) = x> en primitiv funktion till f(x) = 2x, eftersom D(x?) = 2x. Ocksa F(x) = x> + 1 ar
en primitiv funktion till 2x. I sjilva verket ér ju F(x) = x> + C primitiv funktion till 2x for varje val av konstant C.
Foljande sats innebir att f(x) = 2x inte har nigra andra primitiva funktioner.

Om Fj dr en primitiv funktion till f pa ett intervall, sa ges alla primitiva funktioner till f déir
av
F(x)=F(x)+C dir C iren godtycklig konstant.
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Att bestimma primitiva funktioner dr en fraga om att anvinda sina deriveringskunskaper bakldnges. Foljande
beteckning dr vanlig i samband med primitiva funktioner.

Med den obestimda integralen av f, / f(x)dx, menas alla primitiva funktioner till f.

) U e

_ _ X

L. /x dx—b+1+Comb7$ 1 4. /a dx lna—l—C,(0<a;z'él)
!

2. /x_ldx:1n|x|+C 5. /f(x)dlen x)|+C
E = nlf(x)

3. /exdx:ex+C

Tabell 2: Négra standardintegraler

Att formlerna staimmer kontrolleras genom att hogerledens derivator jimfors med funktionerna efter integraltecknet
i motsvarande vinsterled. Att till exempel att In |x| har derivatan 1/x vet vi sedan tidigare, vilket ger nummer 2 i
tabell 2. I just detta exempel finns en liten komplikation eftersom defintionsmingden till In |x| inte &r ett intervall
utan foreningen av tva sadana: (—eo,0) och (0, ). Det betyder att talet C i formeln kan vara olika pa de tva delarna.

P4 samma siitt har vi, eftersom a* = ¢*"%, genom att anviinda kedjeregeln att

a’ 1

D(i) _ 7D(exlna) _

1
— ¢ D(xIng) = — - Ing = M = 4*
Ina Ina

Ina Ina

vilket ger nummer 4 i tabell 2. De andra formlerna visas pa liknande sitt.

De kinda deriveringsreglerna ger ocksa upphov till motsvarigheter for integration. For att bevisa foljande formler
sa jamfor man de bada sidornas derivator.

JU@+g@)dr= [ fe)dx+ [ gx)as
/ Kf(x)dx = k / F(x)dx, k en konstant

Vi tillimpar nu dessa regler pa ett par exempel.
Exempel. Berikna alla primitiva funktioner till ¢* 4 4x.

Losning. Genom att anvinda reglerna ovan och tva av standardintegralerna i tabell 2 har vi att
/(ex+4x)dx = /exdx+4/xdx = +4x2 24 C =" +24°+C. O

Lat k vara en konstant och antag att f = F’, dvs att F #r en primitiv funktion till f. Kedjeregeln och produktregeln
for derivering ger

e (llcF(kx)> =04 L (kF' (k) = F' (k) = £ (ko).
Det betyder a
t betyder att o  F(k)
/f( .X) X = A )

vilket dr en mycket anvindbar formel. En annan formel far vi om vi istéllet for att multiplicera med en konstant k

adderar k: d
a(F(kﬂ)) = F'(k+x) = f(k+x).

Det betyder att
/f(k—i—x) dx = F(k+x),

Exempel. Berikna alla primitiva funktioner till f(x) =

V1=2x
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Losning. Vihar att f(x) = (1 —2x ~1/2_ Enligt den forsta standardintegralen i tabell 2 ér
g g

1+(=1/2) 12
12, X 0 T _X _
/x ST O T e 2/ +C.

Den forsta regeln ovan ger
1

Da ger den andra regeln att

/(1 —2x) " 2dx = 2&(1 —2) 24 Cc=—(1-20)"2+C=-V1—2x+C.

4.1.1 Ovningar

4.1.1 Bestidm alla primitiva funktioner till f om

a) f(x)=x+4x b) f(x)=x"1/2 0 f(x):j; g d) f(x)=10

4.1.2 Bestidm alla primitiva funktioner till f om

a) f(x):\/% b) f(x)=e* c) f(x):)Hl_5 d flx)=vI-x
4.1.3 Visa att man kan integrera
1
0= = he—a

dér a # b ir konstanter, genom att géra omskrivningen

(x—a)l(x—b) - aib(xia_xib)'

Vilka ér de primitiva funktionerna till f?

4.2 Separabla differentialekvationer

Antag att den differentialekvation kan skrivas som

h(y(x))y'(x) = f(x),

dir & och f dr kdnda funktioner och y en obekant funktion med variabeln x. Om vi lyckas hitta en primitiv funktion
H till h kommer vi, enligt kedjeregeln att ha att

D(H (y(x)) = h(y(x))y (x) = f(x).

Om nu F(x) dr en primitiv funktion till f far vi H(y(x)) = F(x) +C, dir C &r en godtycklig konstant. Forhopp-
ningsvis kan vi 16sa ut y(x) ur detta samband.

Det intressanta ir att vi far samma resultat om vi riknar si hér:

h(}’)% = f(x)  Egentligen otilliten uppdelning av %:
h(y)dy = f(x)dx Vi integrerar :
/ h(y)dy = /f(x)dx

HO) = Flx)+C

53



Det som inte #r tillatet dr uppdelningen av dy/dx som #r en sammanhéllen beteckning for derivatatan till y; dy och
dx har egentligen ingen mening var for sig. Men det visar sig alltsa att det inte spelar nan roll att man tillater sig
det i det hdr ssmmanhanget, vilket forenklar raknandet.

En differentialekvation som, efter omskrivning, kan skrivas A(y(x))y' (x) = f(x) kallas separabel, f6r informellt
kan man skriva h(y)dy = f(x)dx, sa att y forefaller vara en variabel i viinsterledet, medan x dr variabeln i hoger-
ledet; variablerna dr separerade. Separabla differentialekvationer dr vanligt forekommande inom tillimpningar i
naturvetenskap.

Exempel. Man vet att f(x) 16ser differential ekvationen dy/dx = ky och att f(0) = 2. Vad &r da f(4)?

Losning. Vi separerar variablerna och far dy/y = kdx. Divisionen ir tilliten om y # 0. Vi ser att y = 0 faktiskt
1oser differentialekvationen, men vi bortser fran det nu.

Integration av bada sidor ger In|y| = kx + Cy, dir C) #r en godtycklig konstant. Exponentiering ger y = 4-¢€1ek*,
eller y = Ce® diir C = +¢©1 ir en godtycklig konstant som inte ir 0. Med tanke pa att dven y = 0 loser ekvationen
har vi att alla 16sningar ges av

y=Cée™ dir Ciren godtycklig konstant.

Vi vetnu att £(x) = Ce*, for nagot val av C. Eftersom 2 = £(0) = Ce® = C, ir f(x) = 2¢**. Detta ger att f(4) = 2¢*.
O

Av exemplet ser vi

Losningarna till

dy

— =k

dx Vs
dér & &r en konstant, ges av

y=Ce",

dir C dr en godtycklig konstant.

Exempel. Vi studerar befolkningsutvecklingen i ett land med obegridnsade resurser (ingen kamp for att 6verleva
mellan individer) och en konstant immigration av b individer per ar. Lat n(¢) vara befolkningen vid tiden 7 miitt i
ar. Det finns anledning att tro, om vi bortser fran immigrationen, att den takt med vilken befolkningen 6kar vid en
tidpunkt 7, &r proportionell mot antalet individer i befolkningen vid den tiden, d vs att dn/dt — b = an, for nigon
(positiv) konstant a, som dr den takt med vilken den inhemska befolkningen vixer per kapita. Det betyder att n &r
en losning till differentialekvationen

Yy =ay+b
Om vi sidtter ¢ = b/a far vi y’ = a(y+ c¢) och kan litt separera variablerna

dy
y+c

=adt,

underforutsittning att y+c # 0, d v s att y £ —c. Vi ser att y = ¢ faktiskt 16ser differentialekvationen, men vi bortser
fran det for tillfdllet.

Integration ger nu In |y +c| = at +dj, dir d; ir en godtycklig konstant. Exponentiering leder till y 4 ¢ = 4e?1 e =
dre”, dir d, ir en godtycklig konstant som inte dr 0. Eftersom y = —c ocksé l6ser ekvationen kan vi séiga att d
dven kan vara 0. Detta ger

y=de" —b/a.

Det betyder att n(t) = de™ —b/a, for nat val av d.

Om vi later ng = n(0) =d — b/a, dvs ng ér befolkningens storlek vid tiden ¢ = 0, har vi att d = ng + b/a. Vi kan
skriv var funktion som en summa av tva exponentialfunktioner

b
n(l‘) = noem + ;(eat — 1),

dér den forsta exponentialfunktionen bara beror pa befolkningens nativitet (¢) medan den andra beror pa invand-
ringens takt (b) i forhallande till nativiteten.
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Exempel. Vi loser som avslutning problemet med tennpest pa orgelpipor.
Det ledde till differentialekvationen y' = ky(M — ), dér y &r en funktion av tiden 7, s att y' = dy/d.

Variablerna ir inte separerade, men vi gor en omskrivning:

1 dy
— L —k,
y(M —y) dt

Det ir inte tillatet om y = 0 eller om y = M. De bada funktionerna som ir konstant lika med 0 och M 16ser faktiskt
differentialekvationen. De motsvarar att inget tenn finns att angripa respektive att inget tenn &dr angripet.

Vi separerar:

Integration ger nu

dy
- —kt+Cy,
/ﬂM—w

dir C) &r en godtycklig konstant.
Det aterstér att hitta en primitiv funktion till 1/(y(M —y)). For att gora det skriver vi om

1 1 ( 1 " 1 )
yM=-y) M\y M-y/
Integration av ger nu

y‘:MM+Q,
—y

1
M(mm—mmﬁwbzm+cleMr1ﬂM

dr vi skrivit C, for konstanten MC;. Exponentiering ger till sist

M

— ieczeMkl‘ — C}EMkt,
M-y

dir C3 = +¢2 #r en konstant (som inte kan vara 0).

Det terstar nu att losa ut y ur detta. For att férenkla for oss kan vi skriva f = C3e¥. Vi far da

Y — f Multipliceramed M —y:
M~y
y = f(M—y) Samlay i vinsterledet:
y(d+f) = fM Delamed (1+f):
MCs Mk M
VT 15 GeM T Ce M4 1
dir vi i sista steget delat tiljare och nimnare med f och skrivit C for 1/Cj. U

4.2.1 Ovningar

4.2.1 Los foljande differentialekvationer

a) Y =x(1-y) b) xy' =2y ) y=1-y

55



4.2.2

4.2.3

424

Kvantiteten av ett likemedel som finns i kroppen hos en patient avtar i en takt som dr proportionell mot
den mingd som finns kvar i kroppen. Lat f(¢) vara kvantiteten som finns i kroppen vid tiden 7. Ange en
differentialekvation som f loser och bestim f. Efter 2 timmar var hélften av kvantiteten kvar. Hur lidnge
efter intag av medicinen dr 10% kvar i kroppen?

Den takt med vilken ett istacke vixer till vid konstant temperatur antas vara omvént proportionell mot isens
tjocklek. Det betyder att en tjockare is vixer langsammare én en tunn. Lat f(¢) vara isens tjocklek (cm) vid
tiden ¢ (i timmar). Skriv upp en differentialekvation som f 16ser och bestdm f om isens tjocklek &r 1 cm vid
tiden + = 0 och 2 cm efter 1 timme. Nir &r isens tjocklek 3 cm?

Om information sprid fran mun till mun i en population kan man forvinta sig att den takt de som har
kidnnedom om informationen okar &r proportionell mot produkten av antalet som kénner till informationen
och antalet som inte gor det. Lat f(¢) vara antalet som kénner till informationen vid tiden # och M vara
antalet individer i populationen. Skriv upp en differentialekvation som f loser och bestim f om bara en
person kénde till informationen vid tiden t = 0.

S Forslag till svar

1.1.1

1.1.2

1.3.1

1.3.2

1.33

1.3.4

1.4.1

142

143

1.4.4

1.4.5

1.4.6

1.4.7

(a) 319 (b) —564 s 23
© -5 @ %
(a) a+2ab (b) 2a2b+2ab* —2a* —2ab
(©) 0 @ -2
a
1 17 1 10
- i 2 e (e) —2
@ o ®) 55 © 5 @ o
3x—3 2 2x 2+ 17x
(@ x(x—13) (®) x(2—x) © 4—x2 @ (14x)(4x—1)
(a) 25 (b) 32 () 81 @1 (e) 25 (f) 49
1 1 4
(a) Z (b) _ﬁ (©) a
(@ 3 ®) % © 2 d) 9 © 5 () 8 @ 1
(@ 0 (b) 0 (c) v2

(a) 3b+2c (b) 4a—2c (c) —27a*b>c* (d) 27x%3 (e) 36 —x2 ) a*—y?

(@) 2x% 4 3xy —2y? (b) 2x3 +x%y —5xy2 +2y3

(a) 2 (b) o (c) a*+a*b+ab*>+b3
b—a (x—y)?

(a) x=17/2 (b) x=4ochx=1 (c) x=1lochx=7

(d x=00chx=3 () x=1lochx=-2/3 (f) x=1/Tochx=3/2

(@ x=0

(b) x =0 (Uttrycken ej definierade nidr x = —1)
(c) x=—1/2 (Uttrycken ej definierade nir x = 1)

(@) (x+2)>-17 (b) (x—3/2)>—1/4 (¢) (x—1/6)24179/36

(a) 7/4 (b) —2.
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14.8 (a) x=1,0mc # 0och a # 0. Annars kan x vara vad som helst.

(b) x=(a+c)/(ab),oma#0ochb+#0.0mb=0irx godtyckligt ochc = —a. Om b =0, sd dirc = —a
och x kan vara vad som helst.

(¢) x=0ellerx=a(l—c)
(d) x=14+1/d,omd # 0 och ¢ #0.Om d = 0 eller ¢ = 0 kan x vara vad som helst.

-8
(e) x=1/4+ %, om a # 0 och a — 8¢ > 0. Annars finns inget x. Om a = 0 kan x vara vad som
a
helst.
2.0.1 (a) matchar andra grafen (b) matchar forsta grafen (c) matchar fjarde grafen

2.0.2 Att antalet invanare 1995 var 53 tusen.

2.0.3 (a) Attbilen ir vird 63 tusen kronor efter 5 ar.
(b) Avtagande.
(c) Formodligen konvex.

204 f(x)=1+1/(x+1), som ér definierad nir x # —1

2.0.5 Nej det fungerar inte. Nir (tex) x = 7/8 har ekvationen tva positiva I3sningar.
2.1.1 (a) f(2)=0, f(¢) = —t +2, avtagande. (b) f(2)=21/5, f(t) =4t/5+13/5, viixande.
(© f(2)=5/7,f(t)=—6t/7+17/7, avtagande.

2.1.2 (i) ar linjen i c¢), (ii) &r linjen i f), (iii) 4r linjen i e), (iv) &r linjen i d), (v) &r linjen i a) och (vi) &r linjen i b).
2.1.3 (i) ar grafen till polynomet i b), (ii) &r grafen till polynomet i c) och (iii) 4r grafen till polynomet i a)

2.1.4 (a) Nollstillen dr 0 och +2. Polynomet dr positivt pa intervallen (—2,0) och (2,0). Det dr negativt pa
intervallen (—eo, —2) och (0,2).

(b) Nollstéllen &r 0 och 2. Polynomet &r positivt pa intervallen (0,2) och (2,e0). Det #r negativt pa inter-
vallet (—eo,0).

(c) Nollstillen dr 0 och 2. Det ir positivt pa intervallen (—oo, —2) och (2,e0). Det #r negativt pa interval-
len (—2,0) och (0,2).
215 (a) (iii) (b) (i) ©) (i)
2.1.6 (a) Nollstille ir 0 och 2. Funktionen ir positiv pa intervallen (—+/2,0), (0,+/2) och (2,e0). Den ir negativ
pa intervallen (—oo, —v/2) och (v/2,2).

(b) Nollstille 2. Funktionen &r positiv pa intervallen (—1,0) och (2,0). Den #r negativ pa intervallen
(—eo,—1) och (0,2).

(c) Nollstille &r £1. Funktionen dr positiv pa intervallen (—1,0), (0,1) och (2,0). Den dr negativ pa
intervallen (—eo, —1) och (1,2).

22.1 (a) f(2)=2v/2, avtagande och konvex. (b) f(2) = 3, vixande och konvex.

(¢) f(2)=2*73, viixande och konkav.

222 (a) 0,007 - 6417/40 . 1602/40  (1500)*/17 © h_(lOOOa)40/29 1
kvadratmeter 740/1718029/17 —\ 7 7017/29

2.2.3 (i): f(x) =3-2%, (i): f(x) =227, (iii): f(x) =2-3%, (iv): f(x) =4(1 —27)
2.2.4 (a) f ar exponentialfunktion g dr potensfunktion och 4 &r linjir.

(b) h dr exponentialfunktion f dr potensfunktion och g &r linjar.
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2.2.5 (a) exponentiellt vixande

(c) exponentiellt vixande

2.3.1 (a) Formodligen inte.

(b) exponentiellt avtagande

(d) exponentiellt avtagande

(b) f(15) ir vikten vid 15 ars alder. £~!(15) dr den alder nér vikten #r 15 kg.

© ?
232 (a) f(x)=(x+2)'/3
© f(x)=(5-x)/4
2.3.3 f och h ir inverterbara.

234 ¢
235 f1(2)~1,50ch g(2) ~ —2.

(b) Ejinverterbar

@ ) =1+vx—1

241 (a) 2 (b) 1/2 () —1 (d) —2 (e) 7 (f) 1/3
242 (a) 3 (b) —2 (c) 4 (d) 0,7 (e) 1/4 (f) 2
243 (a) In(d?) (b) In(ab?) (c) In(a¢/b) (d) In(ec/b?)

244 f(x)=100"1/2 g(x) = 10>*/2 och h(x) = 10!,
245 f(x)=e/2x1/2 g(x) = &x~ /% och h(x) = ex

2.5.1 (a) In3/In2

(d) Saknar 16sning
2.5.2 2740/
253 (a) In3

(d) log;p3(=1n3/1n10)

(b) x = —1/(2In3)

() Ve2+1

1/In9
) 1
(b) In(3/2) (c) log;p2(=1In2/In10)

(e) In2 ochIn3

2.5.4 Efter 20(In(155) —In(105))/(In(155) —1n(145)) ~ 118 minuter.

2.5.5 5In(3)/1n(2) timmar.

2.5.6 (a) 10mg

2.6.1 (a) 24242
262 (a) 3x*+1

2.6.3

264 1n((x_1)2)

x+1

(b) 82%

(c) 10-8,2°~3,0mg  (d) —In10/In(0,82) ~

11,6 timmar.

(b) t*+6:24+10 (c) t*+2t> +4

(b) 9x*+6x7+1

d) e)
Y T‘ Y :y
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2.6.5

3.3.1

332
333

3.4.1

(a) 0,3 (b) -1 (c) —0,4 d 1

(@) f'(x)=5x*+1,0ch f'(2) =81

(b) f'(x) =3x2—3x/2/2 0ch f'(2) = 12—3/2/16

(¢) f'(x) =4x> —12xoch f'(2) =8

(d) f'(x) =3¢ och f/(2) = 3¢3

(e) f'(x)=1/xoch f'(2) =1/2

(a) y=x (b) y=(-3x+16)/25 () y=x/3+1In(3/e)

@ f'(x) = 12/(x+2)? (b) *(Inx+1/x) (© f(x)=e (14202
(©) f'(x) =27%(2x—1n2-x?) @) f'(x)=6x3/V3x*+7

® f'(x) = 7 1 (@ flx) = 2% . (xIn(2x + 7) + 1/(2x+7))

77x+37 1—x

(h) e (2(3 +1)—3:2) /(B +1)*?

-1
Q) f(x) = (2\/}((\/’?4—1))
(a) Vixande pa [0,00) och avtagande pa (—eo,0]

(b) Vixande pa [—1,0] och [1,e0) och avtagande pa (—eo, —1] och [0, 1]

(c) Vixande pa [1/2,00) och avtagande pa (—eo,1/2]

3.4.2 Positiv i c och g. Negativia och e. Nolli b och d.

343 f'=b
344 (a) f'(-2,5)~—4 (b) £(0,5)~1 () W(1)=0 (d) K(-1)=0,25
3.6.1 (a) Minsta virde: f(—2) = 1 (4ven lokalt minimum); inget lokalt maximum

(b) Lokalt minimum: f() — 1) =0, lokalt maximum: f(1) = 4, inget minst eller storst virde
(c) Minsta virde: f(In2) =2—2In2
(d) Minsta virde: f(14+/2) = 1 ++v/2+1In(1+4+v/2) —In2

4.0.1 floserb), g 16ser a) och A l6ser c).
402 a=1ochb=—1.
4.0.3 C godtyckligt och n = 3.

4.0.4 y' = ky, fér ndgon konstant k

4.0.5 y' = ky(M —y), f6r ndgon konstant k

4.0.6 y' = k/y, for ndgon konstant k

411 (a) F(x)=x*/4+22+C (b) F(x)=2x+C

(c) F(x) =lnx+¢€*+C (d F(x)=10"/In10+C
412 (a) F(x)=2yT+x+C (b) F(x)=e¥/3+C

(¢) F(x)=In(x+5)+C d) Fx)=-3(1-xP2+C
413 F(x):aibln’i:z +C
421 (a) y= 1+Ce_"2/2, dér C dr en godtycklig konstant.

(b) y=Cx?, dir C ir en godtycklig konstant.
(¢) 14+Ce™, dir C &r en godtycklig konstant.

422 y=Ce, f(t)y=C-27"/2,2In10/In2.
423 f(r) =+/3t+1, 2 timmar och 40 minuter.

424 f(r) =

M
1+ (M — 1)e kMt
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