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Till dig som ska ldsa matematik vid universitetet

Forsta terminen vid universitetet innebiir en stor omstillning fran gymnasiestudierna.
Bland annat forutséitts du ta eget ansvar for dina studier och att arbeta mycket pa egen
hand - av den berdknade totala arbetsinsatsen #r ca 1/3 schemalagd med lirare. For att
du pa bésta sitt ska kunna tillgodogéra dig undervisningen r det viktigt att du kan kon-
centrera dig pa det som &r nytt, si du inte hiinger upp dig pa sddant som du férutsitts
kunna frn gymnasiet. Du gor alltsa klokt i att forbereda dig ordentligt genom att repetera
gymnasiekursen och lésa in avsnitt som du kanske tidigare forsummat.

Hur gor jag da?

Till din hjélp far du detta kompendium “Matematik - kort forberedande kurs”. Arbeta
igenom det s grundligt, att du behérskar de olika avsnitten. De manga Gvningsexemp-
len ger dig mojlighet till nyttig rdknetrining. I bérjan av kompendiet finns dessutom ett
diagnostiskt prov och i slutet en provrikning med blandade uppgifter.

Ta avsnitten i den ordning du sjélv finner limplig. En metod &r att forst rikna alla [1]-
och [2]-uppgifterna (kompendiet rakt igenom), sedan alla [3]-uppgifterna osv. Har du bra
betyg i matematik frin gymnasiet och tror dig kunna gymnasiekurserna ganska bra, kan
du forstka dig pa sista uppgiften i varje dvningsuppgift. Uppgifterna ar i stort sett ordnade
efter vixande svarighetsgrad.

Ar det nagot eller nagra omraden du speciellt behdver repetera, t.ex. olikheter, logaritmer
eller trigonometri, kan du i forsta hand koncentrera dig pa dessa. Det visentliga dr att du
riknar.

Ett av syftena med detta kompendium &r att nota in vissa formler, som du kanske varit
van vid att hitta i en formelsamling. Pa tentamen vid universitetet kommer du inte att ha
Jformelsamling eller minirdknare till hands. Forsok darfor att klara dig utan, nir du 16ser

Ovningsexemplen.

Detta kompendium &r ett utdrag ur ett nagot mer omfattande repetitionsmaterial som
finns pa adressen

http://www.math.chalmers.se/Math/kompendium/teknolog.pdf

Dér kan du titta om du dven vill repetera funktionslira.

Lycka till och Vilkommen till universitetet!

Med Héalsningar fran lirare i matematik vid Géteborgs universitet
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DIAGNOSTISKT PROV. (Lamplig tid: cirka 2 timmar)

(Svar finns pa sista sidan i kompendiet.)

[1] Férenkla 7a — 3 — [(3 — a) — 2(a — 3b)] — 4b
[2] Los ekvationen

z 1
=1
z+1 =z
[3] Forenkla sa langt som mojligt:
y- (5 -3

e

[4] Forkorta (om mdjligt) i uttrycket (z® — 8)/(z? — 4)

[5] Dividera (med polynomdivision) sa 18ngt som méjligt (22 +1)/(z? — 2z + 3)
z+6y = 1

Jx+2y = -5

[7] Bestam exakt \/(—-_6)2 +2v9

[8] Bestam rotterna till ekvationen  3-z%+44x—4=0

[9] For vilka = galler olikheten

[6] Los ekvationssystemet {

x
<17

z—1
. [@] 1/2-1n9+1n(1/6)
[10] Férenkla b In(z®)/In(1/c)
[11] Angiv exakta vardet av  sin(w/3) 4 tan(r/6)  (samt forenkla).
[a] cosv = 1/2
[6] sinv = -1/2
[13] [a] I en ratvinklig triangel &r sinus for en vinkel lika med 2/3 och den mot denna vinkel stiende

sidan ar 3 langdenheter. Bestam hypotenusans langd exakt.
[b] Samma uppgift som ovan, om i stallet tangens for vinkeln ar 2/3.

[14) Bestam  tan2z  exakt, om tanz =1/4.

[15] Angiv pé formen az + by + ¢ = 0 en ekvation for rata linjen genom punkterna (2,—3) och
(_17 1)'

[16] Ekvationen ? + y? = 6z betyder geometriskt en cirkel ( i ett ortonormerat system). Bestdm
medelpunkt och radie.

[12] Bestam alla vinklar v mellan 0° och 360° som satisfierar
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Kapitel 1 Algebraiska rakningar

1.1 Addition, subtraktion och multiplikation av reella tal

For reella tal galler bl.a. f5ljande enkla rakneregler:

—(a+b)=—-a—-1b
—(a—b)=—-a+b=b—a
(—a) - (—b) = +ab=ab, ty

(-1)-(-1) =

Man definierar potenser med heltalsexponenter som:

a® =1 (for a # 0)
a' =a,a? =a-aosv.
a"=a-a---a,dvs. produkten av n stycken faktorer a

Varav foljer Potenslagarna
a™.a® = am+n
(am)n = gm"

(ab)* = a™b"

Eftersom (—1)? =locha—b= —(b a), si galler att (a —b)? = (b—a)?, (a—b)* = —(b—a)?,
osv. For att fortydliga ges nedan nagra exempel:

Exempel da —2b—[(3a —c) — (2b — 3¢c)] = 4a —2b— (3a —c —2b+3¢c) =
40 —2b—3a+c+2b—3c=a—2c
Exempel (wy223)4 . (_21;23/)3 = gt y 8,12, ( 8) z8y3 —8z10y 11,12
Ovningsuppgifter
O-1 Foérenkla O-2 Berikna
1] 9y —6z—2+2—2y—9z+42—y [1] 3¢
[2] a—3b—(2a —b—c) [2] 43
8] c—[(Ta—¢) - (b—2c)] = 2b 3] (-3)°
[4] (-2)°
. 5] (—4)°
O-3 Forenkla 0-4 Omforma (genom att multiplicera
(1] 3ab? - 8ab? ihop parenteserna)
[2] (5a®b%)* [1] (a —b)(b+ 3a)
3] z%y*- (—2y%27) - 3y= 2] (z41)(® -2’ +2—1)
[4] (—22%y°%2)% - (3222)? - (—2y)* [3] (32% — 2z + 1)(22% —z —2)



Féljan(‘de viktiga formler bér man kunna utantill:

KVADRERINGSREGLERNA (a+0)*=a’+2ab+b?
(a — b)? = a® — 2ab + b?

KUBERINGSREGLERNA (a+b)® = a®+3a%b+3ab?+b°
(a—b)® = a®—3a%b+3ab*—b°

KONJUGATREGELN a> -0 = (a+b)(a—10) =
= (a—b)(a+b)

FAKTORUPPDELNINGARNA a®—b?
a3+b3

(a—0b)(a®+ab+b?)
(a+b)(a®—ab+b?)

OBS! a? + b%,a% + ab + b% och a? — ab + b? kan €] faktoruppdelas med reella tal.

Exempel Utveckla (2z + 32%)3.
Losning:
(2z + 32%)® ={kuberingsregeln med a = 2z och b = 322} =
= (22)° +3-(2z)? - 322 + 3 - 2z - (322)? + (322)® =
823 + 362222 + bdxz* + 272°.

‘Exempel Faktoruppdela uttrycket 18a*b%c — 24a%b%c? + 8a2c3.
Losning:
18a%bc — 24a®03c? + 8a?c® = { alla gemensamma faktorer bryts ut} =
2a%c - (9ab° — 12ab’c + 4c?) = { kan kvadreringsregeln anvindas?} =
2a%c- {(3ab®)? — 2 - 3ab® - 2¢ + (2¢)?} = { kvadreringsregeln} =
2a%c - (3ab® — 2¢)2.

Exempel Faktoruppdela uttrycket 2 + 8y3.
Losning:
2%+ 8y* = { Kan faktoruppdelningen for a3 + b® anvandas 7}

= (") +(2)° = («*+2y)[(2*)*—2* 2y +(2y)] = (a?+2y)(c* ~ 22y +4y?)

6vningsuppgifter
O-5 Utveckla 0-6 Férenkla
[1] (z+3y)® [1] (z—2)(z +2)
[2] (56— 2z)? [2] (3a® + 2z)(3a? — 2z)
8] (o* — 4Py 8] (2% +3)(207 — 3)(4a* +9)



O-7 Utveckla 0-8 Uppdela i faktorer

[1] (= +2y)? [1] =2 -9
[2] (a— 5b%)3 [2] 22 +4z +4
[3] (3a + 2b%)3 [3] 4b? — 1642
[4] (42% — 62)®
0-9 Uppdela i faktorer 0O-10 Uppdela i faktorer
[1] 322 — 18zy + 27y? [1] =%+ 27
[2] 26 — 8122 [2] yx® — y*
[3] 2%y + 4zty — 423y? [3] z¢ + 8z3%y°

Polynom; Kvadratkomplettering

Med ett polynom (i ) menas ett uttryck av formen
p(z) = anz" + -+ a1+ ao

dar a,,- - ,ao kallas koefficienter for z”,---,z° Om a, # 0 siges p(z) vara av grad n.
Ett viktigt begrepp ar kvadratkomplettering i andragradspolynom (jamfér detta med losning
av andragradsekvationer [1.7]). Kvadratkompletteringen ges av:

2 PR SN YRR O SRINY JOSN XY

Exempel Bestam (genom kvadratkomplettering) minsta vardet av
f(z) = 42% + 12z + 17.

Losning:

f(z) = 4[z* + 3z] + 17 = { kvadratkomplettera} =

3 .3 3 3 9 3
=4 2 Qegp-— hl VN S V] — N2 2 =4 N2
e 4225 +(5)" = (5)71+17 4[(3!:—!—2) 4]+17 (z+3)"+8

Eftersom (z+ %)2 > 0 for alla x, med likhet om och endast om z = —-%, inser man att f., = 8,
vilket intraffar da z = —%.
Ovningsuppgifter
O-11 Kvadratkomplettera 0-12 Kvadratkomplettera

1] 22 +2z -1 [1] 22+ 3z + 4

[2] 5+ 2z — 2? 2] 1—z—2°

(3] 2y2 -8y +3 [3] 1622+ 9 — 24z

[4] 7 — 10y — 4y? [4] z* —22% 42

[5] 2%+ 6z +y* —4y +1 [5] 22 —y? 4+ 2% — 2z + 3y — 4z



O-13 Bestim (genom kvadratkompletter-

ing) minsta vardet av:
1] 22 +4z -1
2] 52% — 10z + 21
B] 22+z+1

0O-14 Bestim storsta vardet av
[1] 5+ 2z — 22
[2] 7— 10z — 22
[3] 7— 10z — 422

1.2 Division av reella tal. Brakrakning

Enligt definitionen pa reellt brak har forstagradsekvationen b -z = a den entydiga 16sningen

= ¢ (kan ocksa skrivas a/b) for b # 0. For brakrakning galler bl.a. f5ljande regler:

Forkortning och
férlangning:

Multiplikation:

Division,

dubbelbrak:

Addition,
subtraktion:

OBS! -1
ar namli J S 1,1 _of
ar namligen —7 = 3 , medan ; + § = 2!

o ar ¢ lika med 2 + ;. (Alltfér vanligt fel att tro motsatsen.) Om t.ex. a

Potenser med negativa exponenter definieras som

b=1,

Definition
_ 1
a n = a_"'

varav foljer




Exempel

Exempel

!a—b!‘r’

Férenkla uttrycket: o)

Losning:
(a—0® (-1)*b—-a)® -1 -1
(b—a)” (b—a)  (b—a)* (a-—D)?
Skriv
1 z+1 1
R(z) = 2242 4-—2? +—2?
som ett brak (pa sa enkel form som mojligt),
Losning:
1 z+1 1 .
R(z) = 7 122 + g + —é?c—i—{ Faktoruppdela nimnarna}=
1 z+1 1

@12 E-2(+2) (2w
={Forlang de olika braken, sa att de nya braken far samma namnare.
Vi har minsta gemensamma namnare MGN = 2z%(z + 2)(z — 2)}=
_ 2z(z-2)-1 2%-(z+41) (x—2)(x+2)-1
T 2z(z—2)-z(z+2) 222-(z—2)(z+2) (z—2)(z+2) 222

2z(x —2) —22%(z+ 1)+ (¢ +2)(z —2) —22°42° -4z -4
22%(z + 2)(z — 2) B 2z%(x? — 4)

Anmarkning: Man kan ocksa (i ovanstaende exempel) forst addera tva av braken och sedan
till summan addera det tredje braket. Genomfor dessa rakningar!

Ovningsuppgifter
O-15 Berikna O-16 Berikna
me-2G-9 1) 2
2] 5+8)/G-8) 2 (1/3)~*
8] (=5)7°
O-17 Skriv som potens av 2 0-18 Férenkla

[1] 1/32 [1] (30z%y")/(122y™)

[2] 128/28 2] (3a3b* + 6ab?)/(3ab?)
(3] 8%/4° 8] (10y°2° + 52y — 152%y)/(5y2)
O-19 Forenkla 0-20 Forkorta (om mojligt)

[1] (a—1b)/(b—a) [1] (a® + ab)/(a® — b?)

2] (a—0)*/(b—a)® 2] (422 — 2%)/(a? — 4z + 4)

8] (a—8)*/(b—a) 8] (=° —1)/(2® + 2* + 2)

[4] (b—a)*/(a—

b)®

[5] (a—8)°/(b—a)®



0-21 Forenkla 0-22 Los ekvationen
(1] (1/=)/y — (/y)/= + 1/(2y/z) + (1] 2z/7+3/4=11/8

2/(z/y) [2] (52 +7)/(4z —14) —1/3 =
i (2] (a/b+b/a+2)/(1/b— b/a?) i Bz +11)/(2z —7)
O-23 Skriv som ett brak (pa sd enkel form  O-24 Skriv som ett brak (pa sa enkel form
som mojligt): som mojligt):
[1] z/(z-1)-1/(z +1) [1] 1/(22 —2) - 1/(22)
2] z+2/(z-1)+(z+2)/(z* +z+1) 2] 22/3—-2z)+(2—2)/(3+ %)
3] 1/(1 —2z) —2/(1 +2z) + [3] (z+1)/(222-8)—(3z—1)/(42%+8z)

+(6z +2)/(42? — 1)

Rationella uttryck, Polynomdivision

Ett rationellt uttryck (i z) kan skrivas pa formen ;’J(g-, dar p(z) och ¢(z) ar polynom och g(z) #
0, dvs g(z) €j identiskt noll. Om nu gradtalet for p(z) ar storre an eller lika med gradtalet
for q(z), kan p(x) divideras med g(z), s att gradtalet for restpolynomet r(x) blir mindre an
gradtalet for ¢(z). Man far f]i% = k(z) + ;—% , dar k(z) kallas kvotpolynom. Polynomen k(z)

och r(z) kan bestimmas med en polynomdivisionsalgoritm (se f6ljande exempel)

Exempel Dividera (323 + z? + 4z — 3)/(2? — 3z + 1) sa langt som mojligt.
Losning:

3z +10 (= k(z))

(g(z)=) z2=3z+1 | 323 +2*+42 -3 (=p(z))
— (322 — 922 + 3z)
10z* +z — 3
—(10z? — 30z + 10)

31z —13 (=r(=))

Svar: 323 +z2+4x -3 31z — 13
+z z — z —
z2 -3z +1 —3z+10+z2—3x+1

Ovningsuppgifter
O-25 Dividera si langt som mojligt: 0-26 Dividera s3 langt som m&jligt:

1] (z2+z+1)/(z-1) [1] (62 — Tz +2)/(2z — 1)

2] (=2 -1)/(z*+1) 2] 1-2%)/(22% +2-1)

3] (23 =5z +1)/(z+2) [3] (3z® +22% +4)/(2® — 32 + 22 - 3)




1.3 Lineara ekvationssystem

Vid 16sning av ekvationer med flera obekanta sdker man genom elimination skaffa sig en
ekvation, som inneh3ller endast en obekant. Man kan anvénda sig av en av tva metoder —
substitutionsmetoden eller additionsmetoden. For att illustrera, ges nedan ett exempel:
(Tecknet ”<=>" betyder "om och endast om”)

20 + 5y =4
3z +2y =-5

Lésning: Metod 1 [Substitutionsmetoden/

Den forsta ekvationen ger ¢ = (4 — 5y)/2, som man sétter in i den
andra. Da erhalles

Exempel Lo6s ekvaionssystemet {

34—-5y)/2+2y=-5<=>12—-15y +4y = —10 <=

= —1ly = —22 <
Alltsd ar z = (4 — 5y)/2 = (4 — 10)/2 = —3, och man far ett

Svar: z = -3,y =2 .

Lésning: Metod 2 [Additionsmetoden]

Multiplicera (for att eliminera x) bada leden i de givna ekvationerna
med 3 resp. (—2) och addera dem:

6z + 15y = 12
—6z — 4y = 10
iy = 22

Harav fas , som insatt i en av de givna ekvationerna ger x = —3.

OBS! Kontrollera alltid svaret genom insattning i de givna ekvationernal

Anmarkning: Den lineara ekvationen az + by = ¢ betyder geometriskt en rat linje. Ett sys-
tem av saddana ekvationer har alltsd a) en b) ingen eller c) oandligt manga losningar beroende
pé om de rata linjerna ar a) skarande b) parallella (och olika) c) sammanfallande.

Ovningsuppgifter
0-27 Lés ekvationssystemet 0-28 Lés ekvationssystemet
z+3y = 5 3r+2y = 3
T—y = 6 2c —y = 2
[2]{3a:+2y =1 [2]{6x—3y = 6
3] 2¢c +3y = -1 z+2y—2z = 3
S5c—2y = 7 B] § 2z2+y+32 = —6
z+3y—2z = 5




1.4 Absolutbelopp

z om x>0

DEFINITION |z| = { —2z om z<0

Alltsa ar |z| > 0 for alla x och om [z| = a s3 4r z = +a. Geometriskt kan |z — a| uppfattas
som avstandet mellan punkterna x och a pa tallinjen.

v

- e M

Ix-al
Exempel Enligt definitionen ar | — 2| = —(-2) = +2,ty z = -2 < 0.
Exempel Ekvationen |z — 1| = 3 kan skrivas £ — 1 = %3, varfor rotterna ar

z1=143=4,0chz,=1-3 =-2.

Exempel Olikheten |z +2| < 5 kan aven skrivas —5 < z+2 < 5,dvs =7 < z < 3.
Studera tallinjen!
6vningsuppgifter
0-29 Bestim 0-30 Las ekvationerna
(1] 15| 1] | -1 =2
2] |- 3] 2] | +3]|=5,5
[3] |6 — 8 [B] 2—=z|=2
[4] 12 -3,5| 4] |z+1=1/3
[5] | —6— 8| (5] |z +2|=-2
. _[6] Bz—5]=1
O-31 Angiv utan absolutbelopp de z,som  O-32 Skriv f(z) utan absolutbelopp, om
satisfierar: f(z) ar:
[1] |z| < 4 (1] = + ||
2] |t—-2/<3 (2] 2z — |=|
3] 1Bz +2| <1 Bl l+1+ |z -2]
Ml1<|z+2/<3 [4] 4|3z — 1| + |6z + 3|




1.5 Kvadratroten ur ett positivt reellt tal

Eftersom 22 = z - z > 0 for alla reella tal x, har ekvationen z? = b reella l6sningar endast om
b>0.

Med /b, dar b > 0, menas det icke-negativa, reella tal

DEFINITION vars kvadrat ar b. Alltsa ar (vb)? =b for > 0.

OBS! v/ > 0 for b > 0. Exempelvis ar V16 = +4 och inte +4.
(Mycket vanligt fel att tro motsatsen!)
Av definitionen pa Vb foljer vissa rikneregler:

1. v/a- Vb= +aboch \ﬁz_/\/l_)=\/a—/_l—)f6raochb>0.

2. Va? = |a| for alla reella a, varfor vVa?-b = |af - Vb for
b >0, alla a.

3. 1/v/b=v/b/b for b > 0.

4'{1/(\/E+\/3) — (Va-VB/a-b)
1/(va-vb) = (Va+vb)/(a—?b)
for a och b> 0 och a # b

Reglerna 4 kallas forlingning med konjugatuttryck. (se exempel nedan.)

OBS! I allminhet ar v/a + b # va + Vb. ’

Exempel Férenkla 1/(—2)2.

Losning:

Enligt rakneregel 2 ovan, ar 1/(—2)? = | —2| = 2.
En alternativ 16sningsmetod ar 1/(—2)2 = V4 = 2.

Exempel Skriv med heltalsnamnare 3—_173

Léosning:

Forlang med konjugatet till nAmnaren:

1 3+4v5  3+vB 345 _3+V6
3—v5 (3-vB)3+v5) -2 9-5 4

Exempel Férenkla % och ange definitionsmangd.

Lésning:

Vz — 1 ar definierat for z > 1, men 1/4/z — 1 endast fér ¢ > 1. For

z > 1 ar:

1—=z _—-(:c—l)__(\/:v—l)2__
Ve—1 +Vz—-1  z—-1

Svar: For z > 1 ar % =—y/z—1

Ve -1

9



6vningsuppgifter
O-33 Férenkla

[1] VO

[2] V32

8] V/(=3)

0O-35 Forenkla

[1] V18/v/96

[2] vV2+ 8

8] (VB —V3)(V5+3)
[4] V12 + V3 + V48 — V75

0O-37 Férenkla

(1] Va?-b,oma >0o0chb>0
[2] Va?-b,oma<0ochb>0
3] a-/b/a,om a > 0och b>0

[4] a-4/b/a,om a < 0ochb<0

0-34 Forenkla

[1] V0,16
[2] /6250000
3] V8- V18

0-36 Skriv med heltalsﬁéimnare:

[1] 2/v14

[2] 1/(vV3—-2)

3] 1/(1 + v6)

[4] (4—V5)/(T—V5)
[5] 1/[(1 + v2) — V3]
[6] 1/(v2+ V3 +6)

O-38 Férenkla foljande uttryck (och an-
giv definitionsmangd):

1] (z+2)/Vz +2

2] (6-z)/vVz -5

(8] (2 —42)/Vi -2

[4] (1 - 2)/Va®—a?

5] (2 +2)/Vz® + 22

6] z/(Vz+1-1)

M @—2— /(e +v2=7)

FEkvationen 22 = b har for b > 0 tva olika reella rétter z; = \/l_), zo = —V/b. Man skriver

m2=b=>x1,2=:l:\/l;f6rb.20

OBS! 2?2 =a? < 1 = +a

pz\/a = p2=qmen
PP=q = p=%q

Exempel Ekvationen 9% — 2 = 0, dvs x? = 2/9 har rétterna z; ; = +/2/3.

Exempel Ekvationen 1 + +/z = 0, dvs. v/ = —1 saknar 16sning, ty /= > 0.

6vningsuppgifter



0-39 Los ekvationen 0-40 Los ekvationen

[1] 2* =4 [1] vz =4
[2] 22—-27=0 2] Vz+1=2
3] 4—32z2=0 Bl vz +2=0
[4] VzZ+1=2
5] VzZ+2=1
[6] Va2 + 4z — 9 =2\/z

1.6 Icke-reella tal. Komplexa tal

Ekvationen z? = b saknar reella rotter om b = —c < 0. Daremot har den icke-reella (ima-
gindra) rotter: z, = i1/c, T2 = —i4/c, dar 1> = —1. Man kan nu (nagot oegentligt) skriva:

tP=—c=z12=2V-c=%i/c;c>0

Exempel Ekvationen 2243 = 0, dvs 22 = —3 har rotterna ;5 = /=3 = £i/3,
dvs:
Iy = Z\/§
Tg = —-i\/?;

Ett komplext tal kan skrivas pa formen u + v, dar u och v ar reella tal och i ar den imagindra
enheten, som satisfierar ekvationen 2 = —1.

Exempel
1 2—3 2—3 2—3
= = K 1 1 preed =
2+3i  (2+30)(2—3) { Konjugatregeln} = 7—o7 = —3

Ovningsuppgifter
0-41 Lés ekvationen 0-42 Skriv ps formen u + v

[1] 2= -9 1] 143)—(2—1)

2] z2+4=0 2] (1+43¢)(2—72)

3] 162 +25 =0 3] (1+3)/(2— i)

[4] (z —1)? = -3 [4] 1/(1 +3i)+1/(2 1)

5] (z+3)*+10=0

11



1.7 Andragradsekvationer. Faktoruppdelning av andragradspoly-
nom.

En andragradsekvation az?+bz+c=0 kan, d& a # 0, skrivas pa normalform:z?+ % cz+<=0.
En andragradsekvation pa normalform, z2+pz+¢ = 0, kan 16sas genom kvadmtkomplettermg

2, oP Pva_ (P2 _ Pya_ (Py2_
4 28e 1 By - (B hg=0 e (a4 By = (B —g

Alltsa galler att: | Ekvationen z? + pr +q = 0
har rétterna

T2 = —g + \/(%)2 —q

Dessa rotter z; och z, ar
[1] Reella och olika, om (p/2)? — ¢ >0
[2] Reella och lika, om (p/2)? —q¢ =0
[3] Icke-reella och olika, om (p/2)? — ¢ < 0

OBS! Om g = 0, har ekvationen z? + pz = 0 en rot z; = 0, samt roten z, = —p.
Exempel Berakna rétterna till ekvationen 3 — 522 = 2z .
Losning:

Ekvationen kan skrivas pa normalform: x2+§m ——% = 0, och har rétterna

/ [1 15 1 4
== 2 _ —5)=—% 224
i ( = ) i 25 + 25 5 5
_1 + 4= 3
Alltsa ar rétterna § § 8
Tgo = - -1
Exempel- Ekvationen z? — 6z + 13 = 0 har rotterna
T12=3+£/9-13=3++v/-4=3+2:
OBS! Kontrollera alltid svaret genom insattning i den givna ekvationen!
6vningsuppgifter
0-43 Bestim rotterna till ekvationerna. 0-44 Los ekvationerna, dvs. bestam alla
rotter:
1] 22 4+62+5=0
[2] 22 =2+6 [1] 2 -4z +6=0
3] 222 +3+5z=0 2] 22+z+1=0
[4] 1122 = 3z [3] 227 +5 =3z
5] 322 + 50 —1=0 [4] z* —202% 4 64 = 0 (Satt har 22 = 2)
6] 922 +1—62 =0 [5] 3+ 22% = 2*

[7] 6+3z—422=0
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Faktoruppdelning (av andragradspolynom)

Om ekvationen z? + pz + ¢ = 0 har rotterna z; och z,, s& kan polynomet x> + pz + q
faktoruppdelas:

24+ pr+qg=(z—z1)(z — x2)
Anmirkning: Om (p/2)? — ¢ < 0, s &r z; och z, icke-reella och i sé fall kan z* 4 pz + ¢ ¢j

faktoruppdelas med reella tal. (Daremot kan 2 + pz + ¢ alltid faktoruppdelas med kompleza
tal.)

Exempel Faktoruppdela polynomet P(z) = 2z% —z — 1.
Losning:
2¢2—z—1 = 2(2?— 1z —1). Los darfor forst ekvationen 2 — o —1 = 0.
Man far
1 1 1 1 3
el T R

I = 1
Ty = ——1/2 )
Alltsd ar 22 — Lo — ¥ = (2 — z1)(z — 22) = (z — 1) (2 — }), varfor

Rotterna ar alltsa {

P(e) =20 —2—1=2(a—)(z +3) = (& - )2z +1)

Ovningsuppgifter
0-45 Faktoruppdela (med reella tal): 0-46 Angiv en andragradsekvation med
rotterna:
1] 22+ 3z -4
[2] 6 — 2z — 4a? (1] 1 och -2
3] 22+ 2z + 2 2] 2+ VB och 2 -3
[4] 8z — 822 —2 (8] 1+2och1—z

[5] 222 — 6z + 1

1.8 Faktorsatsen. Ekvationer av storre gradtal an tva.

Faktorsatsen
Om p(z) ar ett polynom i & och p(z1) =0, dvs om z; ar
en rot till polynomekvationen p(z) = 0, sa ar (z — 1) en

Sats faktor i p(z), dvs.

p(z) = (z — 1) - ¢(2)

, dir g(z) ar ett polynom av en enhet lagre grad &n p(z).
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Exempel

Los ekvationen z3 — 1122 + 23z + 35 = 0.

Losning:

Efter provning (av t.ex. 0,%1,+2,---) finner man att £; = —1 ar en
rot, ty —1 —11 — 23 + 35 = 0. Enligt faktorsatsen ar alltsa polynomet
23— 1122 + 23z + 35 delbart med z —z; =z — (—1) =z + 1.
Division (av polynom, se 1.2) ger

z® — 112 + 23z + 35 = (z + 1)(z? — 12z + 35)

Tredjegradsekvationens dvriga rotter fas ur ekvationen £2—12z+35 =0
. Man far alltsa z33 =6+ /36 —35=6+1,dvs. 2o =5 och z3 = T.
Svar: Ekvationen har rotterna z; = —1, 2 =5 och z3 = 7.

Tillagg: Vi har alltsd faktoruppdelningen 23 — 1122 + 23z + 35 =
(z+1)(z—5)(z—T).

OBS! En tredjegradsekvation har alltid tre rétter (lika eller olika)

6vningsuppgifter

0-47 Los ekvationerna

1] 2°+ 222 -8z =0

2] 3 4+222-22-1=0

3] z®+422+6x+4=0
4] 224 =32~z +32-1=0
0-49 Los ekvationerna

[1] (z-1)*=0
2] z*-1=0
B8] (=*-1)*=0

O-48 Faktoruppdela (med reella tal):

(1] =3+ 222 — 8z

2] 2%+ 222 -2z —1

[3] = +42% + 62 +4
4] 22* - 32% —2? + 3z -1
0-50 Faktoruppdela

1] 2(z®* - 224+ -1)
[2] 223 — 172% + 412 — 30
[3] z® + 22 — 6z — 2%y — zy + 6y

1.9 Olikheter.

Exempel

For vilka x ar z° + 23z < 1122 - 35 ?

Losning:

Olikheten kan skrivas p(z) = z® — 1122 + 23z + 35 < 0. (Ha alltid for
vana att flytta Gver termer, sa att ena ledet blir noll.) Ealigt exempel
ovan har vi faktoruppdelningen p(z) = (z + 1)(z — 5)(z — 7).
Teckenstudium ger nu:

x -1 5

O I

>

1 1
L
] ---0 ++++ 0 - -

+++

Svar: Olikheten galler for z < —1 och for 5 < z < 7.
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Exempel For vilka x ar z + 1 >
Losning:
Olikheten kan skrivas R(z) =z +1 — 2 >0, dar

?

8 (»

_m2+z—2:_= (z+2)(z—1)

R =
(z) " =
I * har vi endast faktoruppdelat taljaren. Teckenstudium av R(z) ger
nu:
x 2 0 1
} } t >
Rx)|] ---0 ++++ (ejdef) - -- 0 +++

Svar: Olikheten galler for —2 <z < 0 och for z > 1

OBS! Den givna olikheten (i senaste exemplet) far ej skrivas z(x + 1) > 2, dvs olikheten far
ej multipliceras med z, ty z kan vara negativt!

.y a>b < a-c>b-¢c, om ¢c>0
Allma.ntga.lleratt{a>b <> a-c<b-¢c, om c<0

O-51 For vilka z galler foljande olikheter? 0-52 For vilka z giller foljande olikheter?

1] 22 > (z +2)? 1] (z+1)/z >3

[2] 322 <2z 2] 2z-1)/(z—-2)<3
3] 224z >2 B8] 1/z>2zx -1

4] z2+12> =

[5] 3 + 6 < 22% + 5z
[6] 6+ 3z? < 5z + 2®

1.10 n:te roten ur ett reellt tal. Allmanna potenser

Med b= = {/b menas den reella (och positiva, om n = 2m = jamnt heltal) roten till ekvationen
g™ =b. Alltsa ar (b3)" = b, dvs (VB)" = b.

For den vanliga kvadratroten galler alltsd att v/b = /b= 4"/2 for b > 0. Om b > 0 definieras
potensuttrycket b™/™ (med rationell exponent (m/n)) genom b™/™ = {/bm™. Man kan visa att
b(m/") satisfierar (de allmanna) potens- och exponentiallagarna:

Potens- och exponentiallagarna

b* - b = b°tY
(5°/8%) = b
() = b

{ (ab)® = a* - b*
(a/b)* = a®[b®

Anmarkning: Den andra lagen ger speciellt 1/6¥ = 7Y, om z = 0.
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Exempel Férenkla y/24/2.

Lésning:

Vav2=(2-28)s = (2)d =23t =2t = V2

0-53 Forenkla 0-54 Forenkla

1] 8/ 1
[2) 4725 2] V8

T - i
o] (32713442 AL

51 V6

Man kan allmént definiera uttrycket b* for b > 0 och alla reella z, s att b satisfierar potensla-
garna ovan. b” kallas for en potens av b, dar b kallas bas och = ezponent. Av speciellt intresse
ar den (naturliga) exponentialfunktionen e med basen e = 2,71828 - - -.

For allmant b® galler bl.a. att

[1] 5 > 0 for alla z.
[2] 8° =1 for alla b.

[3] f(z) = b® ar vaxande (for vaxande z) om b > 1, och
avtagande (fér vixande z) om 0 < b < 1.

),
4

y =8 dir 0<b<1 y=b'darb>1
\_ —_-_—/

OBS! Man skiljer pa a) potensfunktionen f(z) = z* och b) ezponentialfunktionen f(z) = b*.

Exempel Lés ekvationen 3% + 2 - 3%+ = 21.
Losning:
Ekvationen 3% + 2 - 3°*! = 21 kan skrivas 3% - (1 + 2 - 3) = 21, dvs.
3% .7 = 21 eller 3 = 3, varfor

16



Exempel Los ekvationen €2 + 2¢” — 3 = 0.

Losning:
Satt e = 2. D& erhdlles andragradsekvationen 22 + 2z — 3 = 0 med
rotterna z; = 1 och z; = —3. Man far nu tva fall:

[1] e =2z =1gerz; =0.

[2] €® = z; = —3 ar en orimlighet, eftersom e* > 0 {6r alla reella tal
z.

Svar: =0

Ovningsuppgifter

O-55 Bestam reella 16sningar till 0O-56 Bestim reella l6sningar till
[1] 3* =81 [1] e** +e® —2 =0 (Satt e = 2)
[2] 3°+1 4+ 3 =36 2] e +e*+1=0
[3] 9* =1/27 3] 3% —7-3°—-18=0
[4] 3-2°+1 — 27 = 404/2 [4] 4t —9.274+2=0

[5] 2542 +3.2° = 3,5

1.11 Logaritmer

For tio-logaritmen 1g y och naturliga logaritmen Iny galler

z=lgy < y=101f6ry >0

z=lhy < y=¢e*,fory>0

OBS! For att lg y resp. Iny skall vara definierat kravs alltsa att y > 0. Speciellt ar

lg1=0,1gl0=1,In1=0, lne=1
fytexy=1=10=10" < lgl=lgy=z=0.

Av formlerna ovan féljer ocksa direkt att

lg 10° = z och lne® = z for alla reella x

108 v = y och e®®¥ =y for allay > 0

Exempel lg 1000 =1g 10% = 3

Exempel lg0,1=1g107! = —1
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Exempel In\/e =1nel/? =1/2

Exempel Los ekvationerna

[1]
[2]

2:-lnz=3
2-e=3

Losning:

(1]
[2]

2:-lne=3 <= lnz=1,5 < z=¢'®=¢/e
2.65=3 = =15 «= z=In1,5~ 0,406

évningsuppgifter
O-57 Férenkla

[1] lg 10000
2] 1g 0,001
[3] 10l8 37
[4] 10-1g 04

0-59 Los ekvationerna
1] lgz=0
2] Inz = -1
B] 4-lgz=1

0O-58 Forenkla

[1] Iné€?

[2] In /e
3] In(1/+/e)
[4] €5

[5] e—In1s

0-60 Bestim reella 16sningar till:

1] e =4

2] 3-10° = 4

[3] 2- 107 4 10°+! = 36
[4] e** —5e*+6 =0

[5] 2-10% —10° — 6 = 0

Ur potenslagarna kan man harleda foljande logaritmlagar (for y och z > 0):

Sats

Motsvarande lagar galler ocksa for tio-logaritmen, lg .

Logaritmlagarna

1] In(y-2)=Ilny+Ilnz
2] nY=Iny—Inz
8] Iny? =p-Iny

Av lag 2 foljer speciellt att

In-=—-Inz

IS

OBS! In(y + 2) ar inte lika med Iny + In z. (Mycket vanligt fel att tro motsatsen!)
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Exempel Los ekvationen 2-lg z —3-1g2 = —1
Lésning:
For att lg z skall vara definierat kravs att = > 0. For z > 0 galler
enligt logaritmlagarna, att

2lgz—31g2=—-1 < lgz?—-1g2® = -1 < g (%):_1 —

— £—10‘1 — 2=t e x—i———(t z > 0)
8 ~ 3 BV Y '

Svar: z = 2\/5/5.

Ovningsuppgifter
0-61 Forenkla 0-62 Sok reella 16sningar till ekvationerna
[1] 180 —1g 8 1] Inz4+2-In3=1In5
2] In484+6-In1—3-In2 2] 2lgz+1g4=2
3] lg 8 —6-1g 2 [3] 3ln(z+1) —Inz® =61In4
[4] In(1/9) +1n /27 4] In(z —2)+Inz =3In2
[5] 2In24 + 3In 3 +5In9 — 41n 27 [5] In(z + 1) + In(2 — z) = In(z — 1)?
(6] 21g 0,12 —1,5lg 4 —1g 1,8+ 10lg 1 6] 1g Bz)+1g (z+1)=2lg (z—1)

Kapitel 2 Trigonometri

2.1 Vinkelmatning

Vinklar kan métas i (delar av) varv, grader eller radianer . Med 1 radian menas storleken av

centrumvinkeln i en cirkelsektor, dar periferibagen ar lika lang som cirkelns radie. (Rita en
figur!)

Sambanden mellan de olika enheterna ar: 1 varv = 360° = 27 radianer. Harav fas:

1° = 7 /180 radianer och
1 radian = 180°/7 =~ 57.3°

(Ofta skriver man inte ut enheten radian, utan skriver t.ex. 90° = 7/2.)

Ovningsuppgifter

0-63 Bestam grader och radianer for 0-64 Bestim grader och radianer for
[1] 1/4 varv [1] —1/2 varv
[2] 2/3 varv [2] —5 varv (Rita figur!)
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0-65 Omvandla till radianer 0-66 Omvandla till grader

[1] 45° [1] =/6
2] 75° [2) —=/8
[3] —60° [3] 237 /12
[4] 210° [4] —5n

2.2 Ratvinkliga trianglar

I en ratvinklig triangel ar en vinkel 90° = 7 /2 (radianer). Om en av de évriga vinklarna ar v,
blir den tredje vinkeln 7 /2 — v, eftersom vinkelsumman i en triangel ar 180° = .

Vinkeln 7/2 — v kallas komplementvinkeln till v. Den sida som star mot den rita vinkeln
kallas hypotenusa och de bada 6veriga sidorna kallas kateter.

For ratvinkliga trianglar galler Pythagoras sats:

Pythagoras sats
Sats

a? + b =¢?

De trigonometriska funktionerna definieras (fér 0 < v < 7/2):

sinv = (a/c) = (motstaende katet)/(hypotenusa)
cosv = (b/c) = (narliggande katet)/(hypotenusa)
DEFINITION tanv = (a/b) = (motstaende katet)/(narliggande katet)
cot v = (b/a) = (narliggande katet)/(motstdende katet)

Harur fas:

a=c-sinv, b=c-cosv
a=>b-tanv, b =a- cotv, samt att

For komplementvinkeln (7/2 — v) géller :
sin(7/2 — v) = cos v, cos(m/2 — v) = sinv
tan(w/2 — v) = cot v, cot(r/2 —v) = tanv

Man erhaller ocksa :

Trigonometriska ettan

Sats sin?v +cos’v =1

(Fas direkt ur Pythagoras sats)
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OBS! sin? v = (sinv)? = sinv - sinv; (sinv)? ar ej lika med sin® v2.

Exempel Solvera en ratvinklig triangel med a = 3,0 och A = 25° (se figur.), dvs.
bestam de sidor och vinklar som inte ar givna.
c B Losning:
o Vinkeln B = 90° — A = 65°. Nu ar sin A = a/c, varfér sidan
a 3,0 3,0
b ‘T SnA_ sin2se ’\'0,423’\'7’1
(sin 25° fas med raknedosa, raknesticka eller ur tabell.)
Vidare ar tan A = a/b, varfér b = a/ tan A =~ 3,0/0,466 ~ 6, 4.
Svar: B =65°, ¢~ 7,1, och b~ 6,4 (lingdenheter).
Exempel Bestam sinv och cosv, om tanv = 3/5 och 0 < v < 7/2.
Losning:
Rita en ratvinklig triangel med kateterna ¢ = 3 och b = 5. DA ar
c tanv = 3/5. Enligt Pythagoras’ sats ar hypotenusan da
3
¢ = V3% + 52 = /34 varfor sinv = —\/—:}3—_;, cosv = —53—4-
s
6vningsuppgifter
0-67 Solvera foljande ratvinkliga tri- O-68 Bestim (for 0 < v < 7/2) exakta
anglar (beteckningar enligt figur ovan): vardet av:
[1] ¢=3,6 och A =40° [1] cosv och tanv, om sinv = 1/3.
[2] @ =2,0 och b=14,0 (Ledning: Rita en ratvinklig triangel
[3] @ =4,0 och B = 35° med a =1 och ¢ =3)
[4] b=3,5 och B = 30° [2] sinv och tanv, om cosv = 2/3
5] 5=2,5 och c = 4,5 [3] sinv och cosv, om tanv = 5/2
[6] b= 2, 7och A = 2,70 [4] sinv och cosv, om cotv =0,3

Vi hérleder nu de trigonometriska funktionernas varden for 45°, 60° och 30°. (Om man inte
kan dessa virden utantill, maste man snabbt kunna géra en harledning.)

a2

45°

45°
30° \

60°

~~~~~~~~~

For v = 45° = 7 /4 ar den ratvinkliga triangeln (figur 1 ovan) en halv kvadrat. D3 ar kateterna
a och b = a, samt hypotenusan ¢ = Va2 + b = a/2, varfor:
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T 1

sin45° = sin — = —

4 2

T 1

45° = —= —

cos cos4 7
T

tan 45° = ta,nz =1
™

t45° = cot — =1
co co 1

For v = 60° = 7/3 kan den ratvinkliga triangeln uppfattas som en halv liksidig triangel
(figur 2 ovan). (I en liksidig triangel ar alla vinklarna lika med 60°, varfér vinklarna i en halv

liksidig triangel ar 60°, 90° och 30°.) Alltsa ar hypotenusan ¢ = 2b och Pythagoras’ sats ger
a =/c? — b = b/3, varfor:

S

T
in 60° = sin — =
sin sin 2

2

T 1

60° = - = =

cos cos 3=3
tan 60° = ta,n% =3
cot 60° = cot T —-1—

S

For v = 30° = 7 /6 erhalles under betraktande av samma figur som for 60°:

amo _ o F 1
sin 30° = sin =3
cos 30° = cos% = \/73-
tan 30° = tan T_ L

= 6—\/?:
cot 30° = cot% =3

ty sin 30° = (motstaende katet)/(hypotenusan) = b/2b = 1/2 osv.

6vningsuppgifter

0-69 Bestam exakta virdet av O-70 Forenkla
[1] cos30° + tan 30° [1] zeos(r/6) . gsin(x/3)
[2] (cos30° — sin 30°)/(cos 60° + sin 60°) (Ledning: anvand potenslagarnal)
[3] [2] wta.n(ﬂ'/‘i) Cr- cos(m/6)

(tan2 60° — cos? 30°)/(tan 45° + sin 300) [3] xsin(r/6)+cos(1r/3)/mtan(ﬂ'/4)+cot(7r/4)
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2.3 De trigonometriéka funktionerna for godtyckliga vinklar.

‘ y
andra forsta 4
kvadranten kvadranten
v>0
' >
v<O
tredje fjdrde
kvadranten kvadranten

| xy-planet dr uppdelat i fyra kvadranter: I

En vinkel rdknas positiv om den mats moturs, och negativ om den mats medurs, vanligen
raknat fran positiva x-axeln.

Antag, att (z,y) ar en punkt pa enhetscirkeln, vars ekvation ar z2+y? = 1. De trigonometriska
funktionerna f6r godtyckliga vinklar definieras genom:

y

?

x,y)

v

A

sinv=y

cosv ==z

tanv=y/z forz #0, (dvs.v# 7/2+ nr)
cotv==zfy fory#0, (dvs.v# nr)

DEFINITION

Vi ser att definitionerna stammer dverens med de tidigare givna for 0 < v < 7/2 , dvs for
z >0, y > 0. (Rita figur!) Eftersom sinv = y, ar sinv positivt for vinklar i forsta och andra
kvadranten och negativt i tredje och fjarde. Liknande regler for cos, tan, cot:

f [ ? 4

sin v cos Vv tan v cot v
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Av definitionerna ovan féljer direkt att

[1] tanv = sinv/ cosv = 1/ cot v och
cotv = cosv/sinv =1/tanv

2] -1 < sinv £ 1 och -1 < cosv < 1
{ for alla vinklar v}

[3] sin0 = 0, sin7/2 = 1, sinm = 0, sin3x/2 = —1,

Sats sin2r =0
[4] cos0 =1, cos7®/2 = 0, cosm = —1, cos37/2 = 0,
cos2m =1

[5] sinv = sin(v + n - 27) och cosv = cos(v + n - 27) ,
fér varje heltal n.

6] sin?v + cos?v = 1 [Trigonometriska ettan
g

Exempel Bestam exakt: cos(377/6)
Lésning:

cos(377/6) = cos(w/6 + 3 - 27) = cos(7/6) = /3/2

Exempel Bestam sinv och cosv, om cotv = —2 och 7/2 < v < .
Losning:
Med hjalp av formeln cot v = cos v/ sin v samt ”trigonometriska ettan”
far man ekvationssystemet

{ cosv/sinv = —2

cos?v +sin®v =1

cosv = +2//5
sinv = F1//5
Eftersom v ligger i andra kvadranten, dar cosv < 0 och sinv > 0, fas

Svar: cosv = —2/4/5 och sinv = 1//5

med l6sningar {

Ovningsuppgifter
O-71 1 vilken kvadrant hamnar foljande O-72 Bestim exakt
vinklar?
[1] cos 337

[1] 4m/3 [2] sin(177/2)

[2] 700° [3] sin(337/4)

3] 50m/3 [4] cos(—237/3)

[4] —17x/6 [5] tan(—397/4)

[5] —1000° [6] cot(—1017/3)

[6] 1007/3 o
O-73 Visa att O-74 Visa (for godtyckliga heltal n) att

[1] 1/cos?v =1+ tan?v
[2] 1/sin®v =1+ cot?v

[1] sinnr =0

[2] cosnm = (—1)"

[3] sin[(2n + 1)7/2] = (—1)"
[4] cos[(2rn+ 1)7/2] =0
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O-75 Bestim exakt

[1] sinv och tanv, om cosv = 3/4 och

0O-76 Berikna exakt

[1] sinv + cosv, om tanv = 4/3 och 0 <

Ir/2<v<2r v< 72
[2] cosv och tan v, om sinv = 0,4 och v [2] sinv — cosv, om cotv = —3/4 och
ar i andra kvadranten. T/2<v<T
[3] sinv och cosv, om tanv = 3, och [3] tanv + cotv, om sinv = —9/4/145,
T<v<3r/2 och3r/2 <v<2r
[4] sinv och tanv, om cosv = 2/7
1 ) ’ ‘ 1 . 1 1 1 1 1 1
08 J= sin(x) —1 0.8 § = cos(x) -~
0.6 1 06 -
04r 1 04 -
0.2+ 1 02 -
0 X 0 X’
-0.2 F -0.2 .
-0.4r 1 04t .
-0.6 1 -06F .
-0.8 1 -08r -
-1 ! 1 1 -1 1 1 ) 1
r w2 0 B2 ? W2 o -w W2 0 w2 r 32 or
10 T A L T T 10 T T T T
J j == tap(x) — J ys cot(x) —
5} { st -
0 X 0 x,
1 ( f 1 W w
-10 ) 1 L 1 -10 1 1 1 1
v ¥2 0 /2 w 3w/2 o -m -§2 0 /2 T 3¥/2 m
2.4 Nagra enkla trigonometriska formler.
sin(—v) = —sinv tan(—v) = —tanv
cos(—v) = cosv cot(—v) = —cotv
sin(r —v) = sinv cos(m —v) = —cosv
Sats sin(7/2 — v) = cosv tan(7/2 — v) = cotv
cos(w/2 —v) =sinv cot(r/2 —v) =tanv
sin(v+ 7) = —sinv tan(v + 7) = tanv
cos(v+ ) = —cosv cot(v + m) = cotv

Dessa formler kan harledas med hjalp av spegling (se larobok fran gymnasiet).
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Exempel

Bestam cos(57/6).

Lésning:
5r/6 ligger i andra kvadranten. Anvéand formeln cosv = — cos(m — v).
Vi far alltsa

Exempel

cos(f%r) = — cos(m — 5%) =— cos(%) = ——

sin(%t) = sin(6 - 27 — %) = sin(—%) = - sin(z) =

V3
2

Ovningsuppgifter
O-77 Bestim exakt

[1] sin(—n/4)

[2] sin(57/6)

[3] tan(—7/3)

[4] cos(57/4)

[5] cos(—T7/6)
_[6] tan(27/3)
O-79 Bestam exakt

[1] sin(177/3)
[2] tan(757/4)
[3] cos(507/3)
[4] cot(—1007/3)

O-78 Bestam exakt

[1] sin210°
[2] cos120°
[3] sin(—150°)
[4] tan 300°

O-80 Visa (utgdende fran formlerna ovan)
att

[1] tan(r —v) = —tanwv
[2] cot(m —v) = —cotw

Av formlerna ovan (i detta och féregaende avsnitt) erhalles:

(1) sinv=sinu <= v=u+n-27 eller
v=mr—u+n-2r
Sats (2) cosv=cosu <= v=u+n-27 eller
v=-—u+mn-2r
(3) tanv=tanu <= v=u+n-7w
I samtliga formler ovan &r n ett godtyckligt heltal.
Exempel Lés ekvationen sinv = —0, 5, dvs bestiam alla vinklar v som satisfierar
ekvationen.
Losning:

En 16sning ar v = —7/6, ty sin(—=/6)
Formel [1] ovan ger sinv = sin(—7/6) <= v

v=m—(—7/6)+2n7

Svar: v = —/6 4 2n7 eller v = 77 /6 + 2n, dir n &r ett godtyckligt
heltal.
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Ovningsuppgifter

0O-81 Lds ekvationerna

[1] sinv=1/2
[2] cosv =1/v2
_[3] tanv = V3

0-83 Los ekvationerna

[1] cos4v = cosv
[2] sin4v = sinv
[3] tanv = tan4v

[4] cos4v = sinv

0-82 Lés ekvationerna

[1] sinv = —/3/2
[2] cosbv = —1/2 (Satt 5v = t)
_[3] tan3v = —1
O-84 Los ekvationena
[1] 4cos?v =3
[2] 2cos?v + cosv =1 (Satt cosv = 2)
[3] 2sin®v + 3sinv = 2
[4] tan?v + tan®v = 3 4 3tanw

2.5 Additions- och subtraktionsformler.

Foljande formler maste man kunna utantill eller kunna harleda:

{ sin(u +v) =

sin(u — v)

Sats { cos(u + v)

cos(u — v)

{ tan(u + v)

tan(u — v)

sinu - cosv 4 cosu - sinv
sinu - Ccosv — cosu -+ Sin v

COSU -+ COSV — SINU - Sin v
COSU - COSV + sinu - sinv

(tanu + tanv)/(1 — tanu - tan v)
(tanu — tanv)/(1 + tanu - tan v)

OBS! sin(u + v) ar inte lika med sinu + sinv.
(Alltfor vanligt fel att tro motsatsen!)

Exempel

Harled formeln for cos(u + v) utgaende fran formeln for sin(u — v).
Losning:

cos(u +v) = sin[g —(u+v)] = sin[(g— —u) —v] =

= sin(g —u)-Ccosv — cos(g— —u)-sinv =

= COSU*COSV — SIn U * sin v

6vningsuppgifter
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0O-85 Hirled formeln for

[1] sin(u — v) utgaende fran formeln for
sin(u + v).
(Ledning: v — v = u + (—v))

[2] tan(u + v) fran formlerna for
sin(u + v) och cos(u + v).

[3] tan(u — v) fran formeln for
tan(u + v).

0O-87 Berikna exakt

[1] sin75° [Ledning: 75 = 45 + 30]
[2] cosT75°
[3] tanT75°

O-86 Bestam tan(u + v), om

[1] tanu = 1/4, tanv =2/3
[2] tanu =2, tanv =1

O-88 Bestam sin(u + v), om

[1] sinu = 1/3, sinv = 2/3. u och v
befinner sin 1 forsta kvadranten.

[2] sinu =2/5, sinv = 3/5 och
O<u<m/2<v<m.

2.6 Formler for dubbla resp. halva vinkeln.

cos 2u = cos?

sin2u =2 -sinu - cosu
u — sin

sin® ¥ = 7
cos? 2 = (1 4 cosv)

2y=2-cos?u—1=1-—2-sinu

Ovningsuppgifter
O-89 Hirled
[1] formlerna f6r dubbla vinkeln fran ad-
ditionsformlerna

[2] formlerna for halva vinkeln fran
lampliga formler for cos 2u

0-91 Bestam exakt

[1] sin15°

[2] sin(m/8)
[3] tan22,5°

0-90 Antag att cosu = 1/3. Bestim ex-
akt

[1] cos2u

[2] sin2u

[3] sin(u/2)
_[4] tan(u/2)
0-92 Antag att sinu = 3/+/13 och att
0 < u < /2. Bestam exakt

[1] sin2u
[2] cos2u
[3] cos4u

Kapitel 3 Plan analytisk geometri

3.1 Avstandet mellan tva punkter.

Avsténdet mellan tva punkter (z;,y1) och (z2,y2) 1 ett vanligt (ortonormerat) koordinatplan
kan berdknas med avstandsformeln (Rita en figur!):
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Avstandsformeln

d= /(21— 22)? + (1 — 1)?

Avstandsformeln bygger pa Pythagoras sats.

Ovningsuppgifter
0-93 Bestim avstandet mellan (och rita 0-94 Bestam en punkt pa z—axeln, som
en figur) ligger lika langt fran punkterna

[1] (2,1) och (3,5) (1] (2,3) och (4,1)

[2] (0,—2) och origo (2] (4,3) och (1,-2)

[3] (""lv 1) och (47 _3)
[4] (-2,-3) och (1,-7)

3.2 Rata linjen.

Ekvationen for en rat linje parallell med y-azeln ar och ekvationen for en rat linje
parallell med z-azeln ar |y = b}, dar a och b ar konstanter. Y

It

x=a
Betrakta i zy—planet en rat linje, som gar genom en given punkt, (zo, yo) och som ej ar parallell
med y—axeln (se figur ovan). Foér punkter pa linjen galler att kvoten (y — yo)/(z — zo) ar
konstant langs linjen och att konstanten ar k = tanv. Konstanten k kallas riktningskoefficient
och vinkeln v kallas riktningsvinkel.

Vi far alltsa den s.k. enpunktsformeln for rata linjen:

Enpunktsformeln

y—yo==F-(x— o)

,dar k = tanv

» X

T~

Positiv lutning: k > 0, Negativ lutming: k < 0,
O<v<mf2 29 -n2<v<0(ellerm/2<v<m)



Om en rit linje gdr genom tvd givna punkter (z1,y1) och (3,y2) dar z1 # 2, s kan rikt-
ningskoefficienten k beriknas med formeln (rita en figur over detta):

k= Y1 — Y2
Ty — T2

Sammanfattningsvis ar [az + by + ¢ = 0] den allmanna formeln for rata linjens ekvation.

Exempel

Bestam en ekvation for rita linjen genom punkterna (3, —1) och (1,4).
Losning:

Riktningskoefficienten k = (y1 — y2)/(z1 — z2) = (-1 —4)/3 - 1) =
—5/2. Med enpunktsformeln fas linjens ekvation:

y— (=1) = =5/2(x — 3),dvs

55 13
y=——2”-”—+—2— e 5z +2—13=0

[Alternativt: y — 4 = —5/2(z — 1), vilket naturligtvis ger samma svar.]
Svar: 5z +2y —13 =0

OBS! kontrollera alltid rakningarna genom att visa att de givna punkterna satisfierar den
erhéllna ekvationen!

Ovningsuppgifter

0-95 Bestam pa formen az + by + ¢ =0
en ekvation for rata linjen genom

med

[1] origo
—2/5

[2] (1,—3) med riktn.koeff 1/2.

[3] (—1,2) parallell med x—axeln.

O-97 Bestam en ekvation for rata linjen
genom punkterna (rita figur!)

[1] (2,1) och (1,3)

[2] (1,2) och (—3,-1)
[3] origo och (—3,2)

[4] (-=1,2) och (—-1,—4)
[5] (5/2,5/3) och (—2,1)

riktningskoefficienten

0-96 Bestam pa formen az + by 4+ c =0
en ekvation for rata linjen genom

[1] (—1,2) parallell med y—axeln.
[2] (—1,2) med riktningsvinkeln 30°.
[3] (2,—1) med riktningsvinkeln —45°.

0-98 Sok skirningspunkten mellan lin-
jerna (rita figur!)

1] z+2y+4=00ch2x+y=0

[2] 52 —3y+4=00ch 3z +2y—-9=0
8] 3z —y+6=00ch 2y —6z+3 =0
[4] 2y —z—3=00ch 2z —4y+6=0

Jamfor aven lineara ekvationssystem, avsnitt 1.3.

Normal

Om tva rata linjer med riktningskoefficienterna k; och kp skar varandra vinkelrdtt, s galler att

, dvs. ky = —1/k; och k; = —1/ky, om kyochkz # 0. Den ena linjen kallas normal till

den andra.
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Exempel Bestam en ekvation fér normalen till linjen 4z — 3y + 6 = 0 i punkten
(0,2).
Losning:
Den givna linjen, vars ekvation kan skrivas y = 4/3 - = 4+ 2, har rikt-
ningskoefficienten k; = 4/3. Normalens riktningskoefficient ar darfor
ks = —1/k; = —3/4 och normalens ekvation blir y — 2 = —3(z — 0)

Svar: 3z +4y—-8=0

Ovningsuppgifter
O-99 Bestim en ekvation for normalen O-100 Bestim en ekvation for normalen
till linjen till linjen

[1] 3z — 2y =1 i punkten (1,1) [1] =z =3y — 1 genom (5/2,0)

[2] 5z + Ty + 9 = 0 i punkten (1,-2) [2] 5y + 2 = 0 genom (3,1)

3.3 Cirkeln.

En cirkel bestar av alla punkter, som ligger pa samma avstand (radien) fran en given punkt
(medelpunkten). Ekvationen for en cirkel med radien R och medelpunkten (zo, yo) ar:

(z = 20)* + (y — v0)* = R?

,vilket foljer av avstandsformeln. Speciellt ar 2 +y% = R? ekvationen for en cirkel med radien
R och medelpunkten i origo. y

4

(x,y)

>x

Exempel Angiv den geometriska betydelsen av ekvationen z2 — 4z + y? + 5y = 2
Losning:
Ekvationen kan genom kvadratkomplettering skrivas

49
4
, vilket ar en cirkel med medelpunkt (2,—5/2) och radien R = 7/2.
{Rita figur!}

5 5 5
z2—2-2z+22+y2+2~§-y+(§)2 = 2+22+(g)2 = ($—2)2+(y+§)2 =
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Ovningsuppgifter
0-101 Ge en ekvation for cirkeln med O-102 Angiv den geometriska betydelsen

medelpunkt och radie: av ekvationen
[1] (0,0), R=3 1] 22 +y2-5=0
[2] (0,2), R=4 2] 2 +y*+5=0
8] (1,-2), R=6 (3] o? + 4z + 42 = 0
[4] (-3/2,1/4), R=0,5 4] 22—-2z+y?+6y+3=0

5] 22 +y?+52—-2y+5=0
(6] 202 + 242 + 60+ 2y +1 =0
(7] 322 +3y2 +9z—y =0

(8] 622 +6y> —8z +2y+3=0
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PROVRAKNING (Blandade exempel)

[1] Skriv som ett brak (pa sa enkel form som méjligt)

1 1 2
z—1 41 z2+41

[2] Sok reella 16sningar till ekvationen 3 - |2z — 1| =4+

r—y+2z = )
[3] Los ekvationssystemet ¢ z+2y+2z = 4
2 -3y +2z = 1

[4] Bestam samtliga rotter till ekvationen
20>+ 32> —2-2=0

) . . . . [a] 2lnz—1In(2z—1) = In(1l/z)
[5] Sok reella 16sningar till ekvationerna b] 3lg2— 22 0
[a] sin105°
[6] Bestam exakta vardet av [b] tan15°
[c] cos22,5°
[7] Hojden mot basen i en likbent triangel ar 4 ganger sa stor som den i triangeln inskrivna
cirkelns radie. Bestam triangelns vinklar.

[8] Bestam alla vinklar v som satisfierar ekvationen
2cos’v+sinv =1

[Ledning: anvand ”trigonometriska ettan”]

[9] Bestam alla vinklar v mellan 0 och 27 som satisfierar ekvationen

tan bv = cot v

[Ledning: anvand formeln cot v = tan(§ — v)]

[10] Ekvationen 2z? + 2y2? — 2z + 10y = 1 betyder geometriskt en cirkel (i ett ortonormerat
koordinatsystem). Bestam cirkelns medelpunkt och radie.

[11] Bestam koordinaterna for skarningspunkterna mellan cirkeln (z — 1)? 4 (y — 3)*> = 2 och
rata linjen 2z + 3y = 12. (Rita figur!)
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_ FACIT TILL
OVNINGSUPPGIFTERNA

—_—

0-1

(1] 6y — 14z + 32

2] c—2b—a
_[8] =Ta-b=—(Ta+b)
0-2

[1] 81

[2] 64

—6x11y7
—72w2°y13z7

_[3] 6a* — 723 — 222 + 3z — 2
0-5

(1] 22 + 62y + 9y?

[2] 422 - 20z + 25
3] =* — 8x%y® + 16y

0-6

[1] 22 -4

(2] 9a* — 422
_[3] 162% - 81
0-7

(1] 23 + 62%y + 12292 + 8y3
[2] a® — 15a%b% + 75ab* — 12508
(3] 27a3 + 54a2b* + 36ab® + 8b12
_[4] 640® — 28825 + 4320 — 21643
0-8
[1] (= +3)(z - 3)
2] (= +2)?
(3] 4(b — 2a)(b + 2a)
0-9
[1] 3(z - 3y)?
(2] 22(2? 4 9)(z + 3)(z - 3)
. 8] 2%y(22 - y)?
0O-10
(1] (z +3)(z? -3z +9)
2] y(2? - y)(z* + 2%y + 4?)
. [8] 23z + 2¢°)(2? — 229® + 44°)
0-11
(1] (@ +1)?-2

[2] 6 - (z—1)?

8] 2(y-2)*-5

[4] 2 -4y +3)
LBl (43 +(y-2)?-12
0-12

[l (=+3)°+%

2] § - (e + 3

[3] (42 - 3)°

[4] (22 —1)* +1
Bl @-1-(y-3)P+ (-2 -
0-13

[1] -5 foér z = -2

[2] 16 for z = 1
_[3] 3/4 for z = -1/2
0-14

[l 6forz=1

[2] 32 for z = -5
_[3] 53/4 for z = —5/4
0-15

[1] 101/24 = 45,
2] -6/5=—1,2
0O-16

[1] 1/8 = 0,125

[2] 9
_[3] =1/125 = —0,008
0-17

(1] 27°

[2] 2~
. (31 2°
0-18

[1] %‘;— = 2,5z%y~3

(2] a%b% + 2
_[3] 2922 +1 -3z
0-19

[1] -1

2] 1

B]b—a

(4] 1/(a~b)
5] —(a— b2
0-20

[1] a/(a-b)

2] —2?(z +2)/(z - 2)
Bl (z-1)/z
0-21 .

(1] (22 +442)/(20)
2] (a® + ab)/(a- b)
0-22

\

11
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0-23 z for >0
1] f?z'i%‘ [2] f(z) _{ 3z for z<0
[Q]I—Hﬁ%‘zﬁ 2z —1 fér z > 2
18] iy B8] f(z)=<% 3 for -1<z<2
6_24 1-2z for z< -1
(1] 5 18z—1 for z>1/3
2] :1:3::4:1:2)—51‘;[:6 4] fa)=< 7—-6z for -1/2<z<1/3
3] =2 o 1-18z for z < —1/2
. 4z-(rx2—4) 6-33
0-25 [1] 3
[1] z+2+ ;% [2] 3
2] 1- A5 313
Bl 22 -2 -1+ % 0-34
0-26 [1] 0.4
(1] 3z -2 [2] 2500
2] %+ i+ sy 5Lt
2 5622—152467 -
(3] 307 + 92 + 21 + FELISESS [] v3/4
2] 2=2.6,y=-34 (4] 2/3
Ble=1y=-1 0-36
O e [1] via/7
[1] saknar 16sning 2] V3 +2

[2] co manga l6sningar; z =t = y = 2t — 2 [for [3] (vV6—-1)/5

alla t]
[4] (23 — 3+/5)/44

6[:;]9.’1):2,y=—1,2::—3 [5] (2+\/§+\/6)/4

‘[1] 5 _[6] (7vV2+5v3-+6-12)/23

0-37

% ; [1] avb

[4] 1.5 2] —av

o o var
. 4] —va
0-30 O-38

[1] Tr1 = 3, g = -1
[2] Ty = 25, Ty = —8.5
[3] :L‘1=4, (L‘2:0
[4] T = ——2/3, To = -—4/3
[5] saknar 18sning

. [6] Ty = 2, To = 4/3

[1] vV +2forz > -2

2] ~Vz-5férz>5

[3] —zv4 —z for z < 4

[4] —vVz —1/z forz > 1

[5] =v/z+1 for =1 < z < 0, och vz +1 for

z>0
O-[:13]1_4<x<4 6] Vz+1+1forz>—-1,2#0
MvV2—z—zforz<2,z#-2
[2] -1<e<5 0-39

B8] —1<z<-1/3

1 $1=2,.’E2=—2
._[4]——5§x<—30ch—1<x§1 ]

[2] 11)1,2 = :|:3\/§

0-32
. : [3] 12 = £2/V3 = £2/3/3
[1] f(z) = { 2o for 220 -40
0 for z<0 [] & = 16
2] =3

VIl



[3] saknar 16sning

[4] 21 =3, 22 =-V3

[5] saknar reell 18sning; (z = +1)
_[6] z=3; (-3 ir ejrot)

0-41
[1] T = 31 y L2 = -3
[2] T2 = +2:

[3] T1,2 = :}:51/4
[M] z21=1+4+iv3, 25 =1-4/3
L8] z12=-3%iv10

0-42
[1] -1+ 44
[2] 5+ 5

[3] —1/5+ i7/5
_[4] 1/2-i/10
0-43
[1] Ty = —1, To = -5
2] 21 =3, 22 = -2
[3] 21 = -1, 2, = —3/2
[4] Ty = 0, Zo = 3/11
(5] 21,2 = (-5+V37)/6
6] 21 =22=1/3
[ z12=(8% v/105)/8
0-44
[1] Z1,2 = 2+ 2\/5
[2] 212 = (—-1£14/3)/2
[3] 12 = (3£iv/31)/4
[4] z1,2 = +4 och z34 = £+2 (Fyra rotter!)
_[5] 12 = +V3, 234 = +i
0-45
[1] (= - 1)(z +4)
[2] ~4(z —1)(a + )
[3] kan ej faktoruppdelas med reella tal
[4] ~8(z — 3)?
18] 2z = 3+ V7)/2][z - (3 - V7)/2]
0-46
1] 22 +2z—-2=0
[2] 22-424+1=0
Bl z?-2c4+2=0
0-47
[1] .'171=0, $2=2, 233:—4
2] 21 =1, 223 = (-3++/5)/2
[3] r1 = -—2, T2,3 = -1+
. (4] z1=22=1,23=1/2, z4= -1
0-48
[1] 2(z - 2)(z +4)
[2] (=~ D)(z + 255)(a + 2575)
3] (= +2)(2? + 2z + 2)
[4] 2(z = D)*(z - 3)(= +1)

0-49

[1] 9:1:.’132-——[1}3:.’134:1

[2] T1,2 = :i:]., T3,4 = +:
”[3] (Dl:(vg:l, 583-'—‘-&74:—1
0-50

(1] 2(z2 + 1)(z — 1)

[2] 2(z - 2)(z — $)(= - 5)
LBl (z—y)(z-2)(z +3)
0-51

1] z < -1

21 0<2<2/3

B]z<—2ochforz >1

[4] alla

[5] < —2ochforl<z <3
6] z>2
0-52

1] 0<z<1/2

[2] z<2o0chforz>5
Blz<-1/20chfor0<z<1
0-53

[1] v2

[2] 1/8

(3] 9

[4] 91/3 — \3/5
R
0-54

[1] V3

[2) 24 = 2

[3] 51/¢ = V5

[4] 31/14 1\/_

[5] 61/12 = /6
0-55

M z=4

2] z=2

[38] z=-1.5

4] =35
_[Blz=-1
0-56

M z=0

[2] saknar reell 16sning

B] z=2

_[4] z1 =1och z; = -2
0-57

[1] 4

[2] -

[3] 3.7

[4] 2.5
0-58

(1] 3

[2] 1/3

VIl



[3] —0.5
[4] 5
. (5] 2/3
0-59
M z=1
[2] z=1]e
[3] z =104 = /10
0-60
[1] £ =1n4 =~ 1.39 [riknedosa eller tabell]
[2] = =1g(4/3) =~ 0.125

(3] = =1g3
[4] z1 =In2 och 22 =1n3
_[5] =z =1g2
0-61
1] 1
2] In6
3] 0
[4] —0.5-1n3
[5] 0
18] -3
0-62
1] z=5/9
2] z=5
8] z=1/15
4] z=14

[5] 1 = (3+ v/17)/4 och x4 = (3 — V/17)/4

[6] saknar 16sning fér = > 1
0-63
(1] 90° = 7 /2 (rad.)
_[2] 240° = 47/3
0-64
[1] —180° = -7
[2] —1800° = —10r
0-65
1] n/4
[2] 57/12
[3] —=/3
[4] 77 /6
O-66
[1] 30°
[2] —22.5°
3] 345°
[4] —900°
0-67
[1] B =50° a~2.30chb=2.8
[2] A~ 26.6° B~ 63.4°0chc~4.5
[3] A=55° b~ 28ochc=4.9
[4] A=60° c="T7.00cha=6.1
[6] A~ 56.3°, B~ 33.7°0ch a ~ 3.7

_[6] B=163°, ax 1.40chc~3.0
0-68
[1] cosv = v/8/3, tanv = 1//8
[2] sinv = V5/3, tanv = V/5/2
[3] sinv = 5/4/29, cosv = 2/+/29
_[4] sinv =10/+/109, cosv = 3/+/109
0-69
(1] 5v/3/6
2] 2- V3
. [313/2
0-70
[1] zv3
[2] z(2-V3)/2
B8] =1
0-71
[1] tredje
(2] fjdrde
[3] andra
[4] tredje
[5] forsta
_[6] tredje
O-72
[1] —1
[2] 1
3] 1/v2
[4] 1/2
[5] 1
161 1/v3
0-75
[1] sinv = —/7/4, tanv = —/7/3
[2] cosv = —/21/5, tanv = —2/+/21
[3] sinv = —3/+/10, cosv = —1/+/10
[4] sinv = 3v/5/7, tanv = 3v/5/2 [forsta kvad-
ranten] ellersinv = —3v/5/7, tanv = —3/5/2
. [fjérde kvadranten]
O-76
[1] 7/5
[2] 7/5
_[3] —145/72
O-77
[1] -1/v2
[2] 1/2
3] -v3
[4] -1/v2
[5] —v3/2
18] V3
0-78
[1] -1/2
[2] -1/2
8] -1/2



4] V3
0-79
[1] -v3/2
[2] -1
(3] -1/2
4] -1/v3
0-81
[1] v=n/6+n- 27 eller v=>57/6+n 27
[n godtyckligt heltal]
[2] v=47/4+n-2r
Blo=n/34+n-7
0-82
1] v=-7/3+n-2reller v=4r/3+n-2r
2] v=427/15+n-27/5
Blv=-7r/124+n-7/3
0-83
1] vw=n-27/3, v=n-27/5
2] w=n-2n/3, vo=7/5+n-2r/5
Blv=n-7/3
(4] v=7n/10+n-2n/5, v, =-7/6+n-27/3
0-84
1] vie=+47/6+n -7
2] ma=+7/3+n -2, v3=7+n-2r
Bl vu=r/6+n-2m, vo=57/6+n 27
[M4lv=-7/44+n -7, vp3=27/3+n -7
0-86
[1] 11/10
[ -3
0-87
(1] (V6+v2)/4
2] (VB -+v2)/4
2473
0-88
[1] (V5 +4v2)/9
[2] (3v21 - 8)/25
0-90
[1] -7/9
[2] +4v2/9
3] £1/v3
1] £1/v
0-91
1] V2-v3/2=(V3-1)/8

2] V2-v2/2
Bl vZ-1
6-92

[1] 12/13

[2] -5/13
_[3] —119/169
0-93

[1] V17
(2] 2
[3] v41
45
0-94
(1] (2,9) = (1,0)
2] (10/3,0)
0-95
1] 2z +5y=0
2] z—-2y-7=0
Bly-2=0
0-96
1]z+1=0
2] z—yvV3+14+2v3=0
Ble+y-1=0
0-97
1] 2z4+y=5
2] 3z —4y+5=0
B8] 224+3y=0
4 z+1=0
_[5] 4z — 27y +35=0
0-98
[1] © = 4/3, y = —8/3
2lz=1,y=3
[3] skdrning saknas [parallella linjer]
[4] alla punkter pa linjen y = (z + 3)/2 [samman-
fallande linjer]

0-99
1] 22+ 3y=5
[2] 7z — 5y = 17
0-100
[1] 6z +2y =15
2 z=3
0-101
1] 22 +4%2=9

[2] 22+ (y—2)2 =16
B] 22 -2z + 2 +4y=1
_[4] 1622 + 482 + 16y% — 8y + 33 = 0
0-102
[1] Cirkel med medelpunkt (0,0) och radien R =
V5
[2] Saknar geometrisk betydelse
[3] Cirkel; MP (-2,0), R =2
[4] Cirkel; MP (1,-3), R =+/7
(5] Cirkel; MP (-5/2,1), R = 3/2
[6] Cirkel; MP (-3/2,-1/2), R =2
[7] Cirkel; MP (-3/2,1/6), R = /82/6
[8] Saknar geometrisk betydelse



Facit till det diagnostiska provet

[1] 10a — 10b— 6
2] z=-1/2
8] —=(z+ )
[4] (2% + 2z + 4)/(z +2)
[5] 22 4+ 4 + (2z — 11)/(2? — 2z + 3)
6] ¢ =—2, y=1/2
[7] 12
8] z1 = 2/3, ©2 = —2
9] z<1
[10] [a] —In2
[b] -3
[11] 5v/3/6
[12] [a] 60°, 300°
[b] 210°, 330°
[13] [a] 9/2
[b] 3v/13/2 (lingdenheter)
[14] 8/15
[15] 4z +3y+1=0
[16] (3,0) resp. 3

Xl

Facit till provrakningen
(blandade exempel)

[1] 4/(=* - 1)

[2] 21 = 7/5, €9 = —1/7

Blz=-2,y=1,2=4

[4] 21 = -1, 223 =(-1% V17)/4

5] [a] z1 =1, @2 = (V5 —1)/2
[b] v2/5

[6] [a] (1 ++/3)/(2v2) = (V2+V6)/4
[b] 2 - V3
[ 32+ V2

[7] Toppvinkeln ~ 38.94° [ty sin & = 1/3],
basvinklarna & 70.53°

8] #/2+n-27, Tr/6+ n-27 och 117 /6+ n - 27

[n heltal]
[9] /124 nn /6 for n =0,1,2,---,11
0] (3,-3) resp. V7

[11] (0,4) och ("—13%, %
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