CTH/GU LABORATION MMGF11 del 2 2022
Matematiska vetenskaper

Differentialekvationer och integraler

1 Inledning

Ibland kan man inte 16sa differentialekvationer eller berikna integraler exakt utan man far noja
sig med att berdkna approximationer (numeriska l6sningar). Vi skall se pa program inbyggda i
MATLAB som utfér dessa berdknar.

2 Differentialekvationer

Vi skall se pa s.k. begynnelsevirdesproblem for ekvationer av forsta ordningen
u = f(t,u), 0<t<T
u(0) = g
Hér kidnner vi virdet av u vid ¢t = 0. Vi anvinder ¢ som variabel, eftersom ¢ &r ofta tiden och u
tillstandet i ett mekaniskt system eller dylikt.
I MATLAB finns flera olika funktioner for 16sning av begynnelsevéirdesproblem av olika karaktér,

t.ex. finner vi ode45 som anvénds enligt [t,U]=o0de45(fun,tspan,u0).

Hér &r fun en funktion som beskriver differentialekvationens hogerled, tspan ér en vektor som
anger tidsintervallet och u0 ger begynnelsevardet for 16sningen.

Som utdata ger ode45 dels t, en vektor som innehaller tidpunkter och dels U, en vektor eller
matris som innehaller 16sningen for de olika tidpunkterna.

Exempel 1. Berikna och rita l6sningar till differentialekvationen
v = —u(t) 4+ sin(t) + cos(t), 0 <t < 4
u(0) = wug
Vi beskriver hogerledet i differentialekvationen berdknar och ritar l6sningen for uy = 1 med

>> f=0@(t,u)-u+sin(t)+cos(t); tspan=[0 4]; u0=1;
>> [t,U]=0ded45(f,tspan,u0);
>> plot(t,U, ’blue’)
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I bilden har vi &ven ritat ut l6sningar for nagra andra begynnelsevirden.



Uppgift 1. Los foljande differentialekvation med begynnelsevillkor

u’ = cos(3t) —sin(bt)u, 0 <t <15
u(0) =2

Rita en graf av 16sningen. Anvénd ode45.

Exempel 2. Vi skall se pa en harmonisk oscillator. Antag att vi har en partikel med massan m
som &r fastsatt i en fjader med fjaderkonstanten k. Detta innebér att kraften da fjadern strackts
en striacka x blir —kz. Fjdderns andra dnda &r fastsatt i en fix punkt och partikeln kan rora sig
utan friktion ldngs en horisontell linje.
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Vid tiden ¢t = 0 slépps partikeln fran vila, pa avstandet zy fran jamviktspunkten, och man vill
beridkna den fortsatta rorelsen.

Infor ett koordinatsystem enligt figuren ovan med origo dér partikeln har sitt jamviktslige. Da x
betecknar partikelns ldge far vi rorelseekvationen mz” = —kz fran Newtons andra lag (F' = ma).
Detta ér en differentialekvation av 2:a ordningen.

Vidare har vi begynnelsevirdena x(0) = g, ldget vid tiden ¢ = 0, och 2/(0) = 0, partikeln i vila
vid tiden ¢ = 0.

Vi har begynnelsevéardesproblemet

= — k T
{ z(0) = zg, 2/(0)=0
Om vi later v = 2/, dvs. infor hastigheten, kan differentialekvationen med begynnelseviarden

skrivas
{ =, z(0) = xg

v'=—%22 2(0)=0

dvs. som ett system av ekvationer av 1:a ordningen.

For att komma till standardform later vi u; = x och us = v och far

{ ) = ug, u1(0) = xg

uhy =—Euy, uy(0) =0

Med vektorbeteckningar kan detta skrivas

i 2w e (] = [ 2, ][]

Vi tar t.ex. m = 0.1 kg, £ = 0.12 N/m och 2o = 0.1 m. Vi berdknar 16sning med ode45 och ritar
en bild som visar laget x(¢) med



>> m=0.1; k=0.12; x0=0.1; v0=0; tspan=[0 10]; u0=[x0;vO0];
>> £=0(t,u) [u(2);-k*u(1)/m];

>> [t,U]=0ded45(f,tspan,u0);

>> plot(t,U(:,1),’blue’)

>> xlabel(’t’), ylabel(’x(t)’)

och det s.k. fasportrattet (z(t),v(t)) med

>> plot(U(:,1),U(:,2),’blue’)
>> xlabel (’x(t)’), ylabel(’v(t)’)
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I bilden har vi &ven ritat ut l6sningar for nagra andra begynnelsevirden.

Ekvationen for den harmoniska oscillatorn kan vi 16sa analytiskt (rdkna ut en formel for 16sning).
Vi avslutar med att se pa en uppgift med en differentialekvation som inte har nagon analytisk
16sning.

Uppgift 2. Den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos smal
stav av langden /.

|
|
|
|
|
|
|
I mg
|

Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen
mlO(t) = —mgsin(A(t))

Vi vill bestamma 16sningen for olika begynnelseutslag 6y, dvs. 0(0) = 6y, da vi slipper pendeln
fran vila, dvs. #(0) = 0. Tag £ = 0.1 m och begynnelseutslagen 6, = 30°,45°, 60°. Anviind ode45.
Rita bade en bild av ldget x(t) och en av fasportrittet. Ténk pa att du maste omvandla grader
till radianer.



3 Integraler

Ibland kan man inte berdkna integraler exakt utan man far noja sig med att berikna approxi-
mationer. Exempelvis kan integralen fol e dz inte beriiknas exakt, eftersom det inte finns nagon
anvandbar primitiv funktion.

Det finns fardiga funktioner i MATLAB for att integrera, bade effektivt och noggrant. En sadan
funktion &r integral.

Om vi skulle anvénda integral for att berdkna integralen fol e®’dz sa skulle det se ut sa hir

>> a=0; b=1; f=0(x)exp(x."2);
>> g=integral(f,a,b)

Léagg mérke till att vi anvénder elementvisa operationer nér vi beskriver integranden, precis som
nér vi skall rita en graf.

Uppgift 3. Berékna integralen fol xsin(x) dx. Rita forst en graf av integranden. Anvénd integral.
Jamfor gdrna med exakt resultat som kan rdknas ut med partialintegration.

Uppgift 4. Berdkna arean av det slutna omradet mellan graferna till funktionerna
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g(x)=e"T och h(zr)=2*—3z+2.

Rita forst upp graferna sa att ni far en bild av omradet.

For att berdkna skdrningspunkterna mellan graferna loser vi en ekvation av typen f(x) = 0.
Sadana ekvationer 16ste vi med intervallhalveringsmetoden och Newtons metod i forsta delkursen,
nu anvénder vi den inbyggda funktionen fzero istéllet. Berdkna sedan integralen med integral.



