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1. Inledning

Du ar sékert vél fortrogen med hur (reella) tal kan anvindas for att beskri-
va olika storheter inom naturvetenskap, t.ex. langd, temperatur, stromstyrka
och fart. Dessa storheter kallas ofta for skalérer.

Andra storheter har bade riktning och storlek. Nagra sadana exempel &r
kraft, acceleration, hastighet och magnetfilt. Sedan linge har man beskrivit
dessa storheter, t.ex. krafter, med hjilp av pilar (riktade strickor) dér pilen
pekar i kraftens riktning och pilens lingd anger kraftens storlek. Storheter
med bade riktning och storlek kallas vektorer. Vi skall ldra oss att rdkna med
dessa vektorer och pa sa sétt skapa oss ett verktyg for att angripa problem
av manga olika slag.

Syftet med detta kompendium &r att pa ett férhoppningsvis begripligt
sitt beskriva borjan av denna teori.

2. Geometriska vektorer

Med ledning av diskussionen i inledningen skall vi definiera vektorer och
operationer pa vektorer i bade planet och rummet. Definitionen bygger pa
geometriska resultat om t.ex. parallellitet och likformighet. Omvént kan vi
dérfor genom att ridkna med vektorer bevisa geometriska resultat.

Om man studerar hastigheten hos en bat (i synnerhet om vagorna ar sma)
ar det naturligt att bara halla reda pa hur den ror sig med avsende pa tva
riktningar; nord-sydlig och 6st-vistlig. En bat kan t.ex. kora med 12 knop i
nordnordviéstlig riktning. Om man i stéllet studerar ett flygplan behéver man
ocksa halla reda pa en tredje riktning; ndmligen den vertikala. Planet kan
stiga 30° med hastigheten 572km/tim i sydostlig riktning. Man siger darfor
att planet (inte flygplanet) &r tvadimensionellt och rummet tredimensionellt
och vi anvéinder ofta beteckningarna R? och R? for planet respektive rummet.

2.1. Definition av vektorer

Vi skall definiera vektorer i planet och i rummet. Diskussionen i denna
och de foljande tva paragraferna giller bade for vektorer i R? och R3.

Definition 2.1. Twa punkter A och B bestdmmer en riktad stracka fran A
till B som betecknas AB.

Varje riktad strdcka bestdmmer i sin tur en vektor u. Twa strdackor som
ar lika langa och lika riktade bestimmer samma vektor.
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I figuren &r strickorna A—é och C’—b lika langa och lika riktade och be-
stdmmer alltsa samma vektor u. Vi skriver u —/TB—CT) Stréickan ﬁ’ ar
lika lang som AB men inte parallell med AB Sa om v —EF ar u ;é V.
Strackan GH ar llka riktad men inte lika lang som AB sa om w GH ar

w # u. Eftersom EF och GH varken ar lika langa eller lika riktade sa ar
ocksa v # w.

Nollvektorn ar den vektor som fas da start- och slutpunkt sammanfaller.
Nollvektorn betecknas 0 och alltsa &r 0 =AA=BB.

Om u=AB sa dr —u den vektor som &r lika lang som u men motsatt

riktad mot u , dvs. —u =BA.
Léngden av vektorn u betecknas |ul.

2.2. Operationer pa vektorer
Multiplikation av en vektor med en skalir

Definition 2.2. Om t dr ett reellt tal och u dr en vektor sa dr tu den vektor
som har lingden |t||u| och dr lika riktad som u om t > 0 och motsatt riktad
motu omt<0. Nairt =0 artu=0.

u 2u

Exempel 2.1.
(I)1-u=u (2) (1) u=—u

(3)t0 =0 for allat och (4) 0u=0 for allau .
O

Vektorerna u och ¢ u ar alltsa parallella och om u # 0 sa kan varje vektor
v som &r parallell med u skrivas v = tu for nagot .
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Addition av vektorer

Vi skall nu definiera addition av vektorer. Definitionen gors sa att kraft-
parallellogramlagen blir uppfylld.

Definition 2 3. Latu och v vara tva vektore'r Vilj tre punkter A, B och C
sa att u = AB och v —BC Da iru+v AC.

Rékneregler

() u+v=v+u (kommutativitet),

(2) (u+v)+w=u+ (v+w) (associativitet),
3)u+0=0+u=nu,

(4) t(tu+v) =tu+tv (distributivitet),

(5) (s +t)u=su+tu (distributivitet),

(©) 5

(tu) = (st)u.

Vi visar bara (1) och (4) da ¢t > 0, och later ldsaren sjilv fundera ut varfor
de Ovriga dr sanna.

Kommutativiteten foljer ur foljande figur.




| parallellogrammen ABCD ar u AB C’D och v AC’ BD. Sa u +
v AB+BD AD= AC—I—CD v+ u.

Att (4) géller foljer av hkformlghet Antag att t > 0 och betrakta triang-
larna ABC och DBE dar u AB \% BC tu DB och tv BE

B

A

Trlanglarna ABC’ och DBE ar hkformlga med forhallandet 1: ¢t (Var-
for7) Sa AC och DE ir lika riktade och | DE | =t AC |. Det betyder att
DE= t AC och

t(u+v) =t AC=DE=DB + BE=tu+tv .

O

Anmérkning 2.1. Figuren i beviset av (1) visar att addition av vektorer uppfyl-
ler parallellogramlagen for krafter. Om u och v ar krafter sa ar u + v krafternas
resultant; om u och v paverkar en partikel sa blir effekten densamma som nér
partikeln bara paverkas av kraften u + v. O

Subtraktion av vektorer

Definition 2.4. u—v =u+ (—v).

Viharu—u =0,tyomu =ABsaéir —u=BAochu—u=u+(—u) =AB
+ BA=AA= 0.

Observera ocksa att u—v loser ekvationen v+x = u eftersom v+(u—v) =
(v—v)4+u=0+u=u. Saom u och v placeras sa att de startar i samma
punkt dr u — v den vektor som startar i spetsen av v och slutar i spetsen av
u .



Man kan ocksa se det genom att skriva u — v = —v + u.

Anmirkning 2.2. Figurerna i bevisen ovan ér ritade tvadimensionellt. (I pap-
perets plan). Detta ér ingen inskridnkning eftersom tva vektorer alltid ligger i ett
plan. Diaremot gor inte alltid tre vektorer det, sa associativa lagen kan inte askad-
liggoras med en tvadimensionell figur.

O

Ovning 2.1. Bestéim (a) 2a+b, (b) a+b —c och (c) 1(b+c),

dér a, b, c ges av figuren:
a

C

Ovning 2.2. Lat e; :A—é, e :A—C>' och e3 :A—E i foljande kub.

A

Bestéam tal z, y och z sa att v = ze; + yes + ze3 da
(a) v=AD, (b)v=EH, (c)v=AG,

(d) v :EZL och (e) v —AG + HA.



Ovning 2.3. En motorbat gar i stillastaende vatten med farten 6 m/s. Baten kors i en
dlv dér vattnet strommar rakt sdderut med farten 2 m/s.
(a) Bestdm batens hastighet (storlek och fart) om den styrs i rakt ostlig riktning.
(b) Vilken kurs skall baten halla for att rora sig rakt oster ut?

2.3. Geometriska tillimpningar

I det hir avsnittet ger vi nagra tillampningar av vektoralgebra pa geo-
metriska problem.

Exempel 2.2. Lat O, A och B vara tre punkter. Om M &r mittpunkten pa

strackan AB sa giller
OM= % (04 +0B).

A
M
B

@)

Eftersom AM =3 AB géller

OM=0A + AM=0A +1 AB= - OA+3 (0OA+ AB) = L 0A + OB
B B 2777 2 2 2 2
O

Exempel 2.3. Diagonalerna i en parallellogram delar varandra mitt itu.

D C

A B

Pastaendet innebér att diagonalernas skdrningspunkt dr mittpunkt bade
pa diagonalen AC' och pa diagonalen BD.
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Lat M vara mittpunkten pa diagonalen BD. For att visa pastaendet
racker det att visa att M ocksa dr mittpunkt pa diagonalen AC. (Varfor?)
Enligt férra exemplet dr

AM= (Jé v ﬁ)) .

N | —

Men fﬁ)zl?@ sa ) .
AM= 3 (4B + BC) = 5 AC,
dvs. M &r mittpunkt pa diagonalen AC. O

Exempel 2.4. (En triangels tyngdpunkt.)

En median i en triangel dr striackan fran ett horn till motstaende sidas
mittpunkt. Vi skall visa att medianerna skér varandra i en punkt som de-
lar medianen i forhallandet 2 : 1 fran spetsen riknat. Denna punkt kallas
triangelns tyngdpunkt. (Varfor da?)

A

My
B

Lat O vara en godtycklig punkt, M4, Mg och Mg vara triangelsidornas
mittpunkter (se figur) och T' vara den punkt pa linjen AM4 som delar AM 4

— 2 — —
i forhallandet 2 : 1. Da géller AT= 3 AM,. Exempel 2.2 ger att AMa=
1 —_— —
§(AB + AC). Sa
Detta ger
OT=0A + AT=

(0A+(0A+ AB) +(0A + AC)) = - (0A+ 0B + OC

W
W =

8



Om BT p= 3 BMpg och CTe= = CMc¢ far vi pa samma sétt (eller &nnu

enklare pa grund av symmetri) att

w

OT =0T o= (074+0—é+0—c’*).

o.')l>—‘

Sa
OTB:OTC:OT och TB = TC =T

och alltsa ligger T" pa alla medianerna.
O

Observera om O &r en godtycklig punkt och T triangelns tyngdpunkt sa
har vi visat att

o1 1 (04+ 0B+ 00) .

Anmairkning 2.3. Beviset ovan ér ett “orakelbevis”. Hur kunde vi veta att tyngd-
punkten delar medianen i forhallandet 2 : 17

Har ger vi ett alternativt bevis som inte utnyttjar detta faktum. Lat som forut
O vara en godtycklig punkt, M4, Mp och M¢ vara tr1angelsldornas mlttpunkter

och T skarmngspunkten mellan AM 4 och BMpg. Eftersom AM A och AT ar lika
riktade géller AT aAM 4 for nagon skaldr a. Pa samma sitt géller BT bBM B.
Eftersom M4 och Mp &r mittpunkter pa strickan BC respektive AC sa géller

AN 4= ; <E§ N @) och BMy— ; (54 N B%> Sa

N o

AT= (4B +AC) ok BT (BA+BC) .
Detta ger

BT=BA + AT=BA +% <AB+AC> (3—1)1@%@,

men ocksa
BT_5 BA+BC BA + BA + AC :bBA+§AC.
Sa )
a — a — — —
(54) AB 45 AC=b BA +35 AC
och ;
<%+b—1)AB: — % ac .

9



— —

Men vektorerna AB och AC &r inte parallella och dérfor ar

(Gor1) 457

2
vilket ger a = b = 3

Nu har vi sjdlva visat att att tyngdpunkten delar medianen i forhallandet 2 : 1
och behover inte hianvisa till nagot orakel.
O

o —_ 1 —_ —_
Ovning 2.4. Visa att om OM= 3 (OA + OB) sa dr M mittpunkt pa strickan AB.

Ovning 2.5. Visa att om 0—1:: % (OTLX + O—é + O—C)'> sa dr T tyngdpunkt i triangeln
ABC.

Ovning 2. 6 Punkterna D, FE och F delar triangeln ABC sa att AB 3 AD BC’ 3 BE
och CA 3 CF Visa att trianglarna ABC' och DEF har samma tyngdpunkt.

Ovning 2.7. Lat M vara mittpunkten pa striickan mellan tva motstaende kanters mitt-
punkter i tetraedern ABCD.

(a) Visa att
— 1 — — — —
OM= Z(OA +O0OB+0C+0D).
(b) Hur manga par av motstaende kanter finns det?

(c) Visa att punkten M i (a) inte beror pa vilka kanter vi valt, dvs. strickan mellan
mittpunkterna pa motstaende kanter skir varandra i en punkt.
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3. Baser och koordinater

For att gora det mer praktiskt att rdkna med geometriska vektorer i planet
och rummet skall vi se hur man kan representera dem som par respektive
tripplar av reella tal. Pa sa sidtt kan man ridkna med vektorer "som vanligt”
fast med tva respektive tre kopior av R.

3.1. Baser i planet

Definition 3.1. Twa vektorer i planet e, och ey som inte dr parallella kallas
en bas.

Lat v vara en godtycklig vektor. Placera ey, e; och v sa att de borjar i samma
punkt. Drag linjer genom v:s dndpunkter parallella med e; och e; och lat v
och vy vara sidorna i den parallellogram som bildas.

Da ar v = vy + va. Eftersom v; och vg &r parallella med e; respektive e,
finns tal = och y sa att vi = xe; och vo = yey. Alltsa dr v =z e; +y ey och
vi har visat ena halvan av féljande sats.

Sats 3.2. Om ey och ey dr en bas i planet sa kan varje vektor v entydigt
skrivas
V=xe; + yes.

(Talen x och y kallas for v:s koordinater i basen eq,e;.)

Det aterstar att visa entydigheten. Sa antag att v =xe;+ye, = 2’ e; +1 es.
Vi maste visa att z = 2’ och y = 3. Men om t.ex x # 2z’ sa dr e; =

11
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- €y, dvs. e; och e, ér parallella. Men detta &r en motségelse eftersom
r—x

e1, e, ar en bas, sa r = 7’. [ |
Anméirkning 3.1. I resonemanget ovan har vi implicit antagit att varken e; eller

ey ir nollvektorn. For att inte behdva behandla nollvektorn speciellt anvénder vi i

fortséttningen konventionen att 0 &r parallell med (och vinkelrét mot) varje vektor.
(]

Om basvektorerna e; och e, dr vinkelréta (eller ortogonala) och har ling-
den ett kallas de ortonormerade. 1 fortséttningen arbetar vi oftast med orto-
normerade basvektorer.

Om det &ar klart vilka basvektorerna &r, skriver vi helt kort v = (x,y)
i stéllet for v. = xe; + yey och kallar x och y for v:s koordinater. Om
(z,y) = (2',y') sa ger entydigheten i Sats 3.2 att x = 2/ och y = y/.

Sats 3.3. Om v = (z,y), u= (2/,y') och t € R sa gdller
tv=t(z,y) = (tz, ty)

och
v+u=(z,y)+ (@, y) = (x+2,y+).

Bevis. Satsen foljer enkelt fran rdknereglerna for vektorer. Vi har tv =
t(rei+yey) =tre +tyes = (tr,ty) ochv+u=ze +yes+2'e +y' e =
(x+a)er+ (y+y)e = (r+2"y+y) N

Exempel 3.1. Antag att u = (—3,4) i en ortonormerad bas. Hur lang &r
u’?

€

Losning. Pythagoras sats ger (se figuren) |u|? = 3% + 42 = 25 sa |u| = 5.
Med samma resonomang ser vi att om u = (x,y) sa ar

u? = 2% +¢® och |u] = /22 + 2.

12



Exempel 3.2. Krafterna F; = (—1,2) och Fo = (2, -3) (i Newton) verkar
pa en partikel. Hur stor dr deras sammanlagda verkan?
Losning. Den resulterande kraften &r F = F; + Fo = (—1,2) 4+ (2,-3) =

(1,—-1) sa |[F| = V1 +1IN=+2N. O

Ovning 3.1. Antag att u = (1,2) och att u+ v = (3,4). Vad #r da v?

Ovning 3.2. Antag att AB= (2,1), AC= (3,2). Bestim BC.
Ovning 3.3. Sitt v = (1,1), w = (0,1). Visa att v, w utgér en bas i R2.

Ovning 3.4. Lat e; och e, ha koordinaterna (1,2) respektive (1,1) i en given bas. Visa
att e; och e ocksa ér en bas i planet. Vilka &dr de nya koordinaterna for den vektor
som har de gamla koordinaterna (2,1)?

3.2. Baser i R3

Definition 3.4. Tre vektorer e,es och es utgér en bas for R3 om de inte
ligger @ ett plan.

Sats 3.5. Om ey, ey och ez dar en bas i rummet kan varje vektor v entydigt
skrivas

Vv=xe +yey+ze;s.

Bevis. Placera v och basvektorerna sa att de borjar i samma punkt. Drag
en linje parallell med e3 som gar genom spetsen pa v. Den skér planet som
innehaller e; och ey i en punkt P. (Linjen skér planet eftersom ej inte ligger
i planet.) Da dr v = v + v, se figuren. vz dr parallell med e, sa v = z e3.

vp ligger i planet som spédnns av e; och e;. Observera att e; och ey inte ér
parallella. (Varfor?) Med hjilp av Sats 3.1 ser vi att vo = ze; + yey och
alltsa v = vg + v3 = xre; + yes + 2z es, och existensen ar klar.

For att visa entydigheten antar vi att

/ / /
V=re +yer+ze3=x€ +y e+ 2 e;3.

13



Vi maste visa att z = 2/, y = ¢’ och z = z/. Antag tex. att z # 2/. Da géller

v—a  y—y

e; = — €,

€1
z—2 z— 2
vilket betyder att es ligger i samma plan som e; och e;. Detta motséger att
e, e och ez ar en bas, och alltsa ar z = 2.
|

Som i R? skriver vi kortfattat v = (z,y, z) och vi har riknereglerna
t(x,y,2) = (tx,ty,tz) och (z,y,2)+ (",¢,2")=(x+2",y+y, 2+ 7).

En bas &r ortonormerad om alla basvektorerna har langden ett och &r
vinkelrdta mot varandra. Med hjilp av Pythagoras sats ser vi (Hur da?) att
i en ortonormerad bas ges en vektors langd av

uf? = (e, g, 2P =2 497 + 2 och | = |(z,5,2)| = AR T 42+ 22

Ovning 3.5. Bestim B%’ om E: (1,2,1) och IE: (2,1,3).
Ovning 3.6. Sitt u= (—1,2,0), v = (2, —1,3). Beriikna 2u — 3v.
Ovning 3.7. Bestim ett tal a sa att vektorerna (a,2 -+ a,6) och (2,1, —3) ér parallella.
Ovning 3.8. Bestiim ett tal ¢t sa att vektorerna
(a) (1,2) och (t,t2), (b) (t,1 —t,1+1) och (2,0,4)
och (c) (t,2t2,3t) och (1,6,t)
blir parallella.
Ovning 3.9. Bestém en vektor u som har lingden 1 och ér parallell med (—1,2,2).
Ovning 3.10. Bestim lingderna av vektorerna
(a) (—1,—2,-3), (b) (1,1,1) och (¢) (—1,2,2).
Ovning 3.11. Krafterna F; och Fy verkar pa en partikel. Bestéim storlek och riktning
av krafternas resultant om
(a) Fy = (1,-3,4) och Fy = (5,9,2),
(b) ges av foljande figur:

4N

Fy

(ON-bas, Sl-enheter.)

Ovning 3.12. Bildar vektorerna (1,0,0), (1,1,0) och (1,1,1) en bas for R3? Motivera
ditt svar.

14



3.3. Koordinatsystem

I det hér avsnittet skall vi beskriva punkter med hjilp av koordinater.
Detta gor vi genom att fixera en punkt O som vi kallar origo. En punkt P

bestdmmer en vektor u =OF och omvént om vi har en vektor u sa finns det
en punkt P sa att u =0OP. Vektorn OP kallas for P:s ortsvektor.

P
OP
€9
O €

Vi har alltsa identifierat punkten P med vektorn OP. Om OP= (x,y, 2)
(i en viss bas) far P samma kordinater; P = (z,v, z). For origo giller O =
(0,0,0). (Varfor?)
Exempel 3.3. Bestdm koordinaterna for den vektor fTQ som gar fran P =
(1,-2,1) till Q = (—2,1,0).
Losning. Vi har OQ=0P + PQ. Sa PQ=0Q — OP=Q — P = (-2,1,0) —
(1,-2,1) = (=3,3,—1). 0

Exempel 3.4. Genom punkten P = (—1,3) dras en linje parallell med vek-
torn u = (2, —1). Var skéir denna linjen z — y = 17
Losning. Kalla skarningspunkten Q).

AY
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Eftersom P—C)Q ar parallell med u finns ett tal £ med P—Q: tu eller ) =
P+4+tu=(-1,3)+t2,—-1) = (2t — 1,3 — t). Men att @ ligger pa linjen

x —y = 1 betyder att 2t — 1 — (3 —t) = 1. Denna ekvation har lésningen

1
(Rikna sjalv!) ¢ = 5/3. Alltsa éir Q = (—1,3) + 2(2, )= (1,4) o

Vi har alltsa sett att tva punkter P och Q bestdmmer en vektor P() som
beriknas genom
PQ=Q - P.

Ett annat séatt att skriva detta ar

P+ PQ=Q:

—

om vi startar i punkten P och gar lings vektorn P hamnar vi i Q).

Ovning 3.13. Antag att 0752 (2,3), O?éz (3,4). For vilken punkt R giller det att
OR=OP + 0Q?

Ovning 3.14. En triangel har hérn i A = (1,2,3), B = (3,5,7) och C = (2, -9, —5).
Bestdm vektorerna u :JZ}B7 v :B?' och w 254.

Ovning 3.15. Vad dr mittpunkten pa striickan vars indpunkter &r
(a) (17 27 3) och (37 Oa _1)7 (b) (J?, Y, Z) och (mla Y1, Zl) ?

Ovning 3.16. Bestdm mittpunkten pa strickan mellan de bada punkterna (1,2,3) och
(4,4,4).

Ovning 3.17. En triangel har hornen (1,2,3), (2,3,1) och (3, —2,2). Bestém triangelns
tyngdpunkt.

Ovning 3.18. Bestim avstandet mellan foljande par av punkter
(a) (1,0),(0,1) (b) (1,0,0),(0,0,1) och (c) (1,1,2),(2,1,1).

Ovning 3.19. Visa att punkterna (1,1, —1),(1,—1,1) och (—1,1,1) bildar horn i en lik-
sidig triangel.

Ovning 3.20. Bestédm en punkt i planet sa att den tillsammans med (0,0), (1,1) och
(2, —3) bildar en parallellogram.

Ovning 3.21. Undersok om punkterna (1,1,2), (0,3,2), (2,2,1) och (1,4, 1) &r horn i en
parallellogram.

Ovning 3.22. Det finns tre parallellogrammer som har hérn i punkterna (1,2,3), (1,3,4)
och (2,3,5). Bestdm diagonalernas skirningspunkt i dessa tre parallellogrammer.
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4. Skaldrprodukt

I det hér avsnittet skall vi behandla problem som har att gora med vinklar
mellan vektorer. Ett viktigt tillampningsomrade &r fysiken och vi borjar med
tva sadana exempel.

Exempel 4.1. Stina som ér ute och cyklar star pa krénet av en brant backe.
Hon rullar utfér backen som &r femtio meter lang och lutar tio grader.Hur
fort rullar hon vid foten av backen?

(Bortse fran friktion och luftmotstand).

Losning. Antag att Stina med cykel viiger mkg. Hon paverkas endast av
tyngdkraften. Arbetet som utréttas dr produkten av storleken av tyngdkraf-
tens verkan i backens riktning (F) och backens lingd.

10°

10° Fl

(F+ som ir vinkelrdt mot backen bidrar inte till arbetet.)

Fran figuren ser vi att sin 10° = |F|/mg eller |F| = mgsin10°. Sa W =
|F|-50 = 50mg sin 10°. Detta arbete omvandlas till rérelseenergi. Om v ér den
sokta hastigheten &r rorelseenergin %va. Detta ger W = %va eller v? =
100g sin 10° & 982 sin 10° &~ 170,5 och v ~ 13 (m/s). (13 m/s=47km/tim.)

]

Exempel 4.2. En partikel ror sig under paverkan av kraften (3, 3) ritlinjigt
fran origo till punkten (5,2) i ett ortonormerat koordinatsystem. Hur stort
arbete utrittas?

(SI-enheter)
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Losning 1. Det utrédttade arbetet dr produkten av vigen och kraftens
projektion i véigens riktning; W = |Fg| - |s|.

Ay

Vektorn (3,3) bildar 45°:s vinkel med z-axeln sa § = 45 — a. Vinkeln «
uppfyller tana = 2/5 sa o = arctan(2/5). Alltsa éar |Fg| = |F|cosf =
V94 9cos = 3v/2cos . Viigen s har lingden [s| = /25 + 4 = /29, och vi
far W = 3v/2 cos 029 = 21. (Exakt! Kan du visa det?)

Anméirkning 4.1. Observera att W = 21 = 3-5+3-2, dvs. arbetet 4&r summan av
produkterna av kraften och viagens x och y-koordinater. Detta dr ingen tillfallighet,
och ett av syftena med inforandet av skaldrprodukt &r att visa att det alltid &r sa.

O

Losning 2. Vi angriper problemet genom att inféra en ny ortonormerad bas
(f1, f2), dér f; pekar i samma riktning som s och f5 i den ortogonala riktningen

(—2,5). <(5,2) och (—2,5) ar vinkelrdta. Kontrollera det genom att anvén-
da Pythagoras sats pa triangeln (0,0), (5,2),(—2,5). Vi skall strax se hur
skalarprodukten kan anvindas for att se att (5,2) och (—2,5) ar vinkelréita.)

Vi normaliserar vektorerna (5,2) och (—2,5) och sitter f; = (5,2)/v/29 och
fo = (—2,5)/v/29. I denna bas ir (5,2), = V29f; = (v/29,0);. Hir beteck-
nar (z,y). koordinaterna i den ursprungliga basen och (z,y) s koordinaterna
i den nya. Om(z,y); ér koordinaterna for (3, 3). sa géller (3,3). = (z,y); =
xfy+yfy = (52 — 2y, 22 + 5y)./v/29. (Rita figur!) Detta leder till ekvations-

systemet
br — 2y = 3v29
2 4+ 5y = 3v29.

Om vi multiplicerar den forsta ekvationen med 5 och den andra med 2 och
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adderar far vi 297 = 211/29 eller = 21/v/29. Sa (Varfor?) W = z|s| =
21/v/29 - /29 = 21.

O

Efter dessa preludier ar det dags att definiera skaldrprodukten mellan tva
vektorer i R? eller R3. Med vinkeln 6 mellan vektorerna u och v, bada skilda
fran 0, menas den minsta vinkel som bildas da u och v placeras sa att de
borjar i samma punkt.

A%

Definition 4.1. Skaldrprodukten av vektorerna u och v dr
u-v = |ul|v|cosd,

ddr 0 dr vinkeln mellan u och v, 0 < 0 < .
Omu eller v ér0 sa dgru-v =0.

Observera att definitionen &r gjord sa att W = F - s i forra exemplet.

Rékneregler.

(H)u-v=v-u (kommutativitet),

(2) (tu) - v = t(u - v),
B)u-(v+w)=u-v+u-w (distributivitet),
(4) luf* =u-u,

(5)

5) u-v =0 om och endast om u och v ar vinkelrata.

Du bor sjélv overtyga dig om att (1),(2),(4) och (5) géller. Jag aterkommer
till (3) i slutet av paragrafen. O

For att praktiskt rdkna med skaldrprodukt behover vi veta vad u - v
blir i koordinater. For att uttrycket skall bli enkelt antar vi att basen &r
ortonormerad.
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Sats 4.2. Lat u = (z,y,2) och v = (2',y/,2) i ett ortonormerat koordinat-
system. Da gdller
u-v=uxr'+yy +z7.

I R? gdller (x,y) - (2/,y) = z2’ + yy'.

Bevis. Eftersom basen &r ortonormerad géller e; -e; = e3-e; =e3-e3 =1
ochel-e2:e1-e3:e2-e3:0. Sa
u-v = (re; +yes+ ze3)  (2'e; +y'ey + 2'e3)
= zr'e; e +yyes-e,+ z2'e;s - e3
+ (zy +yx')er-ex+ (x2' + 2'2)er - ez + (y2' +y'2)es - e3

= gz’ +yy +27.
|
Exempel 4.2. (Fortséttning.)
Losning 3. Vihar W =F -s = (3,3) - (5,2) =3-5+3-2=21. O
Exempel 4.3. Bestiam vinkeln mellan vektorerna u = (1,2,2) och v =
(—2,1,-2).

Lésning. Vi har |u| = V12 +22 +22 = 3, |[v] = /(—22) + 12 + (-2)2 =
ochu-v=1(-2)+2-1+2(-2) = —4. Eftersom u- v = |u||v|cos@ far vi
cos) = —4/(3-3) ~ —0,4444 och 6 ~ 116, 4°.

O

Exempel 4.4. 1 Exempel 4.2, Losning 2 anvidnde vi att vektorerna (5,2)
och (—2,5) ar vinkelrdta. Med hjdlp av skalarprodukt ser vi detta genast
eftersom (5,2) - (=2,5) =5(—2)+2-5=0. 0

Exempel 4.5. Cosinusatsen.
I en triangel giller ¢ = a® + b* — 2abcos C.

B
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Bevis. Eftersom A_)B:A—CZ + C%zc% — C—zzl och CTA . C%: abcos C sa ar

@ = AB.AB=(CB — CA)-(CB — CA)
— CB-CB—CB-CA—CA-CB+CA-CA
= a%®—2abcosC + b*.

Exempel 4.6. Periferivinkeln i en halvcirkel &r rét.

A O C
Be@. Vi_g,kalllisa att A—é . I?C’: 0. Men /H%’:A—é + OTB och B—C>’:B_O>
+ O0OC=0C - OB. Sa
AB - BCO= (AO + OB) - (OC — OB)
—40-0C — A0 -OB+OB-0C — OB - OB.
Eftersom fTO:O—é far vi om cirkelns radie ar R
AB - BC=0C -0OC —OC -OB+O0B-0C —OB-0B=R>—R>=0.

O
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Exempel 4.7. Bestdam en normalvektor till linjen x + 2y = 1.
(En normalvektor &r en vektor som &r vinkelrdt mot linjen.)

1
(2, —1) &r en riktningsvektor till linjen. Men om n = (1,2) &rn-v = (1,
(2,—1) = 2 -2 = 0, sa n och v &r vinkelrita. Alltsa &r n = (1,2) en
normalvektor. O

Exempel 4.8. Bestdm avstandet fran punkten (3, 3) till linjen = + 2y = 1.
Losning. Med avstandet d fran en punkt P till en linje menas det kortaste

av avstanden |P — Q| da @ ligger pa linjen. Detta antas da PQ ar vinkelrét
mot linjen. (Varfor?)

P =(3,3)

Enligt forra exemplet dr (1, 2) vinkelrdt mot linjen sa P—C}Qz t(1,2) for nagot t.
Men Q = P+ PQ= (3-+t,342t) som ligger pa linjen om (3+%)+2(3+2t) = 1,
dvs. om t = —8/5. S4 PQ= —8/5(1,2) och d = | PQ | = §/T+ 4 =8/Vb ~
3,13.

Punkten @ kallas for ortogonala projektionen av P med avseende pa linjen
x4+ 2y=1. O
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Ortogonal projektion.

Vi skall nu diskutera hur man kan dela upp en vektor v i tva komponenter;
v = vy+vi; diir vy dr parallell med en given vektor u # 0 och v ir vinkelrit
mot u.

vy kallas for v:s ortogonala projektion pa u .
Om v, ar parallell med u sa ar v, = tu, och genom att skalarmultiplicera
bada leden i v = v, + v} med u far vi

€1

uv=u-vytu-vp=u-vy=tu-u=tul’.

Sat=u-v/lu* och

Vu u. (4.1)

- Jup
Skriver vi nu v = v, + (v — vy) har vi den 6nskade uppdelningen eftersom
u-(v—vy) =u-v—u-v=_0.

En viktig egenskap hos v, dr att u-v =u-vy.

I figuren ovan ar alla skaldarprodukter u - v; lika och u-v; = u- v, for alla 7.
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Exempel 4.9. Om v = (z,y, 2) = re; +yes + zes3 i en ortonormerad bas sa
arr=v-e,y=v-eochz=v-es.

Bevis av den forsta likheten. v - e; = (re; + yey + ze3) - e;

=xe;-e; +yey-e; + z€3-€; = 7. a

Exempel 4.10. Avstandsformeln.
Avstandet d fran punkten P = (x,y) till linjen az + by = ¢ ges av

g lax + by — ¢|
[(a, )]

Bevis. Lat Py = (¢, 30) vara en godtycklig punkt pa linjen och ) ortogonala
projektionen av P pa linjen. Vektorn n = (a,b) &r en normalvektor till linjen,
jamfor Exempel 4.7 och Ovning 4.10.

P

d

)

Avstandet till linjen &r d = | QP |. Men QP=PF, Py, ]ﬁ’:s ortogonala pro-
jektion pa n. Eftersom PyP= (x — xo,y — yo) ger (4.1)

d |[7P | = PyP ‘n :’a(x—$0)+b(y—yo)’:\aw—kby—c’
T n ol

eftersom axg + byg = c. (P ligger pa linjen.)
Tillaimpar vi detta pa Exempel 4.8 far vi

J— 34+2-3—1] _ 8
V144 NGE
(I
Vi avslutar den héir paragrafen med att visa distributiva lagen for skalar-

produkt:
Med hjélp av ortogonal projektion kan vi reducera distributiva lagen for
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skaldrprodukt till den for reella tal. Vi har u- (v +w) = u- (v + w), och
u-v+u-w=mu-vy+u-wy,, sadet racker att visa att

(V+ W)y = Vy + Wy (4.2)

och

U (Vg +wy)=u-vy+u -wy. (4.3)

For att se att (4.2) giller skriver vi v + w = vy + Vi + wy + Wi =
(Va + Wy) + (vii + wg). Men eftersom v, och w, bada #r parallella med u
Ar vy + Wy det ocksd. P& samma sitt dr vi + wi vinkelrdt mot u . Detta
bevisar (4.2).

For att bevisa (4.3) observerar vi att vektorerna u, v,, och w,, dr parallella
sa pastaendet &r visentligen distributiva lagen for reella tal. Mer precist om
vi later s och t uppfylla v, = su och w, = tu sa giller

u-(vy+wy) = u-(su+tu)=(s+t)|ul*=slul’+tul?

= u-sut+u-tu=u-vyg+u-wy.

Ovning 4.1. Vilka av foljande par av vektorer &r ortogonala?
(a) (—1,2,2), (2,2,-1), (b) (2,1,1), (2,1,-5) och (c) (1,1,1), (2,—1,-1).
Ovning 4.2. Bestim vinkeln mellan vektorerna (a) u = (2,2,1), v = (1, —1,0),
(b)u=(-1,2,2),v=(1,1,4) och (c)u=(3,2,1),v=(1,2,3).
Ovning 4.3. Bestim vinkeln mellan a och 2b —a da a = (2, —3,4) och b = (3,4,0).

Ovning 4.4. Bestiim en vektor som &r vinkelriit mot
(a) (2,-3), (b) (a,b), och (c) (3,4,-2).
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Ovning 4.5. Bestém t sa att vektorerna (t,2t,3t) och (—1,1,t) blir vinkelriita.
Ovning 4.6. En triangel har hérnen (2,1, 3), (—1,4,2) och (0,6, 5). Ar triangeln rétvink-
lig?
Ovning 4.7. Kraften (3, —4,2) verkar pa en kropp som rér sig rétlinjigt fran punkten
(—1,3,2) till
(a‘) (1’455)7 (b) (_35273) och (C) (Oa553)
Berdkna dndringen i partikelns rorelseenergi.
Ovning 4.8. Visa att [u+v[> — [u—v[> =4u-v.

Ovning 4.9. (a) Bestéim avstandet fran punkten (1,2) till linjen y = 5.
(b) Bestédm avstandet fran punkten (1,2) till linjen x +y = 5.

Ovning 4.10. Visa att (a,b) &r en normalvektor till linjen ax + by = c.

Ovning 4.11. Vektorerna a, b och a+ b har lingderna 3, 4 och 2. Hur stor ir vinkeln
mellan a och b?

Ovning 4.12. Lat u vara en fix vektor med u # 0 och antag att
u-v=u-w.

Maste v = w? Motivera ditt svar!
Ovning 4.13. Antag att
uv=u-w
for alla u. Maste v = w? Motivera ditt svar!

Ovning 4.14. Tva vektorer a och b har lingderna 2 respektive 3 och vinkeln mellan dem
dr 60°. Bestdm den ortogonala projektionen av a pa b och tvirtom.

Ovning 4.15. Tva vektorer u och v har samma lingd. Vad kan du siga om u + v och
u-—v?

Ovning 4.16. Visa att en triangels hdjder skiir varandra i en punkt.
Ovning 4.17. Lat u och u’ vara parallella (och ingen 0). Visa att da giller vy = vy.

Ovning 4.18. Ange en ortogonalbas i R? som innehaller vektorn (1,2, 3). Bestdm sedan
koordinaterna i denna bas for den vektor som har standardkoordinaterna (1,1, 1).
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9. Forslag till svar

Kapitel 2

2. (a)&(b) e1 + e, (c) e2 +e3, (d) —e; —ex —e3, (e) —e;

3. (a) Med farten v/40 m/s i riktning 341,6°, (b) 19,5° 7. (b) 3

Kapitel 3
1.(2,2) 2. (1,1) 4.(-1,3) 5. (1,-1,2) 6.(=8,7,-9)
7T.a=-4 8. (a)Oeller2, (b) 1, (c)Oeller3 9.u=+3(-1,2,2)
10. (a) V14 (b) V3 (c) 3
11. (a) 64/3N i riktningen (1,1,1), (b) 8,70N i 28,3 med avseende pa é-axeln
13. (5,7)  14. AB= (2,3,4), BC = (1,14, -12), CA= (~1,11,8)
15. (a) (2,1,1), (b) 1/2(z + z1,y + y1, 2 + 21) 16. (5/2,3,7/2)
17.(2,1,2)  18. v/2 i alla tre fallen  19. Sidorna #r 2v/2.
20. (3,-2), (1, —4) eller (—1,4) 21.Ja 22.(1,5/2,7/2),(3/2,5/2,4),(3/2,3,9/2)

Kapitel 4
1. Alla &r ortogonala 2. (a) /2 (b) w/4 (c)arccos(5/7) 3. 128°
4. T.ex. (a) (3,2), (b) (b,—a) och (c) (0,1,2) 5. 0och 1/5,
6. Ja, vinkeln vid (—1,4,2) &r rit.
7. (a) 8 joule, (b) 0 joule, och (c) —3 joule 9.(a)3 (b)v2 11. 151°
12. Nej 13. Ja 14. (a) 1/3b, (b) 3/4a 15. De ér vinkelrdta
18. T.ex. e =(1,2,3), e2 =(2,—1,0) och e3 = (3,6, —5).
(1,1,1) har koordinaterna (3/7,1/5,2/35)
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