Matematiska vetenskaper Losningsforslag till tentamen
GGteborgs universitet 2017-10-17, 8:30-12:30

NBAMOO: Naturvetenskapligt basar - Matematik, del 1

Uppgift 1 (m.h.a. vektorer). Man bildar vektorer AB = (3,-3), AC = (7,1) och BC = (4,4).
(a) Sidoldngderna &r ju vektorernas langder:

o |AB| = |AB| = {3 + (-3) = VI8 = 3VZ le.
o |BC| = [BC| = Va2 + 42 = 32 = 4\2 le.
o |AC| = |AC| = V72 + 12 = V50 = 5V2 Le.
(b) Vinklarna kan bestdmmas m.h.a. skaldrprodukten:

ABAC  _ 37+(=3)1 _ 18
|AB||AC| ~ 3V25vV2 30

= 2. Séledes 4r ar = arccos(3/5).

BA-BC (=3)-4+3-4 0 o . °
e cosf = = = -- = 0. Saledes 4r 8 = 90°.
p |BA||BC|  3V2av2 % b

_ CBTA _ 9D |3
C VT iGNch T s W

= 1. Séledes 4r y = arccos(4/5).

(c) AABC ér rdtvinklig med kateterna 342 l.e. och 4V2 l.e. Arean = %3\/5 c4\2 = % =12 ae.

Uppgift 1 (utan vektorer). (a) Sidoldngderna bestdms m.h.a. avstdndsformeln:
e a=|BC| =+(8—-4)?2+(3-(-1))%=V32=4V2le.
e b=|AC| =+/(8-1)2+(3—-2)2 = V50 = 5V2le.
e c=|AB| = /(4 -1+ (-1-2)2 = V18 = 312 l.e.

(b) Vinklarna bestims m.h.a. cosinussatsen:

o a? = b*+c?—2bc cos abliralltsa 32 = 50+18—60 cos « ddrifran man far att cos @ = =8 =

3 —-60 ~— 5°
Da ar a = arccos :

[*8)

e b? = a’+c?—2ac cos fbliralltsd 50 = 32+18—48 cos f§ dérifran man fér att cos f = - = 0.
Da 4r § = 90°.
o c? = a?+b*-2ab cosy bliralltsd 18 = 32+50—80 cos y darifrdn man firattcosy = =2 = 1

80
Da dr y = arccos %.

il

(c) Areasatsen ger: A = Zacsin f = 2V32- V18 -sin90° = 7 -24-1 =12 a.e.



Uppgift 2 (Substitutionsmetoden). Fran forsta ekvationen far man att z = 2x — 5. Detta sdtts in i
2:a ekvationen och dérifran 16ser man ut y.

2x+y+3(2x-5)=68x+y =21 y=21-8x.
Nu sédtter man z = 2x — 5 och y = 21 — 8x in i 3:e ekvationen och 16ser ut x:
3x+(21-8x)—(2x—-5)=5& —-7x+26=5 & —7x = —-21 & x = 3.
Nir man tagit reda pé x:et, s kan man berdkna y och z:
y=21-8-3=21-24=-3, z=2-3-5=6-5=1.

Ekvationssystemet 16ses av x = 3,y = =3 ochz = 1.

Uppgift 2 (Eliminationsmetoden).

2x -z =5 ]— - 2x -z =5

2x +y +3z =6 = y +4z =1
3x +y -z =5 x +y =0 -2
-2y -z :5] 7z =7 | =7 -4

< y +4z =1 2 =4 y +4z =1 J

x +y =0 x +y =0

z =1 z =1

= Y =-3 - =4 Y =-3

x +y =0 ] x =3

Ekvationssystemet 16ses av x = 3,y = =3 ochz = 1.

Uppgift 2 (Eliminationsmetoden 2). Omordna ekvationerna och sedan eliminera.

y +2x +3z =6 - y +2x +3z =6
y +3x -z =5 ] = x -4z =-1 -2
2x -z =5 2x -z =5 ]
Yy +2x +3z =6 Yy +2x =3 y =-3
= x -4z =-1 = X =3 j—2 = x =3
7z =7 z =1 z=1

Ekvationssystemet 16ses av x = 3,y = =3 ochz = 1.



Uppgift 3. (a) Enligt satsen om heltalsrétter 4r ndgon av delarna till 9 en 16sning till ekvationen.
Det 4r alltsd x = £1, +3 och +9 som ska provas:

e x=1ger9+9:-1-4-12-4-1>=9+9—-4-4=10# 0.x = 1 4r ingen rot!
e x=-1ger9+9-(-1)—4-(-1)2-4-(-1)> =9 -9 — 4 + 4 = 0. En rot har hittats!
e Struntarix = #3 ochx = +9.

Ty x = —1 dr en rot dr polynomet 9 + 9x — 4x* — 4x> delbart med (x + 1) enligt faktorsatsen. Efter
att man utfort polynomdivision, sd ser man att

9+ 9x — 4x% — 4x° = (x + 1)(9 — 4x?).

Konjugatregeln ger att
9 —4x* =37 — (2x)* = 3 + 2x)(3 — 2x).

Nu har man faktoruppdelat vinsterledet av den ursprungliga ekvationen
9+ 9x — 4x* — 4x> = (x + 1)(3 + 2x)(3 — 2x) och detta ska vara lika med noll.

En produkt dr lika med noll om och endast om ndgon av dess faktorer &r lika med noll. D4 far vi
tre rotter: x = —1,x = —3/2 samt x = 3/2.

(b) Man far girna utnyttja faktoruppdelningen fran (a):
9+9x—4x’*—4x>>0 & (x+1)(3+2x)(3-2x)>0.

Man sammanstiller en teckentabell:

x -3/2 -1 3/2
x+1 - - -0 |+ ] + |+
3+ 2x an RN ERE
3 —2x + + + + + 0 -

(x+1)B+20)3-2x)[+] o [-Jo[+] 0o [-]

Fran teckentabellen ldser man av att VL > 0da x < —3/2eller -1 < x < 3/2.
OBS: Det 4r ett grovt fel att utnyttja rétterna som funnits i (a) for att gora faktoruppdelningen

9+ 9x —4x? — 4x” = (x + 1)(x + 3)(x — 2)

eftersom man da tappat bort den negativa faktorn —4 som statt framfor x>. A andra sidan gar det
alltsé bra att faktoruppdela polynomet med hjilp av dess rétter pa féljande satt:

9+ 9x — 4x” — 4x” = —4(x + 1)(x + 3)(x - 3).

I teckentabellen maste man da ta hidnsyn till den negativa faktorn —4 (eller s& dela hela olikheten
med —4 och vinda pa olikhetstecknet.)



Uppgift 4. Enligt faktorsatsen kan man faktoruppdela z* — az + b = (z — z1)(z — 2,). Utveckla
hogerledet och samla ihop termerna med lika exponent:

(z-—z)z—2))=2"—zz1 — 22, + 212, = 2* — (21 + 22)2 + 71 25.
Man har alltsa fatt fram identiteten
Z2—az+b=2"—(z21+2)z + z12,.

Nér man jamfor koefficienterna vid motsvarande potenser av z, far man féljande likheter:

2 1=1
2 —a=—(z1+27)
2L b=z2z

Alltsd,a = z; + z, och b = zyz,.  V.S.B.

Uppgift 5.
V42 74 4218 . |¢|04/8)/8 161/8|¢|74/64 e wms ot
(a) = = = 168 8|t|32 2 =16 s|t|32 = —.
16/—1618 o 1618/16]¢|(10/9)/16 — 19/8|¢]10/64 16
In 4 25:-1-4 100
b)2lg5—lg 10 +1g1+ —— = 1g(52) — lg 10+ lg 1+ g4 = | (—):1 (—):1 10 = 1.
(b)2lg5-1g gl+i 1, - 186)-lg gl+lgs=lg(— gl 1o) =18

Uppgift 6. (a) Man ska hitta skdrningspunkterna av hyperbeln och linjen medan talet m ska véljas
sadant att det endast finns en skdrningspunkt (=tangeringspunkt). Sitt iny = m — 4x i hyperbelns
ekvation:
2 2 M
x(m-4x)=4 © 4x°-mx+4=0 © x —Zx+1:0.

En andragradsekvation har precis en 16sning om diskriminanten (d.v.s. det tal som star under rot-
tecknet i pq formeln) dr lika med noll.

2 2
D= (1—)) —-q= ™ _ 1 skavara lika med noll.
2 64

Ekvationen m?/64 —1 = 018ses av m = +8. Det finns tvd méjliga virden pa m s det finns tva olika
linjer (av den dnskade ekvationen) som tangerar hyperbeln, nimligen

y=8—-4x och y=-8-4x.
(b) Man sétter m = 8 och hittar skdrningspunkten precis som i borjan ovan:
x(8—4x)=4 & 4x*-8x+4=0 & x*-2x+1=0 & (x-1*%*=o0.

Séledes x = 1ochy = 8 — 4 -1 = 4.0m m = 8, sa har tangeringspunkten koordinaterna (1, 4).
Sedan sdtter man m = —8 och hittar skdrningspunkten:

x(-8-4x)=4 © 4x*+8x+4=0 & x*+2x+1=0 & (x+1)P=0.

Siledes x = —1ochy = -8 —4 - (-1) = —4.O0m m = -8, sd dr (-1, —4) tangeringspunkten.



Uppgift 7. (a) Additionsformeln ger

sin 75° = sin(30° + 45°) = sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45° =

N | -

(b) Omvandla radianer till grader:

17 5 .5 180° . 180° . . . .
—n=x+—mr =180+ —ox - = 180 5 =180"+5-15" =180 + 75 = 255".
12 12 12 T
Det framgar fran enhetscirkeln att vinkeln ligger i 3:e kvadranten och d& kan man bestimma att
cos 255° = co0s(180° + 75°) = — cos 75°. Saledes behover man rakna ut cos 75°.
3 2 1 2 - V2
cos 75° = cos(30° + 45°) = cos 30° cos 45° — sin 30° sin 45° = £ . £ - = £ = u )
2 2 2 2 4
Man har alltsa fatt att
17 - V2 - V6
cos — 7 = €0s 255° = —cos 75° = —\/_ V2 = V2 \/_
12 4 4
Uppgift 7 (Alternativ 18sning till (b) m.h.a. trig-ettan). Som ovan fér man att cos Iz = — cos 75°.

Sedan anvinds den trigonometriska ettan for att rdkna ut cos 75°:

2+ V6\2 2+2V2-6+6 16 8+ 4V3
cos75°:V1—sinZ75°:\/1—(\/—T\/_) :\/1——:\/__—\/_

16 16 16
_ [16-8-4v3 _ [8-4V3 _ [2-V3 _V2-V3 V2-43
- 16 - 16 4 Nz 2
Saledes ar
17 2-13
cCoOS—m =————.
12 2
Uppgift 8.
Vix+1—-vVx+1 V3x+1+Vx+1 )
. . = / konjugatregeln /
sin 2x Vix+1+Vx+1
_Bx+1)-(x+1) 1
sin 2x Vix+1+Vx+1
2x 1 1 1

Csin2x Bx+l+Vx A1l W By Tavr 41

Da blir gransvérdet

CoVEx+1-vVx+1 1 1
lim - = hm( el )
x—0 sin 2x X200 S A3y + 1+ Vx +1

1 1 1 1 1

= . - lim =—- = -,
lime o $E 220433 + 1+Vx+1 1 V3. 0+1+V0o+1 2

»sinz
z

ddr standardgransvirdet — 1ddz — 0” anvénts med z = 2x.



