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1 Inledning

En graf G = (V, E) bestar av en mingd V av noder tillsammans med en mingd F av
kanter, dar varje kant e € F forbinder tva av noderna. Om en kant e férbinder noderna
u och v skriver vi e = (u,v), och vi siger att u och v dr grannar i grafen.

Ett stort och viktigt omrade inom sannolikhetsteorin idag 4r studiet av stokastiska
modeller pa grafer, och speciellt hur grafens egenskaper aterspeglas i modellernas be-
teenden; se exempelvis Aldous [1], Woess [16], Haggstrom [10], Lyons [14], och Lyons
& Peres [15]. Graferna kan vara dndliga eller (uppréakneligt) odndliga, man hér skall vi
for enkelhets skull koncentrera oss pa andliga grafer.

Vi skall vidare specialisera oss pa sa kallade tvavaningsgrafer. Givet en graf
G = (V, E) kan vi definiera en motsvarande tvavaningsgraf Go = (Va, Es) pa foljande
vis. Om vi tdnker oss G ritad i z-y-planet sa kan vi ocksé tidnka oss en exakt kopia
av G rakt ovanfor (i z-led), och att varje nod i kopian férbinds via en vertikal kant
med motsvarande nod i den ursprungliga grafen. Den darvid erhallna grafen &r var
tvavaningsgraf Go; se Figur 1. En mer stringent sitt att sdga detta ar att Gy = (V, Es)
erhalles genom att lata

Vo=V x {07 1}

och
By = {{(u,1), (v,4)) : (u,v) € E,i € {0,1}} U {{(»,0), (v, 1)) :uw € V}.

Betrakta nu tva noder (u,0) och (v,0) pa "nedre vaningen” i G, tillsammans med den
nod (v,1) som ligger rakt ovanfor (v,0). Har noden (u,0) "nidrmare” till (v,0) an till
(v,1)? Om vi vill ga fran en nod till en annan lings en foljd av kanter i grafen, och
méter "nirhet” i lingden (uttryckt i antal kanter) av kortaste vigen' mellan tv4 noder,
sa ar svaret ja: kortaste vag fran (u,0) till (v,0) ar ett steg kortare &dn kortaste vig fran
(u,0) till (v,1). Man kan ténka sig andra definitioner av ”"narhet”, men det ligger néara
till hands att tdnka sig att varje rimlig (vad det nu betyder!) sadan definition bor leda
till att (u,0) och (v,0) ligger ndrmare varandra an (u,0) och (v, 1) gor.

I sannolikhetsteori pa tvivaningsgrafer fragar vi oss hur detta forhillande maifesteras
i stokastiska modeller pa G2. Man kan vinta sig att sidana modeller uppvisar starkare
korrelation eller andra samband, mellan noderna (u,0) och (v,0) jamfort med mel-
lan (u,0) och (v,1). Om vi kan bevisa sadana saker for tvavaningsgrafer kan detta
forhoppningsvis i forlingningen leda till en 6kad forstielse for vilken betydelse néirhet
mellan noder har for stokastiska modeller pa mer allménna grafer.

*Matematisk statistik, Chalmers tekniska hogskola, http://www.math.chalmers.se/~olleh/
Vi antar hir att G (och dirmed G2) ir sammanhingande, sa att en sidan vig alltid finns.



I nista avsnitt skall vi ga igenom tre av de vanligaste och viktigaste stokastiska
modellerna pa grafer — slumpvandring, perkolation och Isingmodellen — och speciellt
diskutera hur dessa beter sig pa tvavaningsgrafer. Ett nytt resultat (Sats 2.4) om
Isingmodellen pa tvavaningsgrafer presenteras i slutet av avsnittet. Darefter, i Avsnitt
3, gar vi i detalj in pa det intima sambandet mellan Isingmodellen och en viss beroende
perkolationsmodell kallad FK-modellen. Detta samband utnyttjas sedan i Avsnitt 4 for
att ge ett bevis av Sats 2.4. Slutligen, i Avsnitt 5, sdger vi nagot om generaliseringar.

2 Nagra stokastiska modeller pa grafer

2.1 Slumpvandring

Med en slumpvandring pa en graf G = (V, E) menar vi en viss typ av stokastisk process
(X(0),X(1),X(2),...), dir X(n) € V for varje n. Uttrycket X(n) = v tolkar vi som
att en forvirrad vandrare pa G vid tidpunkten n befinner sig i noden v. Om v har exakt
d grannar, w1, ...,wq, sa fas X(n + 1) genom att vélja en av grannarna ws,...,wy pa
mafa (med sannolikhet 1/d vardera).

Néagra grundliggande fragestallningar for slumpvandringar pa en grafer ar foljande.
Givet ett startvirde X (0) = u och en tidpunkt n, vad ar fordelningen for X (n)? Kon-
vergerar den mot nagon gransfordelning dd n — oo? Har startnoden nigon betydelse
for den gransfordelning vi i sa fall far? Hur lang tid tar det for processen att nirma
sig gransfordelningen? Se t.ex. Haggstrom [12] for en elementér introduktion till dylika
problem.

En annan klass av problem berér traffsannolikheter. Givet start i X(0) = u, vad
ar sannolikheten att slumpvandringen traffar noden v innan den traffar noden w? Med
andra ord, om vi later T, = min{n : X(n) = v} och T, = min{n : X(n) = w}, och P
(i vanlig ordning) betecknar sannolikhet, &r vi intresserade av

P(T, < Ty).

Det har visat sig att en analogi mellan slumpvandringar och likstromskretsar utgor ett
kraftfullt redskap for att behandla sddana problem, da den tilliter Ohms och Kirchoffs
lagar att komma till anvindning i analysen av slumpvandringar, se t.ex. Doyle & Snell
[3] eller Haggstrom [11]. For tvavaningsgrafer utnyttjade Bollobds & Brightwell [2]
denna teknik till att visa att en slumpvandringing som startar i (u,0) uppfyller

N —

P(T(0) < Tiw,1)) 2

vilket bekraftar den allmdnna intuitionen att (u,0) har nirmare till (v,0) &n till (v, 1).
En liknande fraga ar huruvida vi for varje fix tidpunkt n har (dter med X (0) = (u,0))

sambandet
P(T(’U,O) < n) > P(T(v,l) < n) . (1)

Nagot overrakande visar det sig att detta inte alltid dr sant, se Figur 2 for ett motex-
empel som Bollobas och Brightwell fann. De uttryckte daremot en formodan om att
en motsvarighet till (1) om slumpvandringen definieras i kontinuerlig tid (vilket kan
goras pa ett naturligt satt) istallet for i diskret tid. Denna férmodan bevisades sedan
av Higgstrom [9].



2.2 Perkolation

I (kant-)perkolation pa en graf G = (V, F) fixerar man en parameter p € [0, 1], och later
{X(e)}ecr vara oberoende och likafordelade {0, 1}-virda stokastiska variabler med

P(X(e)=1)=p=1-—P(X(e) =0).

Vi skriver ¢Icf for motsvarande sannolikhetsmatt pa {0,1}%.

Om vi nu ténker oss att vi kastar bort alla kanter e som har X(e) = 0, far vi en
stokastisk delgraf av G. (Vérdena 1 och 0 hos en kant skall alltsa tolkas som ”pa”
respektive "av”.) I perkolationsteori studerar man konnektivitetsegenskaper hos denna
delgraf. Det vanligaste dr att man later den ursprungliga grafen vara antingen en
komplett graf eller ett regelbundet gitter i 2 eller flera dimensioner; se Janson et al.
[13] respektive Grimmett [8] for grundliga genomgingar av teorin i dessa bada fall.
I fallet med den kompletta grafen handlar den mesta av teorin om asymptotiken da
antalet noder i den kompletta grafen gar mot co, medan gittermodellerna oftast antas
oandliga fran borjan. I bada fallen uppvisar perkolationsmodellen ett mycket intressant
troskelfenomen: sannolikheten att fa en mycket stor ssmmanhéngande komponent (dvs
en komponent av samma storleksordning som den ursprungliga grafen) ar 0 eller 1
beroende pa om p ar 6ver eller under ett visst kritiskt varde.

For X € {0,1}¥ och tv& noder u,v € V skriver vi u %5 v for hindelsen att det
finns en vig av kanter mellan 4 och v i den slumpmassiga delgraf av G som svarar mot
X. Foljande formodan angaende perkolation pa tvavaningsgrafer ligger i linje med var
allménna, intuition fér stokastiska modeller pa sadana grafer.

Formodan 2.1 Ldit G = (V, E) vara en graf, och lit Go = (Va, E2) vara motsvarande
tvdvdningsgraf. Ldt p € [0,1], och vdlj en stokastisk kantkonfiguration X € {0,1}%2
enligt sannolikhetsmattet qﬁgz for perkolation pa Go med parameter p. Da galler, for
varje u,v € V, att

P((u,0) < (v,0)) > P((u,0) < (v,1)). (2)

Jag har kant till denna obevisade formodan sedan mitten av 90-talet, men har inte
lyckats utrona dess ursprung.

Vad vi hittills diskuterat ar den mest grundlaggande perkolationsmodellen med
oberoende mellan olika kanter. I litteraturen finns ocksd en rad olika beroende perkola-
tionsmodeller. Den kanske viktigaste (eller atminstone mest uppmirksammade) mod-
ellen av detta slag ir den si kallade FK-modellen?, som definieras som foljer.

Definition 2.2 Givet en graf G = (V,E) och & € {0,1}¥, definiera k(¢) som an-
talet sammanhdangande komponenter (inklusive isolerade noder) i den delgraf av G som
matsvarar €. For p € [0,1] och g > 1 definieras FK-mattet qﬁgq som det matt som till
varje & € {0,1}¥ tilldelar sannolikhet

G " e 1-¢(e)
¢p,q(£) = Z—G H p (1 _p) .

P9 ecFE

2Trots modellens popularitet i den internationella matematiska litteraturen r detta mojligen forsta
gangen den behandlas i skrift pa svenska. P& engelska kallas den omvéxlande f6r the FK-model (efter
dess uppfinnare/upptickare Fortuin & Kasteleyn [5]) och the random-cluster model. Trots att jag i
allminhet foredrar deskriptiva namn pa matematiska objekt framfor personnamn véljer jag alltsa hir
personnamnsvarianten, eftersom random-cluster model varken dr nagon sérskilt triffande bendmning
eller later vidare elegant vid en direktéversédttning till svenska.



Har ar qu = Y ne{0,1}E 0" (&) Meer p™® (1 — p)' ™€) en normaliseringskonstant som
gor ¢gq till ett sannolikhetsmatt.

Notera att ¢ = 1 ger vanlig perkolation, dvs oberoende mellan kanter. FK-modellen ar
alltsd en generalisering av vanlig perkolation. Framsta skélet till att just denna gener-
alisering av ront s mycket uppmérksamhet ar att fallet ¢ = 2 ar intimt forknippat med
(och mycket anvindbart i studiet av) Isingmodellen — som vi skall se i Avsnitt 3 — och
att fallen ¢ € {3,4,...} har motsvarande samband med den sa kallade Pottsmodellen.
Se Georgii et al. [7] for en grundlig diskussion om FK-modellen och om dessa samband.

Vad géller FK-modellen for tvavaningsgrafer &r det rimligt att tdnka sig att sam-
bandet (2) bor gilla dven da X viljs enligt FK-mattet ¢g‘f’1. Dock kan det verka som
att detta for ¢ # 1 (som ju leder till intrikata beroenden mellan kanterna) skulle vara
betydligt svarare att bevisa an fallet ¢ = 1. I ljuset av detta kan det synas forvanande
att vi — se Korollarium 4.1 nedan — kan bevisa (2) for specialfallet ¢ = 2 (men alltsa
inte fér ¢ = 1). Forklaringen till detta star att finna i det samband mellan FK-modellen
med g = 2 och Isingmodellen som vi skall diskutera i Avsnitt 3.

2.3 Isingmodellen

Isingmodellen ar ett sitt att tilldela virdena —1 och +1 till noderna i en graf G =
(V,E) pa ett korrelerat sitt. Den klassiska fysikaliska tolkningen da G ar t.ex. ett
tredimensionellt gitter, ar att noderna ar atomer i ett ferromagnetiskt material, och att
—1 och +1 ar tva motsatta spin-riktningar hos atomerna.

Definition 2.3 Fér 8 > 0 och en graf G = (V, E) definierar vi Isingmaéttet ug som
det madtt pa {—1,+1}V som till varje konfiguration & € {—1,4+1}V tilldelar sannolikhet

g () = ——exp (ﬂ > £(x)£(y)> : (3)

G
Zﬂ (z,y)EE

dar Zg = Yne{=1,41}V €P(B Xz er 1(@)n(y)) dr en normaliseringskonstant.

Om vi borjar med att betrakta fallet 8 = 0 ser vi att exponenten i (3) férsvinner, sa att
alla konfigurationer blir lika sannolika, vilket i sin tur innebar att spinvirdena i olika
noder blir oberoende och likaférdelade, med sannolikhet % vardera for vardena —1 och
+1. Nér g > 0 géller det fortfarande (pga modellens +1-symmetri) i varje nod att
vardena —1 och +1 ar lika sannolika. Daremot uppstar ett beorende mellan noder tack
vare att konfigurationer ¢ € {—1,+1}" med gott om samforstand mellan grann-noder
far hogre sannolikhet i (3) jamfoért med konfigurationer dir manga grannpar antar olika
spinviarden. I extremfallet dd 8 — oo kommer med sannolikhet 1 alla par av grann-
noder att anta samma vérde, vilket (om grafen dr sammanhingande) innebér att alla
noder kommer att anta samma, varde.

Definitionen (3) kan (for den som inte sett den tidigare) tyckas en aning godtycklig,
men emot detta kan féljande anforas: De mest grundlaggande sannolikhetsmatten pa
{~1,+1}V &r de som gor nodernas spin oberoende, och dessa &r precis produktmétten
7 pa samma rum. Men en produkt dr exponentieringen av en summa, och kan alltsa
skrivas pa formen 7(€) = % exp (X ey fo(€(z)). Om vi nu vill generalisera oberoendet
till parvis interaktion mellan grannar dr det natuligt att tillita termer som beror inte

bara av en nod utan av ett par av grannar, i den exponentierade summan. Det ar



detta vi gor i (3) pa enklast mojliga satt for att ”"belona” likhet mellan grann-noder.
Notera att aven om den direkta interaktionen endast ager rum mellan grannar i grafen,
sa uppstar dnda beroenden mellan noder pa langre avstand fran varandra.

Oftast (se t.ex. [7]) later man G vara ett kvadratiskt eller kubiskt gitter i tva re-
spektive tre dimensioner. D3 intraffar ett mycket intressant troskelfenomen, besliktat
med det som upptriader i perkolationsmodeller. Det visar sig att det finns ett kritiskt
virde [, (som beror pa dimensionen) med foljande egenskap: Om man tar g < ., och
later gitterstorleken ga mot oandligheten, s kommer andelen noder med varde +1 att
g4 mot % — interaktionen ar alltsa tillrackligt svag for att en slags Stora Talens Lag skall
galla. Om déaremot 8 > (. och gittret dr mycket stort, kommer andelen +1-noder likval
inte att hamna niira 3, utan istillet nira 1 — a eller 3 + a (med lika sannolikhet), déir
a € (0, %) ar en konstant som beror pa . Detta kan uttryckas som att modellens in-
neboende +1-symmetri aterspeglas (med sannolikhet nira 1) i den enskilda realiseringen
for B < B, men inte for 8 > B.. Detta fasévergangsfenomen ir fraimsta anledningen
till att Isingmodellen tilldrar sig stort intresse i sannolikhetsteori och statistisk fysik.

En annan intressant egenskap hos Isingmodellen dr att om spinkonfigurationen Y €
{—1,+1}V viljs enligt Isingmattet ug, s blir Y (u) och Y (v) positivt korrelerade for
alla u,v € V. Eftersom bada variablerna (pga +1-symmetrin) har vintevirde 0 blir
detta samma, sak som att pasta att

E[Y (u)Y (v)] 20 (4)

dir E alltsa betecknar vantevarde. Detta ar ett kdnt resultat av Fortuin et al. [6], och
vi skall se ett enkelt bevis i nasta avsnitt, Korollarium 3.3. Det ar rimligt att tanka
sig att noder i allmanhet bor bli starkare korrelerade ju nidrmare varandra i grafen de
ligger. For tvavaningsgrafer har vi lyckats visa foljande.

Sats 2.4 Lat G = (V, E) vara en graf och Gy = (Va, E9) motsvarande tvavaningsgraf.
Fizera 8 >0, och vilj Y € {—1,1}"2 enligt Isingmidttet MEQ- Da galler, for alla u,v € V,
att

E[Y ((4,0))Y ((v,0))] > E[Y ((,0))Y ((v, 1))].

Notera att detta ar helt i linje med vad vi allmant forvantar oss av tvavaningsgrafer.
Vi skall skissa beviset i Avsnitt 4.

3 Sambandet mellan FK- och Isingmodellen

Att ett ndra samaband mellan Ising- och FK-modellerna foreligger insag redan Fortuin
& Kasteleyn [5]. Enklast kan sambandet forstas av foljande explicita koppling, forst
presenterad av Edwards & Sokal [4].

Sats 3.1 Fizera p € (0,1), lit G = (V,E) vara en graf, och vilj X € {0,1}¥ enligt
FK-mattet gng. Vilj sedan Y € {—1,1}V pd foljande vis. Pd varje sammanhdngande
komponent i den delgraf till G som svarar mot kantkonfigurationen X, lat alla noder
anta ett och samma varde. Lat detta varde vara —1 eller +1 med sannolikhet %, och
valj det oberoende for olika komponenter. Da blir'Y fordelad enligt Isingmattet ug, med

B = —3log(1—p).

Vi skall ge beviset av detta i specialfallet p = %, och lamnar generaliseringen till godtyck-
ligt p som en 6vning at den intresserade ldsaren. (Alternativt gar det bra att konsultera
t.ex. [7].)



Bevis av Sats 3.1 i fallet p = 1: Lt ¢ € {0,1}F och n € {—1,+1}V vara godtyckliga
kant- och spinkonfigurationer som ar mdjliga att f4 genom proceduren i Sats 3.1. Med
detta menas att n(u) = n(v) for varje kant e = (u, v) sadan att £(e) = 1. For ett sadant
par (&,n) far vi, med p = %,

P(X=¢(Y=n) = P(X=6PY =n|X =¢) = ¢55(6)27FO

9k(€) ( > 1
_ Ele)(1 — p\1-éle) | o—k(§) — -
= [T -p) 2 =

Zgs \oew Zpa2!!

dér |E| betecknar kardinaliteten hos E. Alla sadana par (£,n) ar alltsa lika sannolika.
Om vi for n € {—1,+1}" later n(n) beteckna antalet kanter e = (u,v) € E sidana att
Y (u) = Y (v), sa finns 2" olika kantkonfigurationer & som #r kompatibla med 7, och
vi far

PY =n)=&oF

Lat 8 = —3log(1 — p) = 3log2. Av Definition 2.3 far vi

1
ug(n) = 76 ©xP (B(n(n) = (|B| = n(n))
8
1 0
= g o ((15?) @n(n) - |B))
8
1
_ L onm-1mI2
z
sa att ~ _
P(Y =17) on(n) Zg Zg

uG(m) 25,2 2n) B2~ 7 lF 2
vilket inte beror pa 7. Fordelningen for T' ar alltsad proportionell mot ug, och eftersom
bada fordelningarna summerar sig till 1 maste de vara identiska. O

En anvindbar konsekvens av Sats 3.1 ar foljande.

Korollarium 3.2 Lit G = (V, E) vara en graf, fizera B8 > 0, och vilj Y € {-1,1}V
enligt Isingmattet ug. Vilj ocksd X € {0,1}F enligt qbgg med p=1—e"2P. Dad gdller
for godtyckliga u,v € V att

E[Y (u)Y (v)] = P(u < v). (5)

Bevis: Vi kan anta att Y erhallits som i Sats 3.1. I sa fall implicerar handelsen

(u RN v) att Y(u)Y (v) = 1. Betingat med komplementhindelsen —(u PELN v) har vi
att Y (u)Y (v) ar —1 eller +1 med sannolikhet 1 vardera. Alltsa fis

2
E[Y (u)Y (v)]
= Pu S 0)EY )Y ()] (u < v)] + P(=(u <5 v)E[Y (0)Y (v) | ~(u < v)]
= 1-Plu50)+0-P(=(u 5 v)) = Plu ).
|

Som en tillampning pa detta erhalles ett enkelt bevis av den kianda korrelationsolikheten

(4):



Korollarium 3.3 Ldit G = (V, E) vara en graf, lat 8 > 0, och vilj Y € {—1,1}V enligt
Isingmattet ug. Da galler for alla u,v € V att

E[Y (u)Y (v)] > 0.

Bevis: Foljer omedelbart av Korollarium 3.2, eftersom hogerledet i (5) ar en sanno-
likhet. O

4 Bevis av den nya olikheten for Isingmodellen

I detta avsnitt skissar vi beviset av Sats 2.4, och avslutar sedan med en enkel foljdsats
for FK-modellen.

Bevis av Sats 2.4 (skiss): Vi vill visa att
E[Y ((u,0))(Y ((v,0)) =Y ((v,1)))] 2 0.
Av uppenbara symmetriskil har vi att

E[Y((4, 1))(Y((v,1)) = Y ((v,0))] = E[Y((, 0))(Y ((v,0)) = ¥ ((v,1)))]

sa att

E[(Y((4,0)) =Y ((u, D))(¥Y ((v,0)) = Y ((v,1)))] = 2E[Y ((u, 0))(Y ((v,0)) = Y ((v, 1)))]

och vi ar darfor klara om vi kan visa att

E[(Y((4,0)) =Y ((u, ))(Y ((v,0)) = Y((v,1)))] = 0. (6)

Givet Y € {—1,+1}"2, definiera W € {-1,0,+1}" genom att lata W (w) = (Y ((w,0))—
Y ((w,1))) for varje w € V. Definiera ocksa Gy = (Vy, Ey) som grafen med nodméngd
W ={weV:W(w)e{-1,+1}} och kantmingd Fy = {e = (w,z) € E: w,z € Vy }.
Notera att Gy alltsd innehdller de noder i G som i Y far olika viarden péa olika vaningar.
Betrakta nu betingade fordelningen for W (Vy ) givet Gy och {Y (w,7) : w & Vy,i €
{0,1}}. Det ir litt att inse att de mest sannolika konfigurationerna pa {—1,+1}"%
under dessa betingelser dr de med enighet lings samtliga kanter i Gy, dvs de dar vi
for varje e = (z,y) € Ey har W(z) = W(y). Detta minimerar ndmligen (givet Gy
och {Y(w,i) : w & Vy,i € {0,1}}) antalet "missn6jda” kanter i G, dva antalet kanter
e = (z,y) € E3 med Y(x) # Y(y). Vidare ser vi att for varje kant i Fy som far olika
vérden hos sina dndnoder i W, sa 6kar antalet ”missndjda” kanter i Go med exakt 2 (en
pa varje vaning!). Harav foljer att den efterfrigade betingade fordelningen for W (Vy )
ges av Isingmattet for Gy vid inversa temperaturen 24. Korollarium 3.3 ger darfor att

EW (@)W (y) | Gy, {Y (w,4) : w & Vy,i € {0,1}}] > 0 (7)

om z,y € Vy. Om & andra sidan nigon av noderna x och y inte tillhor Vy-, si blir
vansterledet i (7) trivialt lika med 0. Alltsa galler (7) for alla z,y € V och alla utfall
av Gy och {Y(w,3) : w & Vy,i € {0,1}}. Saledes kan vi konkludera att det obetingade
vantevardet ocksa ar positivt, dvs att

E[W (z)W (y)] = 0



for alla z,y € V. Med stod av hur vi definierade W erhéalles darfor
E[(Y ((4,0)) =Y ((u,1)))(Y((v,0)) = Y((v,1)))] = 4E[W (2)W (y)] = 0,

och (6) ar bevisad, vilket var vad som kravdes. O

Foljande resultat for FK-modellen far vi som en omedelbar konsekvens av Sats 2.4 i
kombination med Korollarium 3.2.

Korollarium 4.1 Lat G = (V, E) vara en graf, och Go = (Va, E2) vara motsvarande
tvdvdningsgraf. Ldt p € [0,1], och vdlj en stokastisk kantkonfiguration X € {0,1}2
enligt FK-mattet ¢g§. Da galler, for varje u,v € V, att

P((u,0) < (v,0)) > P((u,0) < (v,1)).

5 En avslutande kommentar om generaliseringar

I Avsnitt 1 ndmndes forhoppningen att ett nira studium av stokastiska modeller pa
tvavaningsgrafer sa smaningom skall kunna leda till nya insikter &ven om andra grafer.
For att visa att detta inte ar nagot alldeles litt projekt skall jag nu ge exempel pa en
nagot naiv férhoppning om generalisering, och visa varfor det inte fungerar.

Jag har talat om "narhet” i grafer med avsiktlig luddighet, och havdat att i tva-
vaningsgrafer sa har (u,0) nirmare till (v,0) &n till (v,1). Vad vore mer naturligt dn
att gora nirhetsbegreppet mer precist genom att for en godtycklig sammanhingande
graf G = (V,E) och tva noder u,v € V definiera avstandet d(u,v) som det minsta
antalet kanter i G som man behdver for att ga fran u till v7 Sedan skulle man for varje
resultat och formodan som vi har formulerat for tvavaningsgrafer kunna formulera en
gereralisering for godtyckliga grafer, pa formen "om d(u,v) < d(u,w), sa giller...”.

Detta stoter pd patrull redan for ganska enkla exempel. Betrakta grafen G i Figur
3. Vi har d(u,v) = 1 och d(u,w) = 2. Likvil har en slumpvandring som startar i u i
nagon mening "narmare” till w an till v, ty

2
P(Tru <Tw) = g <

N | =

vilket 1att kan verifieras. Om vi betraktar perkolation pa G framstar situationen som
an mer komplicerad: med kantsannolikhet p = % far vi

1 37
P — < _p
(u > v) 2<64 (u <> w)
medan p = % ger det omvanda forhallandet
1 217
P(u(—)u)—§>%—P(u<—>w).

Att sadana saker kan ske i G forklaras naturligtvis av att det storre avstandet mellan
4 och w kompenseras av det storre antalet olika relativt korta vagar. Finns det nagot
anvandbart sitt att kvantifiera detta?
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Figur 1. En graf G och motsvarande tvavaningsgraf G.

(v.1)

(u,0) (v,0)

Figur 2. Om vi startar en slumpvandring i denna graf i noden X (0) = (u,0), finner vi
att P(T(y0) < 3) = §, medan P(T(,1) < 3) = 2. Eftersom 3 < 2 &r detta alltsa ett
motexempel till (1). Om man skirskddar exemplet finner man att detta hinger ihop med
en viss tidsperiodicitet i slumpvandringen (t.ex. kan noden (v, 0) endast bestkas vid jaimna

tidpunkter). Den sortens fenomen intréaffar inte for slumpvandringar i kontinuerlig tid.

Figur 3. En graf G som fungerar som motexempel till lite av varje.
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