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��Øc�7��§2¯a� ¥(¡n®ÎåZ¢�¥^¡��a��Ô¤¥��0®H®7¡��2�h�2µ�§�£�®§p�-£^¡n�a� ¥|®F��¡��2���2��° �7§2§2£n®�¨W�2�-¥-Ì~�&�2£n®7¢2µ�2®7¢2¡|¡��2�
§��7§p�-£-$ °(�a¯h¯«2���2®7¡����7�+�7©�¥�®7¯h¢c¡���¨�®7��¥^¡n�7�¡#�2®F¡!�2� ¨�� ¥�¥n�F£n�a¯hÔ(¡n�2�¥n�F�����D¡#�-�7¨W���¨�¨�¢�£��-��¨��Ì

÷7Ì2ced��#�gfih�j��L�-klhmf�dTX�³¡��2�¦¥|¥��-¨�¡��h®7�g°��¥�Æ7��¡n¨W��¡��2��«c�-£��hÖD�D¡n�a®��®7�#¡n�2��§p�-��¨��h¯!©L�-�7�ä�-Òi¢��F¡��h®7��¥(�7��«³�a�i¡n£�®7´
«c¢p¨�������®c«c��¯4§2£n®7©2¯h���gÌn0~��¡n�7�a¯h�-«�«c��£n�aÖD�F¡��h®7�)¥^¡�£W�D¡n��µ7Ô�¨-�F�¤©L�Î��®¢2��«)�a�ñöz÷ È?øS£��-¯h�?ÔH�h�2µ
®�o��®7¢2£n�a�-£0¡��-¨W���2�hÒi¢2� ¥�·+öa÷p� ø~¢p¥^�h�2µ�¥^§��2��£n�h¨-�F¯(���7£���®�2�h¨-¥�·��F��« ö _Dø|©��¥^� «à®�½¥^¡n�F¡��¦¥Z¡n�z´
¨-�F¯4§2�HÔc¥^�¦¨�¥��7§2§2£n®�7¨W���-¥-Ìq,¬��¥Z¡W�F£�¡���£n®7�Ü¡n�2��¥^¡��-�«cÔi´A¥^¡n�F¡��·x�0®�2®H���2�-£�µ��¡n�h¨Î¡�£W�F��¥�§L®7£�¡
� Ò¢p�D¡��h®7�³�h�³���2®��®7µ7�-�2��®¢�¥�¥^¯¦�F©ÊÁÃ ± Ä ¼�ö È�º�Ç�ø < ¾ < ¾·#µ7�hÖ7�-��©HÔ

rts�uqv)w ¸yxSº r À#ôXzi{�¸yx�À w ¸yxSº r À Äb|�}m~ zl�D¸yxSº r�s7r�� À w ¸4xSº r À�� r�� º �a� ÁÃ�< C 4 º¸^÷7Ìh÷ À



����� ��F� � �����
	�� �������� ���� � ��� ����� � � � � � � �� � ��� ��� � � �� � ��� � �-�����l� � � ��� �
�7��«��¥�¥�®c¨��¦�D¡n�-«�°(�a¡��³¡n�2��©p®¢2��«2�7£�Ô�¨�®7�p«c�z¡n�a®��¥� w ¸rÇ|º�¹:º�»pº r À Ä È�º �0É½È2ºw ¸rÈ2º�¹:º�»pº r À Ä Þ

4���� ¸Z÷ ���7À � ¸r¹2À � ¸r»HÀbº �"!½È2º¸^÷7Ì �7À
°(�a¡�� x Ä ¸�Å#º^¹:º�»HÀ�¼ ÁÃ º r Ä ¸#�cº%$:º'&7À&¼FC 4 ·«c�-¥n¨�£n�a©��a�2µ~¡��2�&¥�§2£�� �7«c�h�2µ�®F����§p�-��¨��h¯H©p� �F�
®7��§��7£^¡n�h¨�¯a� ¥��2®7£n���F¯h¯aÔ��h��¨��¦«c�-�¡�¢�§p®�à¡n�2��§2¢2£n��¯hÔà¥n¨��D¡�¡��-£��h�2µ�·�¥^®¢2£W¨���´Y��£n���7·¥^¯¦�F© ÁÃ ®F�
¡n�2�h¨WÆH�2� ¥�¥4Ç~Ì)(|�-£�� w �h¥#¡n�2�(«c����¥��a¡ZÔ�®F��§p�F£�¡��¦¨�¯h�-¥4�D¡=¡��2�&§L®7�h�i¡�x���®DÖi�h�2µ��a��¡��2�(«c�h£n�-¨b¡n�a®�
®7� r ºiz { ·|�F��« z � �7£��g¡n®F¡W�F¯~�7��«ª¥�¨-�D¡�¡���£n�h�2µ�¨�£n®¥n¥Z´X¥^� ¨b¡n�a®��¥�·£�� ¥^§L�-¨�¡��hÖ7�-¯aÔÌ W ¥�¥�¢2���a��µ
úNïDë-ûSèDë-ü³î4æ�èDÿcæ ü�¥�¨-�D¡�¡���£n�h�2µ�·�¡��2�³¡�£W�F�p¥^§L®7£�¡0� Òi¢��D¡n�a®� ¸^÷7Ìh÷ À����?Ô7·�¥^ÔH��§c¡n®F¡��¦¨��7¯a¯hÔ7·©p�
�7§2§2£n®?ØH�h���D¡n�-«�©HÔ�¡n�2�+��®7¯h¯h®D°(�a�2µG�2®ÆHÆ7��£�´���¯¦�F��¨WÆ��-Òi¢��F¡��h®7�

r�sKu v)w+*�, Ä z.-0// � ¸Z÷ ��� 4 À1// � ô ÷
÷ ��� 4 / 4/32 4�4 w+*�, º¸^÷7Ì �À

°(�2�-£�� 2 �¦¥&¡n�2���"*-�a��¢c¡����7¯!�F�2µ¯a�+°(�a¡��g£n�-¥�§p� ¨b¡&¡�®�¡n�2��»F´X�DØc�¦¥�7��«

z65 ÷� z {#7 ¸yx�À Ä98 | Þ

ß Þ
¸Z÷ ���7À z � ¸4xSº%�7À��:�cº¸^÷7Ì \iÀ

�¦¥+¡�����¡�£W�F��¥�§L®7£�¡Î¨�£n®¥n¥Z´X¥^� ¨b¡n�a®�)��®£Î�g§2¢2£n��¯hÔ¬¥n¨��F¡^¡n��£n�a�2µ���� «c�a¢��³Ì TX��¡n�2���7¥�ÔH��§c¡�®7¡��¦¨
��ØH§p�F��¥��a®��¥&¯h�-�7«2�a�2µ�¡n®�¡����q�2®ÆiÆ��£�´ ��¯h�7��¨WÆ��-Òi¢��F¡��h®7�³¡��2���F©�¥�®7£n§c¡��h®7�³¡n��£n� z�{ w ®7�³¡��2�
¯h���u¡�´Y���7��«¬¥^�¦«c��®F�+¸Z÷7Ìh÷ À��¥�¥�®c¨��¦�D¡�� «¤°(�a¡����g�#�?ÔH¯h®7£���Øc§��F�p¥^�h®7��®F� w ®�)¡n�2��£��hµ7�i¡�´Y���7��«
¥��h«2��°®¢2¯h«½µ�aÖ�g¡��2�)£��hµ7�i¡^´A���7��« ¥��¦«c�¤®F��¸^÷7Ì �À��F�p«ª���2��µ¯a� ¨b¡�� «½£��-���F�h��«c��£�¡���£n� ®F�
®£n«c�-£<;�¸4z 4 Àb·#¥^�-�gö _?øS��®£�¡n�2��«c��¡W�F�h¯h¥-Ì W ��¢2£�¡�����£��F§�§2£�®?Øc�h���D¡��h®7��·:�¥�¥�¢2���h�2µ�¡n�2�h�¬¥�¯h�7©
©HÔ�¯h��¡�¡��h�2µ

Ç < z6= ÷7º¸^÷7Ì ]7À
�7��«Î§L��£���®7£n���a��µ�¥^®�0�(�7¯aµ��©2£W�F�¦¨����7�2�a§�¢2¯h�F¡��h®7��¥-·¥�����ö _?øp�7��«göz÷ È?øpÔH�h��¯¦«2¥S�+§L��£�¡�¢2£n©��D¡n�a®�
®7��¸Z÷Ì �iÀ�¡�®�¡����+��®7¯h¯a®D°(�h�2µG�2��£n���!�-Òi¢��F¡��h®7��>?@ A r)B�sKu v�w * Ä z�C"DFE w * ºw * ¸rÈ�º^¹:º�»pº%$:º'&7À Ä � ¸r¹2À � ¸r»HÀ � ¸G$2À � ¸H&Àbº �"!½È2ºw * ¸rÇ~º^¹:º�»pº%$:º'&7À Ä È�º �0É½È2º
¸^÷7Ì _À
�2�-£�� r)B Ä ¸Z÷7ºI$:º�&7À�·D°(�2��£n�~¸G$Lº'&7À|¼³¾ < ¾ �7��«JC"DFE Ä / 4LK / $ 4 ô / 4LK / & 4 Ì � �-®7����¡n£��¦¨��7¯a¯hÔ7·
¡n�2���-Òi¢��F¡��h®7�ª¸Z÷Ì _iÀ�¨�®£�£n�-¥�§p®��«2¥�¡�®)§2£�®7åZ�-¨�¡��h�2µ r ¼PC 4 �h��¡��2��� Òi¢��D¡n�a®�½¸^÷7Ì �À�·=�7¯a®�2µr Ä ¸#�cºI$:º�&7À�·®�l¡n�2��¡W�F�2µ���i¡�§2¯h�7�2��¡�®�C 4 �D¡0¡��2�g§L®7�h�¡�¸Z÷º�È�º�ÈÀ�Ì�TX�l¡n�2�h¥�°&�?Ô¬¡��2�
Í#�F§2¯¦�7¨��h�7�0®§p�-£n�F¡�®£-·®7��¡����~¢2�2�a¡(¥^§2����£n�7·7�h��¡n�2��£n�hµ7�i¡^´A���F�p«0¥��¦«c�~®7�L¡n�2�n�2®7ÆHÆ��£�´ ��¯h�7��¨WÆ
� Ò¢p�D¡��h®7��¸Z÷Ì �iÀ��h¥(¡�£W�F��¥^����£n�-«�¡�®�¡n�2��Í��7§2¯h�¨��¦�F�³®7§L��£W�D¡n®7£&®7�³¡����h¥&¡W�F�2µ���i¡(§2¯¦�F�2�·��7¥(®�
¡n�2��£��hµ7�i¡�´Y���7��«�¥��¦«c��®F�#¡��2�2����£n�0���-Òi¢��D¡n�a®�¬¸^÷7Ì _À�Ì

�&�2���-Òi¢��D¡n�a®��¥0¸Z÷7Ì �ÀX´W¸^÷7Ì _À(�7£�����®7£n�Î¢2¯¦�D¡n�-«³��®7£�¡����JM�¢2Ø w ·:°(�2�a¯h�Î¢p¥^¢��7¯a¯hÔ³¡��2�����-�D´
¥�¢2£n�-«¤Òi¢��7�¡n�z¡ZÔ·:�7Ì µ�Ì+�a�)¡��2�0£W�7«c�¦�D¡n�a®��¡��2�-£n�7§HÔ³�7§2§2¯h�h¨-�D¡��h®7�p¥�¸N«c®¥�� À�·x�h¥�£��-¯h�F¡�� «g¡�®�¡��2�
¨�¢2£�£n���i¡���¢2��¨�¡��h®7� N

Ä � w J¸^÷7Ì�aFÀ
á~®D°¿°��¨�®��¥^�¦«c�-£+��¡Z°�®�«c�h������¥��a®���F¯4Ö��£W¥^�h®7�¤®7� N�ÒH¥-Ì�¸Z÷Ìa÷?ÀA´b¸Z÷Ì �iÀ(¯h�-�7«2�a�2µ�¡�®�¡�������®¯z´
¯h®D°(�a��µD��®7ÆHÆ7�-£^´���¯¦�F��¨WÆ�§2£n®7©�¯a�-�³·2¥������7¯h¥�®³ö �DøA± �2®£|È0É Å¤ÉñÇ½�F��«��b� Éñ¹�É � ·c¶��p«w *�, 5PO *�, ¸rÅ�º^¹:ºIQÀ&¥^¢p¨W��¡n���D¡?@ A rtspu v w *�, Ä z w *R,S'S º Q0¼�¸%� 8 K �cº 8 K �Àbºw *�, ¸NÈ2º�¹LºIQÀ Ä Þ

4I� � ¸^÷ �¬¨�®¥�QiÀ � ¸�¹2À�º Q0¼ C ÞÝ ºw *�, ¸NÇ|º�¹LºIQÀ Ä È2º Q0¼ C Þß º¸^÷7Ì TÀ
°(�2�-£�� r Ä ¸G�cº%$2ÀU5 ¸r¨�®i¥�Q2ºn¥^�h� QÀbº C ÞÝ Ä Ï r ¼ C Þ ±V�"!ñÈ2Ñ��F��« C Þß Ä C ÞXW C ÞÝ Ì



� � ���������
	�������,¬��¢�¥^�+¡n�2��¥n¨��F¯h�h�2µ0¥�¢2©�¥^¡��a¡�¢2¡��h®7�
» Ä ¡n�F� Q�º Q0¼�¸%� 8 K �cº 8 K �Àbº¸^÷7Ì �À

�7��«��h�i¡�£n®c«c¢�¨���¡n�2��¥�¨-�F¯h�-«³¨�¢2£n£n���i¡&��¢2��¨b¡n�a®�¬Ù¬�7¥-±
Ù�¸�Å�º�¹:º�»HÀ 5 N ¸�Å#º^¹:ºZ¡W�F� ß Þ »HÀ K ¸^÷�ôl» 4 À�J¸^÷7Ìh÷-ÈÀ

á~®F¡���¡��p�D¡-·��2®D°ä»¬¨�®7£n£n�-¥�§p®��«2¥�¡n®)¡n�2�g�F�2µ¢2¯h�7£�ÖD�7£��¦�F©2¯h� Q�Ì 3�-¯a®D°â°��g¥^���7¯a¯&Æ����§ Q
�?°&�?Ô~��£n®7�Â¡n�2��§p®¯a� ¥�� 8 K �c·D�F�p«Î¨�®£�£n�-¥�§L®7��«c�h�2µ¯aÔ���®7£n�Î¢2¯¦�D¡n����§2£n®7©2¯h��� ��®£#¡n�2�&¨�¢2£n£��-�i¡
��¢2�p¨b¡��h®7�)ÙS·i�h��¡n�2��©p®¢2��«c� «�«c®���7�a� Ã 5 9�;2<=9�>?<=9�@+Ä ö È2ºnÇSø < ö �(¹ B º�¹ B ø < ö �|» B ºn» B øY±?

��@
��
A Ù ; ôl»�Ù >�Ä z���Ù2º ¸�Å�º�ÅL×À�¼ Ã º

Ù @ ¸rÅ�º^¹:º���» B À Ä È�º ��®7£ ¸�Å#º^¹2À&¼ 9�;=< 9�> º
Ù�¸�Å#º���¹ B º�»HÀ Ä È�º ®7� 	 ß 
�

W Ï ¥�¢2§2§�#Ñº
Ù�¸rÈ�º^Å:×�À Ä �4¸�ÅL×�Àbº

¸^÷7Ìh÷7÷ À

°(�2�-£���	 ß 
� ± Ä Ïi¸rÅ�º^Å × À&¼ / Ã ± Á� s�� É½ÈcÑi· Á��Ä ¸Z÷º�»pº�ÈÀ�·7Å × 5 ¸�¹:ºn»iÀ4�¦¥S¡n�2�(¡n£n�7��¥^Ö��£W¥��7¯
ÖD�F£n�¦�F©2¯h�|�F��« � ± Ä � ¸�Å�º�ÅL×ÀS�¦¥�¡n�2�~®¢c¡Z°��7£n«0¢2���z¡��2®7£n���F¯2¡n®�	¤�F¡�¸rÅ�º^Å:×�À�¼�	�Ì ��¢2£^¡n�2��£
°��+���?Ö7�+£n��§2¯¦�7¨��-«�¡��2��§�£�®c«c¢�¨�¡|®F� � ´N��¢���¨b¡n�a®��¥�¸u¡n�2�Î¥�®7¢2£W¨���¡n��£n��À&�F¡(¡��2��©L®7¢���«2�F£nÔ�©HÔ
��¥��0®H®7¡��2�-£|Ç 4W´Y��¢2��¨�¡��h®7���=Ì��&�2��«c�?�L¢�¥��h®7�g®7§L��£W�D¡n®7£&�a��¸^÷7Ìh÷7÷ À�¦¥�±

� Ä / 4 K / » 4 º ���i�&(��D1 �Dº¸^÷7Ìh÷p�7À
� s Ä / K / »2ö �:¸r»HÀ / K / »(¸��F¸r»HÀ s ÀAøAº ���i0����H� (75� �?!1+P#����¸^÷7Ìh÷K�À

°(�2�-£��!�:¸r»HÀ Ä ÷(ôª» 4 �7��«"�D¸r»HÀ Ä ¸^÷(ô½» 4 À �$# 4 Ì ,¬��¥����F¯h¯S¥Z¡n¢�«cÔ�¡n�2� �2�-£����S�-Òi¢��F¡��h®7�!Ì
�&�2����®7ÆHÆ7�-£^´���¯¦�F��¨WÆ�¨-�7¥�����®¯a¯h®D°|¥&·7©��¥^�¦¨��7¯a¯hÔ7·?¡n�2�|¥n�F���&�h«c� ����Ø2¨��-§c¡�¥^®����°(���F¡4�h�HÖ7®¯aÖ�-«
�7¯aµ��©2£W�F�¦¨�¯h�7©p®¢2£��7��«�¡n�2��£n����®£Î�¦¥Î®�0�a¡^¡n�-«xÌt0~��¡n�7�a¯h�-« �2®7ÆHÆ��£�´ ��¯h�7��¨WÆ¤¥Z¡n¢�«c�h�-¥0¨��7�l©p�
��®¢2��«½�h� ö �FøYÌ%,¬�)��®F¡��¤¡����F¡�¡�����¡�£W�F��¥�§L®7£�¡�¨�£n®¥n¥�¥��-¨b¡n�a®� «c��§L���p«2¥�®�ª���2�-£�µÔñ�7��«
¡n�2��£n����®£�®�³¡��2��¥�§��D¡n�h�7¯xÖD�F£n�h�7©2¯a� ¥�±�z 5PzS¸rÅ�º^¹2À Ä ÷ K �"zi{#7F¸�%�¸rÅ�º�¹cÀ�ÀbÌ

�&�2�&�-Òi¢��F¡��h®7�g¸Z÷Ìa÷÷ À��h¥S�~��®7£n°��7£n«c´Y©��¨WÆH°��7£n«�¸r»�¨W�p�F�2µ�-¥�¡��2�(¥��aµ�pÀb·7¨�®7�HÖ7� ¨b¡n�a®��«c®��´
�h���D¡n�a��µ�¸6zà�¦¥�¥����7¯a¯uÀb·=¨�®�iÖ�-¨�¡��h®7��«2���:¢�¥��a®�¬� Òi¢��D¡n�a®�)®F�(«c�-µ7������£W�D¡���¡ZÔH§p�¤¸N¨�®�iÖ�-¨�¡��h®7�
�h��¸�Å�º�¹2À|�F�p«³«2���:¢�¥��a®���a��»HÀbÌ W ¨�®7£n£n�-¥�§p®��«c�h�2µ��2®7�c´X«c�-µ7������£W�D¡����-Òi¢��F¡��h®7��¨��7�g©p����®£^´
��¢2¯h�F¡�� «��¥���®7¯h¯a®D°|¥-±

& ¸XÙ�À&± Ä Ù ; ô � sKu ×�Ù �('�C�×�Ù Ä È�º¸^÷7Ìh÷#\iÀ
°(�2�-£��)'"* $nz K � Ä $nz {#7 K \pº8$+* ¸6$ Þ ôb$ 4?À K �cº C × ± Ä / 4 K / ¹ 4 ô / 4 K / » 4 ·��¦¥�¡��2�
¡n£n�7��¥^Ö��£W¥��7¯!Í��7§2¯h�¨��¦�F��®§p�-£n�F¡�®7£ ·p�7��«g��£n®7�Ê�2®D°¿®7� � 5 ¸r»pº�ÈÀ�Ì TX�¤®¢2£�¥^¡�¢p«c�a� ¥~©L��¯h®D°
�Â�¦¥&µ7�hÖ7�-��©HÔ)¸^÷7Ìh÷p�7À�¨�®7£n£�� ¥^§L®7��«2�a�2µ�¡�®0¡n�2�2�2�-£����!� Ò¢p�D¡��h®7��Ì

�cÌ�,.-0/��1/!�p��f2�x�32��x���54:�-
f�d f62,¬�S��®c¨�¢�¥x®��¡��2��� Òi¢��D¡n�a®��¸^÷7Ìh÷#\HÀ:�F��«��h�¡n£�®c«c¢p¨��4¡�����¨W���F��µ7�4®F�c¨�®H®7£W«c�h���D¡n�-¥S¸rÅ�º87Å:×�À Ä
¸rÅ�º^Å:×���Å � ÀbÌ~�&�2�-�¤°(£n�z¡n�a�2µ 7ÙS¸rÅ�º87ÅL×�À Ä Ù�¸�Å#º^Å:×�Àb·L°��Î¨��7��£�����®7£n�Î¢2¯¦�D¡n�+¡��2���-Òi¢��D¡n�a®�
¸^÷7Ìh÷#\iÀ�7¥-±

7Ù ; �9'�C × 7Ù Ä È2º 1 + ö È2º�Ç�ø < 9 > < 9 @ º 7ÙS¸NÈ2º:7Å × À Ä �4¸�Å × Àbº¸/�cÌh÷ À
¥��a�p¨��<;>=?; ; Ä ;; ; Ù�¸�Å#º:7Å × ô¤Å � À Ä ; ?; ; ô � s u × ÙSÌ�TA�@' Ä È2·¡��2�-�!·H£�� ¨��7¯a¯h�a��µ+¡��2��©p®¢2��«2�7£�Ô
«2�F¡n���h�)¸^÷7Ìh÷7÷ À�·7¡n�2�+¥^®¯a¢c¡n�a®��®F��¸/�cÌh÷ ÀS�¦¥µ7�hÖ7����©HÔ 7Ù�¸�Å�º87Å × À Ä �4¸A7Å × À��F��«�¡����F¡®F��¸^÷7Ìh÷#\HÀ
©HÔ

Ù�¸�Å#º^Å × À Ä �4¸�Å × �¬Å � À7J¸/�cÌ �7À
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�2®7£YH Ä ÷ºM�cºKJ#JKJbº L�·D¯h��¡ QÕ Ð Ä ÏqQ��Ñ
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Dirac initial cond.(h = .1) Differences between finite elements used. (Sol. vs. nodes)

B
ac

kw
ar

d 
E

ul
er

Galerkin elements   
Semi−Streamline 

0 5 10 15 20 25
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

C
ra

nk
−N

ic
ol

so
n

0 5 10 15 20 25
−0.05

0

0.05

D
is

co
nt

in
uo

us
 G

al
er

ki
n

�&�����!��f���� � �F¯h��£nÆi�h�ÎÖc¥-Ì�.c�����z´ .i¡n£�� �F��¯a�h�2����¯h�������i¡W¥=��®7£ 0~�h£W�7¨�a�2�a¡��¦�F¯
¨�®��«c�a¡��h®7���D¡ & Ä Ja÷���®£&¡��2��¥�¯a�¦¨��·���÷ �à¹ � ÷��D¡|» Ä �'J ��Ì

�2f �)f2��f2���lf 2
� 6
	 1 PDUW](K^� jS/ 1/ � F$Q I)Q2N @��'ECcd; D)@*E � 1 R�UWP J^]([\R�LVYJZKNK�� V JXt��L`bV g7� 687&q�U /
� � 	 1 KYUWP��^UWP?JZTi� .0/ � FH=C`�@L;2A N B�R1@Wa2B � GdELB?Q&RbA'@8=?>�Q*a2E�� Q2`i=�>�@���N ;2E Q������nQ&B�ELE Q2R�@��*G�;2=CB?Q2R � . UnMYT /�. `�P?JZd /

V O?](JZV / 1 kDUWd / � ��!0w 687272Y yA�Fk?` � � 6*q2q � 6872T /
� X�	 � FH=�` @);&A5N B�R1@�"WB � G�E)B�Q2R 9<@8=?>�Q*a2E#� Q&`%$ @*` A5B	;2R1a&$ Q(')'&@8`
�*� N ;2R1D+'�,-�8G�;2=CB?Q&R,E � o�o#3 2��� .

w 68727&q yA� X�687 � X(/&Y /
� /(	 �10 c�Q2EL= @8` B�Q2` B�@8` ` Q2`i@*EL=�B?A ;&=C@*E2� Q2`i=?>�@3$ Q�'�'2@*`
���nN ;2R1D+' ;2R1a4$ @8` A B�cd@*R1D8B?NHI @L;2A @5�*G�;&=�B�Q2R,E �

. UnMYT /D. `�P?JZd\K . JXMNT /?1 e?e?d /F3 R^[ /7698 w � Y2Y2Y yA�Fk?` / U � q�X&q � q�T27 /
� U�	 1 KYUWP��^UWP?JZTi� .0/ UWk?P 3 `beDUWKYU�g-[\K^� 1/ ��: R;$"GdN?N ]&"WB?ELD*`�@*= @%, D >�@*A'@8E#�KQ2`:=?>�@<$�@8` A B=� @8R1D*B�N �*>i@L;2A

,-�8G�;2=CB?Q&R �?pVYJZe?VY[\k�M VA@ � 8B8B8 C !2DH�FE 3?3 V Y2X(/ q � � [2Y27 � 5 JZeDUWVrMY](JZk�M�`W_ . UnMNT?JZ]|UnMY[\RZK��Po:TDUWd\](JZVYK
k k?[ s�JZVNKY[ MuQ|`W_ o JZRAT?k?`bd\`b{WQ��$e=`WMNJ^fF`bVN{?� 3 txJZP?JZk /

� T�	 l�G`bVY{bJZVYK^�1o / UWk P Z UWVYKNJZki� 8#/ I / �B0 EL]2AicH=CQ&=�B�D'a&@8` BH� ;&=�B�Q2R<QI�W=?>�@J$ @*` A5B"cd@*R1D8B?N�I @L;2A ;Kc&c1`�Q)K&B�A';��
=CB?Q&R � V O?RZd /D3 RZ[ /?8 k { /L6 �BM�w 687272T yA� X(/&X � X2U&q /

� q)	 l VYJZk?k?JZV^� o /#37/ UWk?P 3 RZ`WMNM^� Z / jS/ �&N >�@ 9<;2=?>�@*A ;2=CB�D);&N N >�@LQ2` ] Q��O$PB?R,B�= @P, N @*A @*R,='9<@8=?>�Q*a2E �
3 e?VN[\k?{bJZV�� V JXtQ�L`bV g7� 68727(/ /

� [�	 8 Q-{bJZK�� Z / � 9 GdN =CB c1N @ E D);&=�= @*` B�RSR ^.B?=�>�@8R1@*`�R&]:N Q&E)E � LT�Q-K /1j JXs / T !�w 687(/&[ yA� 68U2X(/ � /
� 7�	 jDJZVY]([¦� 8�/ �bm�O?`WMYJZP([\k j `bKNKY[ l=/ UWk?P e=VYJZ[\KNJ^k%U / � M.Q2ELA B?D�`�;&] =?>�@LQ2` ] � j JZs /�. `�P / pT�Q-K /�6 M�w 687(/�6 yX�

� /&Y � /
� 68Y�	WV JZMrMNJ�� 5/ � ,nN @LD*=�` Q2R a&Q2E @ DL;2N D8G�N ;&=�B�Q2R GdELB?RSR A5G�N =�B c1N @��pE DL;2=C= @8` B?RSR =?>�@LQ2` ] S 0 S-Xn;&GdELELB?;2R A GdN =CB c1N @)�

E DL;2=C= @8` B?RSR:=?>�@LQ2` ] � . JZP / pT�Q-K /Y69Z w 6872[2[ yA� 6 � X � 68X&q /
� 626
	WV `bT?k?KY`bk�_o / �[0 R1@*^�; c c1`�Q8; D >f= Q ;2N R Q2` B�=?>dA E�� Q&` D)Q&R � @LD*=�B�Q2R c1` Q IKN @*A5EbI);2E @La<Q&Rf@5K ;&D*=�=�` ;2R,E5�

c�Q2` =I\.c1`�Q�J8@)D*=CB?Q2R �$ox`b](e O M /?. JXQ T?`�P?K 1 e?e d /D. JZRAT /D8 k?{bVY{ / � 6S828 w 68727 � yA� /&U � T � /
� 6 � 	 2`b](VAUWk?[\k?{?� e / o / �#N >�@<$ Q�'�'2@*`
���nN ;&R1D
'�Q cd@*`�;2= Q2` ;&E';&R ;&E)]2A	c1= Q2=CB?D N B?A5B?= � . UnMYT /H. `�P /i. JZMNT /

1 e?e d /F3 RZ[ / ��w 68727 � yA� � 6 � X2T /
]A^1_ CFB�@ ` ^Sa @cb2dWe+C�@�f ^ `:C�@�g�E?>(hSi=fFCBj�` ^ BF>lk a g m ^ BF>5g\@9n�bBdJo ^ E9f a b2j(bYpBn|C aBqOr&sb7@ ^ < bFB ptk a gvu

m ^ BF>5g\@9n?h7w�x[y9z2{�|~}S� h r&sbF@ ^ < b7B�p[hYwS� ^SqB^1a
,3�pA ;&B�N�;&a&a2` @8ELE vF� �)�1�+�����(���+���(�(�?�����1���
���(�S�F�����



Þ
�

� ���������
	�������

0 5 10 15 20 25
−5

0

5

10
x 10

−3 Maxwell initial cond.(h = .1) Differences between finite elements used. (Sol. vs. nodes)

B
ac

kw
ar

d 
E

ul
er

Galerkin elements   
Semi−Streamline 

0 5 10 15 20 25
−5

0

5

10
x 10

−3

C
ra

nk
−N

ic
ol

so
n

0 5 10 15 20 25
−2

0

2

4
x 10

−3

D
is

co
nt

in
uo

us
 G

al
er

ki
n

�&�����!��f�� � � �7¯a�-£�ÆH�h�ªÖc¥�Ì�.c�����z´ .i¡n£�� �F��¯a�h�2����¯h�������i¡n¥���®7£ �¤�DØc°���¯h¯
�a���z¡n�h�7¯�¨�®��«c�a¡��h®7���D¡ & Ä Ja÷���®£&¡��2��¥�¯a�¦¨��·���÷��à¹ � ÷��D¡|» Ä �'J ��Ì


