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ó�æ�íkð§ë}ækð·í"é�ê�èzéRæ�ãQí�ç�é�ê�ç�óAå·íkãQó�ã�ìoæ+?�û��·äqíkèzé�ê�ê¼÷eù�ò�ã�íkã�ê�éRækã�ækâ·ãzåOã�íkè�ã<é�õ·ç�ê�çiæG÷
α−1 ækä ρ

ð§ó�ç¼ì·ô�é4ë�äeì]öqã2U:ù�ñHã<ë�íkãQéeó�ç�ì·ô§ù
éqì§ñ�ì§äqì·ì·ãQôeé�æ�ç�öqã�î ð·ì§ë}ækç¼äeì�<½ë}îGû*ü 	�ä��6þqÿHù �möoôoþqÿ��g?

α : [0, 1] → R+ ∪ {+∞}
ùHñHã27Fì·ãQñ4éqó

α(ρ) = ρ−1 − 1.

Agì�æ�â·ãAíkãQó�æaä�î-æ�â·ãAå§éqåFãQíaò6ãAòaç�ê¼ê�ðFó�ã�æ�â§ã�ó�÷]è�õOäqê
χA

î äqí
A ⊂ Ω

ækä!ñ·ã�ì·äqæ�ãAæ�â§ãAë"âFé�í"éqë}ækã�íkç�ó�æ�ç�ë¦î ð·ì§ë}ækç¼äeì4ä�î
A
S

χA(x) = 1
î äqí

x ∈ A
ú
χA(x) = 0

ä�ækâ·ã�íkòaç�ó�ãeû
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áJä¹óGæ"éRækã�æ�â§ã�å·íkäqõ·ê�ã�è ç¼ì(é¹è�äeí�ã�é�ì§éqê¼÷oæ�ç�ë�éqê¼ê�÷�ó�ð·ç¼ækéqõ·ê¼ã�ò�éL÷�é�ì§ñ�ækä¹ç¼ìFë�äqíkåOäqí"éRæ�ãAækâ·ã�ó�åFã<ë�ç�é�ê-ë�éqó�ã

α = +∞
ç�ìoæ�ä

ækâ·ã�7§í"óGæ¨ã��oð§éRækç¼äeì�äqî�æ�â·ã�ó�÷HóGækã�è <Y��?}ù§ò�ã�ç�ìeækí�äHñHðFë�ã�é!ò�ãQé��¹î äqíkè�ð§ê�é�æ�ç�äqì�ä�î�æ�â·ã�ã��oð§éRækç¼äeì§óQû'�*ã�æ¦ð§ó¦ë�äqìFó�ç�ñHã�í¨æ�â·ã
ó�ã�æ"ó,ä�î-éeñHè!ç�ókó�ç¼õ·ê�ã�ï§äRò»öeã�ê�äHë�ç¼æ�ç�ãQó&S

U = {v ∈ H1(Ω) | v = g
äeì

Γ },

Udiv = {v ∈ U | div v = 0,
ò�ãQé3�]ê�÷zç¼ì

Ω }.
�*ã�æ

J S : U → R
ñHãQì·ä�ækãAæ�â·ã�åOä�ækã�ìoæ�ç�é�ê:åOäRò6ãQí,ä�î-æ�â·ã�ö]ç�ó�ë�äqð§ó6ï§äRò�S

J S(u) =
ν

2

∫

Ω

∇u · ∇u −

∫

Ω

f · u.

ÿ



�*ã�æ¨ð§ó�î ð§í�ækâ·ã�í¨ñHãT7§ì·ãAækâ·ã�éqñ·ñHç¼æ�ç�äqìFé�ê:åOäRò6ãQí,ñ·ç�ókó�ç�å§é�æ�ç�äqì
J D : H× U → R ∪ {+∞}

ùHñHð·ãAækä�æ�â·ãAå·íkãQó�ã�ì§ë�ãAä�î*ækâ·ã
åOäqíkäqðFó,è�ã<ñHç�ð·è <½ò6ã�ð§ó�ã�æ�â·ã�ó�ækéqì§ñ·éqíkñ�ë�äqì]öeã�ìoæ�ç�äqì

0 · +∞ = 0
?�S

J D(ρ, u) =
1

2

∫

Ω

α(ρ)u · u.

�-ç�ì§é�ê�ê�÷qù�ê�ã�æ
J (ρ, u) = J S(u)+J D(ρ, u)

ñHãQì·ä�ækãmækâ·ãmækä�æ"é�ê]åFäRò�ã�í-ä�î§æ�â·ã'	�í�ç�ì$�]èzé�ì�ï§äRò�û-á,â·ã�ì*ùRæ�â·ã�íkã��oð·ç�í�ãQè�ãQìoæ
$
α(ρ) = +∞ =⇒ u = 0

%Aç�ó¦é�ðHækäqèzéRækç�ëQé�ê�ê¼÷¹ókéRækç�ó`7§ãQñ�ç¼î
J D(ρ, u) < +∞

û
�Èã�òaç�ê¼êoð§ó�ã�ã�å§çiøgë�äeìoöeã�íkôqãQì§ë�ã-ä�îHäqå·æ�ç�è�ç;�Qé�æ�ç�äqì�å·íkäqõ§ê¼ãQè!ó*éqó�éaèzéqç¼ìAækâ·ã�äeí�ã�æ�ç�ë�é�ê�æ�ä]äqêeç¼ìAækâ·ã6ó�ð·õ§ó�ã��oð·ãQìeæ-é�ì§éqê¼÷Hó�ç�óQù

ækâ]ð§ó�ç¼æ�ç�ó�ì§éRækð·í"é�ê�æ�äÊóGækð§ñH÷(ækâ·ãzî äeê¼ê�äRòaç¼ì§ô�öRéqí�ç�éRækç¼äeì§é�ê�î äeí�è�ð·ê�é�æ�ç�äqì <½ë�îGû¼ù�ãqû ô§û�ùmü ��ö]ôeþeÿ��g?�î äqí>��é�í"ë�÷oøY�oæ�ä��qã<ó¦ïFäRò¨ó
ü ç�û ãeû¼ù]äqõ·æké�ç�ì·ã<ñ!õo÷�ì·ãQôqê�ãQë}ækç¼ì§ôAæ�â·ã�ë�äqì]öeãQë}ækç¼äeì�æ�ã�íkè

u ·∇u
ç�ì�<Y��?o�oS*î äeí

f ∈ L2(Ω)
ùHë�äeè!å§éRækç¼õ·ê�ã

g ∈ H1/2(Γ)
ù]é�ìFñ

ρ ∈ H
ù 7Fì§ñ

u ∈ Udiv
ó�ð§ë"â�æ�âFéRæ

u ∈ argmin
v∈Udiv

J (ρ, v).

)�éRækð·íkéqê¼ê�÷qù]æ"é3�]ç�ì·ô�ë�äqì]öqã<ë}æ�ç�äqì�ç¼ìoæ�äzéeë�ë�äeð·ìoæQùoæ�â§ç�óaëQé�ì�õOãAôqãQì·ã�í"é�ê�ç4�QãQñ!ækä�ækâ·ã�î äqê�ê¼äRòaç�ì·ô>7$UHãQñ�åFäeç¼ìoæ�ø�æG÷]åFã�î äeí�è�ð·ê�é�ø
ækç¼äeì�ä�î><`�.?�<�ó�ãQãO�]ð·õ§ó�ãQë�æ�ç�äqì�(·û 
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f ∈ L2(Ω)
ù=ë�äqè!å§é�æ�ç�õ·ê�ã

g ∈ H1/2(Γ)
ùOé�ì§ñ

ρ ∈ H
7§ì§ñ

u ∈ Udiv
ó�ð§ë"â�æ�âFéRæ

u ∈ argmin
v∈Udiv

{
J (ρ, v) +

∫

Ω

(u · ∇u) · v

}
.
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äqî�æ�â·ã�íkãQó�ð·ê¼æ�ç�ì·ô�ç�ó�äqê�éRækãQñ�ó�ð·õ=ñHäqèzéqç¼ì�òaçiækâ�ç�è!åFãQì·ã�ækíkéqõ·ê�ã�èzé�æ�ã�íkç�é�ê�ù]éqì§ñ�æ�â·ãAî äeê¼ê�äRòaç¼ì§ô�ã2U·éqè�å§ê¼ãAç�ó,è�äeí�ã�åOãQë�ð§ê¼ç�é�í
éqì§ñ�ñ·ã�è!äqì§ó�æ�í"éRækãQóJæ�âFéRæ�ò�ã,ëQé�ìzë�äeìoæ�íkäqêoæ�â·ãaõOã�âFéLöoç�äqí�äqî§æ�â§ã0)¦éLö]ç¼ãQí��$�oæ�ä��qã<ó�ï§äRò~òaçiækâzé�ì�ç¼ì
7Fì·çiækãQó�ç¼èzéqê§é�è!äqð§ìeæ�äqî
èzéRækã�íkç�éqê�û-A�æ,ç�ó�ç�ìeækã�íkãQó�æ�ç�ì·ô�ækä�ì§ä�æ�ã�æ�âFéRæ�æ�â·ãAã2U·éqè�å§ê¼ã�ç�ó�õ§éeó�ã<ñzäqì�æ�â·ãAë�äeì§óGækí�ðFë}æ�ç�äqì�ä�î�5¦ê¼ê�é�ç�í�ã�ü 5¨ê�ê;�eþqé���ù]òaâ·ç�ë"â�ç¼ì
ó�äqè!ã�ó�ã�ì§ó�ã�ç�ó $Gäeå·åOäeó�çiækã %Jækä¨äqð§í*ñHãQó�ç�ôqìAå§é�í"é�è!ã�æ�íkç4�<éRæ�ç�äqì*û�)¦é�è!ãQê¼÷eù<ò�ã�æ�ík÷�æ�ä¨ë�äeìoæ�íkäqêRækâ·ã )¦éLö]ç�ã�í �
�oækä��eãQóOã��oð§é�æ�ç�äqì§ó
õ]÷zéqñ�9GðFóGækç¼ì·ô�æ�â·ãAë�ä]ã 
zë�ç¼ãQìoækó�ç�ì¹ækâ·ã�ì·äqì·ê�ç�ì·ãQéqíl	�í�ç�ì$�]èzé�ìzã��eðFéRæ�ç�äqìFó�ùoòaâ·ç�ê¼ã�æ�â·ãAó�ã��oð·ã�ìFë�ã¨äqî*åFãQí�î äeíké�æ�ã<ñzñHäqèzé�ç�ì§ó
ë�äqì§ó�ç�ñ·ã�íkãQñ�ç�ì � UHéqè!å·ê¼ã4ÿ·û@
�â§éqó�õOã�ã�ì ð§ó�ãQñ æ�äºäqõHæ"é�ç�ì ækâ·ã4ì·äqì·ê�ç�ì·ãQéqí 	�íkç¼ì$�]èzé�ì~ã��oð§é�æ�ç�äqì§ó�óGæ"é�í�æ�ç�ì·ôÊî í�äeè æ�â·ã
)�éLöoç�ã�í �
�]æ�ä��eãQómã��oð§éRækç¼äeì§ó,ç�ì4é�åOã�íkç¼äHñHç�ë�éqê¼ê�÷¹åOã�í�î äqí"éRækãQñ�ñHäqèzé�ç�ì4éqóaé�í�ã<ó�ð§êiæaä�î-æ�â§ã�â§äqè!äqôeã�ì·ç;�Qé�æ�ç�äqì�å§í�äHë�ã<ó�óQû
� �"!$#&%��(' ),+ � .���'���� ���A! 5 ' � ��� # ! 4(1
	�< 485 : 564(1 7=:	� �('�	A? + �Êã!éqókó�ð§è�ã�æ�â§é�æ�ækâ·ã�õFäeð·ì§ñ·éqí�÷

Γ
ç�óOC�M�H.HVJgDÊé�ì§ñ

ç�è!åFãQì·ã�ækíkéqõ·ê¼ã < ç�û ãqû�ù�æ�â§ã�â§äqè!äqôeã�ì·ãQäqð§ó�õFäeð·ì§ñ·éqí�÷ ë�äqì§ñ·çiækç¼äeì§ó
g = 0

â·äeê�ñ�?�ù6éqì§ñ�ækâ§éRæ!æ�â§ã�ö]ç�ó�ë�äeó�çiæG÷
ν
ç�ó!ê�é�íkôqã

ãQì·äqð·ôeâzí�ãQê�é�æ�ç�öqãQê¼÷�æ�ä�æ�â·ã�î äqí"ë�ã
f
æ�ä�ôqðFé�í"é�ìoæ�ãQã,æ�â·ã�ã2UHç�óGækã�ì§ë�ã¦ä�î-é�ð·ì·ç"�oð·ãAó�äeê¼ðHækç¼äeìzæ�ä�æ�â·ã�)¦éLö]ç�ã�í �
�oækä��eãQó�ó�÷HóGækã�è

ç�ì
Ω
û �*ã�æ

Ωε ñHãQì·ä�ækã¦éAåFãQí�î äeíké�æ�ã<ñ�ñHäeèzé�ç�ì�ùqäeõHækéqç¼ì·ã<ñ�î í�äeè Ω
õ]÷�æké��]ç¼ì·ôAäeðHæ6ó�å·â·ã�íkãQó�äqî:íkéeñHç¼ðFó

rd(ε)
òaç¼æ�â¹ë�ãQìoæ�ã�í"ó

εZ
d ùFòaâ·ãQí�ã limε→+0 rd(ε)/ε = 0

úFó�ã�ãq�-ç�ôqð·íkã�ÿ·û ��ã�æ
(ũε, p̃ε)

ñHã�ì·äqæ�ã�é¹ó�äqê�ðHækç¼äeì�ækäzæ�â§ã>)¦éLö]ç�ã�í �
�oækä��qã<ó�å·í�äeõ·ê�ã�è
ç�ì§ó�ç�ñHã

Ωε òaç¼æ�â!â·äeè�äeôqãQì·ã�äeð§ó�õFäeð·ì§ñ·éqí�÷�ë�äqìFñHçiækç¼äeì§ó ũ
ε = 0

äqì
∂Ωε û��Êã¨ãTU]æ�ã�ìFñ ũ

ε äeìoæ�äAæ�â§ãaòaâ·äqê�ã Ω
õ]÷�ó�ã�æ�æ�ç�ì·ô

ç¼æ�ækä ��ã�íkä�ç�ì§ó�ç�ñ·ã�ã<éqë"â~ó�å·â·ãQí�ãeú6ò�ã�î ð·í�ækâ·ã�ízñHãQì·ä�ækã�õ]÷
uε æ�â§ç�ó�ã2U]ækã�ì§ñHã<ñ~ó�äqê�ðHækç¼äeì�û �·äeí�ãQöqãQí�÷�ó�è!éqê¼ê

ε > 0
ç¼æ

â·äeê�ñ§óaæ�âFéRæ
uε ó�äeê¼öeãQó,ækâ·ã�å§í�äeõ·ê¼ãQè <½ÿ�?aî äqí

ρε = χΩε

û�5¦ê¼ê�é�ç�íkã¹ü 5¦ê¼ê �qþeé���â§éqó�ó�â·äRòaì4ækâ§éRæAñHã�åOã�ìFñHç¼ì§ô�äqì4ækâ·ã�ê¼ç�è!çiæ
C = limε→+0 rd(ε)/ε3 î äeí d = 3

ùHäqí
C = limε→+0 −ε2 log(rd(ε))

î äqí
d = 2

ù]ækâ·ã�íkã�é�íkã¦ækâ·íkã�ã�ê�ç¼è!ç¼æ�ç�ì·ôzë�éqó�ãQó&S
C = 0

S
{uε}

ë�äqì]öqãQí�ôeãQó¹ó�æ�íkäqì§ôqê�÷~ç�ì
H1(Ω)

æ�äRò,é�í"ñ·ózækâ·ãºó�äeê¼ðHækç¼äeì æ�ä~æ�â§ã8)�éLöoç�ã�í �
�]æ�ä��eãQózå§í�äeõ·ê¼ãQè ç¼ì
ækâ·ã�ð·ì·åOã�í�î äqí"éRækãQñ ñHäqèzé�ç�ì

Ω
ù6ç�û ãeû¼ù�ækâ·ã(ó�äeê¼ð·æ�ç�äqì~æ�äÈæ�â·ã�å§í�äeõ·ê¼ãQè <�ÿ�?�ë�äeí�íkãQó�åFäeì§ñHç�ì·ôÊæ�ä

ρ = 1<�ó�ãQã�ü 5¨ê�ê �qþ�õ*ù§á,â·ã�äeí�ãQè ÿ·û ,§û ,3�g?}ú
C = +∞

S
{uε}

ë�äqì]öqãQí�ôeãQó,ækäRò�éqíkñ·ó
0
óGækí�äeì·ôqê�÷�ç¼ì

H1(Ω)
<½ç¼ì�î½éeë}æ<ù=æ�â·ãQí�ã�ç�ó�è!äqíkã�ç¼ì·î äqíkè!é�æ�ç�äqì�éqõFäeðHæ

{uε}éLöRé�ç�ê�é�õ·ê�ãqùHó�ã�ã!ü 5¦ê¼ê �qþqõ�ù§á,â·ãQäqíkã�è ÿ§û ,Fû ,��N?�ú
0 < C < +∞

S
{uε}

ë�äqì]öeã�íkôqãQómò6ã<é3�]ê�÷zç¼ì
H1(Ω)

ækäRò�éqíkñ§ó�ækâ·ã�ó�äeê¼ðHækç¼äeì¹ækä�ækâ·ãAì·äqì§ê¼ç�ì·ãQéqí�	6íkç�ì$�]è!éqì�å·íkäqõ§ê¼ãQè ç¼ì
ækâ·ã�ð·ì·åOã�í�î äqí"éRækãQñ4ñHäeè!éqç¼ì

Ω
ùFç�û ãqû�ù·ækâ·ã�ó�äqê�ðHæ�ç�äqì4ä�î-æ�â§ã�å·íkäqõ·ê�ã�è <½ÿ�?¨ë�äqíkíkãQó�åFäeì§ñHç�ì·ô�ækä

ρ = σ
ùFî äqí

é!ë�äeè!å·ðHækéqõ·ê�ãAë�äqì§ó�ækéqìoæ
σ(d, ν, C) > 0

<½ó�ã�ã!ü 5¦ê¼ê �qþeéHù��(éqç¼ì4á,â·ãQäqíkã�è �N?�û
�ÈãAì·ä�ækã�ækâ§éRæ¨ç�ì4é�ê�ê=æ�â·íkã�ã�ë�éeó�ã<ó6æ�â·ã�ó�ã��oð·ãQì§ë�ã�ä�î�ñHãQó�ç¼ôeì§ó

{ρε}
óGækí�äeì·ôqê�÷zë�äeìoöeã�íkôqã<ó�ækä �Qã�íkä�ç�ì

L1(Ω)
ù·òaâ·ç�ê�ã�äqì·ê�÷

ç�ì�æ�â·ã�ëQéqó�ã
C = 0

æ�â§ã�ë�äeí�íkãQó�åFäeì§ñHç�ì·ô!ó�ã��eð§ã�ì§ë�ã�ä�î-ï§äRò¨ó¨ë�äeì]öqã�íkôqã<ó�ækä!æ�â·ã $�ë�äqíkí�ã<ë}æ�%�ï§äRò�ûl5�ó,î äqíaækâ·ã�ä�ækâ·ã�í¨æGò6ä
ëQéqó�ãQóQùqò�ã�ë�éqì¹ã�ç¼æ�â§ã�íaë�äeè�å§ê¼ã�æ�ã�ê�÷zóGækäqå�<

C = +∞
?mäqí*9Gð§óGæaó�ê¼äRò <

0 < C < +∞
?�æ�â·ã�ï§äRò ð§ó�ç�ì·ô�äeì·ê¼÷!ç�ì
7§ì·ç¼æ�ã<ó�ç�èzé�ê

éqè�äeð·ìoækó�ä�î�ó�æ�íkð§ë}ækð·íkéqê,è!é�æ�ãQí�ç�é�êq<½í�ã<ë�é�ê�ê,æ�âFéRæ
rd(ε)/ε → +0

?�û �(äqíkã�äRöqãQíQù�ækâ·ã(ó�ã��oð·ã�ìFë�ã4ä�î�åFãQí�ç�è!ã�æ�ãQíkó!äqî
ρε

ë�äqì]öqãQí�ôeãQó�æ�ä ��ãQí�äFù�éqì§ñºækâ·ã�íkã�î äeí�ã�æ�â·ã�åFãQí�ç�è!ã�æ�ãQí�ë�äqì§ó�æ�í"é�ç�ìoæ�ë�éqì·ì·äqæ�ã�ì·î äqí"ë�ã¹ækâ·ã�ë�äqì]öqãQí�ôeã�ì§ë�ãzä�îaï§äRò¨ó�ç¼ì¸æ�â·ç�ó
ëQéqó�ã <½ë�äeìoæ�í"é�ík÷�æ�ä�ækâ·ã�ó�ç¼æ�ð§é�æ�ç�äqì�ç�ì�ê¼ç�ì·ãQéqí�ã�ê�éqó�æ�ç�ë�ç¼æG÷qù�ë�îGûmü 	6ã��Hþqÿ·ù-å*ûJÿ$�T�N?�û Agìºæ�â·ã�ó�éqè�ã�ó�å·ç�íkçiæ<ùJækâ·ã¹íkã�ôeð·ê�éqí�ç;��ã<ñ
ç�ìoæ�ã�íkè!ãQñHç�éRækã�ñ·ã�ì§ó�çiæG÷�ë�äqìoæ�íkäqêoè!ã�ækâ·äHñ�ë�äqì§ó�ç�ñ·ã�íkãQñ�õ]÷q	�äqíkí�öRéqê¼ê]é�ì§ñ>��ã�æ�ãQíkókó�äqì�ü 	�ä��mþ����·ë�ê�éqókó�ç47§ã<ó�ækâ·ãañHãQó�ç¼ôeì§ó

ρε éqó
íkã�ôeð·ê�éqí*î äeí�é�ê�êHã�ì·äeð·ôqâ�ó�èzé�ê�ê

ε > 0
<�ó�ç�ì§ë�ã�ækâ·ã�÷�éqí�ã�ç�ì§ñHã�ã<ñ�ë�ê¼äoó�ã�ækä�é�íkã�ôqð§ê�éqí-ñHã<ó�ç�ôqì

ρ ≡ 0
ç�ì�ækâ·ãaóGækí�äeì·ô¦ækäqåOäqê�äqôe÷

äqî
Lp(Ω)

ù
1 ≤ p < ∞

?}ú]æ�â]ð§ó6ækâ·ãAê�é�æ�æ�ãQí,è�ã�æ�â·äHñ�é�ê�ó�ä�î½é�ç�ê�ó6ækä�íkãQë�äqôqì§ç4�Qã¨æ�â§ã�åFéRæ�â§äqê�äqôqç�ë�éqêFëQéqó�ãQó6ç¼ê�ê¼ðFóGækíké�æ�ãQñ�ç¼ì�æ�â§ã
å·íkãQó�ã�ìoæ,ã2U·é�è!å·ê�ãqû
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x > �@? � y > � *�23&A*�?��
? $�"
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g�hji kml`l-nporq
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���`��? $BG � � *�2J���5?~� " ����� " ��4 $ *@F $�G �N*Q& $ ��23�5�P� $ �5*Q?�&��B* � � "�" 2J��E = �B�P�  �$BG � � *�?
?�� �C$ ��D�� $ E�*@F $BG �
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�'2 $ * = ���
F����54�������*�F $BG �/*Q& $ ��23�5�P� $ �5*Q?~&���* � � � �
�B� :�� *�23&�4�� $ �'4�E "%$ *�&�&���?�� $BG ��(
*,+�23��� G�$�= �3�5? $ �'��� "z$ ��?�� � *��T�'DQ�'?~*Q& $ ��2J�@4 	
+K� $BG ��� " &A� �;$�$ * " *�23�T�'?
����?��'�
�B��?�� � � " �5�Q?�F\��? �;$ �5*Q?
�@4 " 8

� G ��F\*Q454�*,+K��?����'0#��23&�45�S� " &������'4�E��@� $ �5� � ���@4-�@? � � $�" *�?
45E�&��
�B&A* " �}� "�$ * � �
23*�? "z$ �!� $ � $BG �S&A* "�" � = 4��}?�*�? >� 45* " � � ?�� "B" *@F $BG � � � " ����? > $ * > (�*,+)23��&�&���?���+ G �'?/?��'+�+U��454 " �@&�&A�
������? $BG � � *Q23���5?�8�� $ � "�" �'? $ ���@4�45ET���'&A�
� $�"U� .�D�����6 :.10#��23&�45�N��859'� :#= � $ +��T��? � 4�� � �-� $<G �
�B��F\*�� � *�?LD��
?����'? � ��*�F $�G �-�B�P� � �
�
8
���p�� )¡r¢�£~¤�¥�¤§¦%¨�©A ���ª�«§¬Jª\­P®m¯�ª� �ª�«�ª�°P®�ª�«�±~¡�£�²� �£���³�ª�¢�ª\­!´�µ�¥`¶p� $

Ω = (0, 1)2
:
g ≡ (1, 0)t

: �@? �
f ≡ 0

8�¶p� $
F\�
� $�G �'�

ρk ≡ 1/k
��?

Ω
:
k = 1, 2, . . .

:
ρ ≡ 0

�5?
Ω
:y" * $BG � $

ρk → ρ
:y"z$ ��*�?��Q45E��5?

L∞(Ω)
� "

k → ∞
8~� G �
? :

u ≡ (1, 0)t � " � " *Q45� $ ��*�?�*�F $BG ��&��B* = 4��'2 � 6 	 F\*��7�@4�4
k = 1, 2, . . .

O·� 45�P�@��45E :
(ρk , u) → (ρ, u)

:�"z$ ��*�?��Q45E§�5?
L∞(Ω) ×H1(Ω)

81¸ $U$�G � " ��23� $ �523� : � $ � " ?�* $<� �5¹ � ��4 $�$ *3D��
�B�5F\E $BG � $�$BG �T&���* = 4��'2 � 6 	�G � " ?
* " *�4�� $ �5*Q? " F\*�� $BG �
4���2/� $ ��?�� � � " ����?

ρ
: + G � �!G 23�
�@? "U$BG � $U$�G � � � " ����? > $ * > (
*,+�2J�@&
&��5?
�/� " ?�* $K� 45* " � � �
D��'?��5? $�G � "%$ �B*Q?�� $ *�&A*�4�*��QE/*�F

L∞(Ω) × H1(Ω) º
� G �-&��B* = 4��'2»���'4�� $ � �H$ * $�G �·�@&�&A�
���B�
? � �T*�F�+��@4�4 "K� *�23&�4�� $ �'4�E "z$ *�&
&��5?
� $�G �-(
*,+¼�5? " *�23� � *Q23���5? "�G � "K= �'�
?

" *�4�D�� � F\*���� $ *  � " (�*,+ "J= E � ��23&�4�� � � $ 45E 	 ��? $ ��* � � � ��?�����?�� ��� � $ ��*�?��@4 � *�? "z$ �!�@��? $
J (ρ, u) ≤ C

: F\*Q��� " ��� $ � = 45�
� *�? "z$ ��? $

C
8U½`+K��?�� $ * $BG � � *L�'� � ��D�� $ EJ*@F

J
*Q?

H1
0 (Ω)

:#$BG � "� �
�'& "U$�G ��(
*,+ " �5? " *�23� = *Q��? � � ��" � $ 81¾<*,+U�'D��
� : ��?

¿
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ε

ε

<½é�? <½õ�?
�-ç�ôqð·íkã�ÿ$S�á,â·ã�åOã�í�î äqí"éRækãQñ�ñHäqèzé�ç�ì <½é�?�éqì§ñ4é�åOã�íkç�ä]ñ·ç�ëAë�ãQê¼êl< õ�?�û
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éeó�ó�ð·è!ãQó�öRé�ê�ð·ãQó

1.0
ù
1.0 · 102 ù

1.0 · 104 ù +∞
ûzá,â·ãzë�äqíkí�ã<ó�åOäqì§ñ·ç¼ì·ô�ï§äRò¨ó�<½ëQé�ê�ë�ð·ê�éRækãQñÊç¼ì��§ã�è!ê�éqõ�?Aé�íkã!ó�â·äRòaìÈç�ì8�-ç�ôqð·íkãI(HúJæ�â·ã!ç�ì§ë�äeè�å§í�ã<ó�ó�ç¼õ§ê¼ã

)�éLöoç�ã�í �
�]æ�ä��eãQómå·í�äeõ·ê�ã�è ç�ì�æ�â·ã�ê�éqó�æq< ê�ç¼è!ç¼æ�ç�ì·ô�éqó
α → +∞

?,ñHäeèzé�ç�ì�éeñHè!çiæ"ó,ì·ä¹ó�äeê¼ð·æ�ç�äqì§óQû
áJä�ó�ð·è!è!éqí�ç;��ãeùeãQöqãQìzæ�â·äeð·ôqâ¹æ�â·ãAó�ã��oð·ã�ì§ë�ã¦äqîJñHãQó�ç�ôqì§ó

ρα → χΩ1∪Ω3

ù]ó�æ�íkäqì§ôqê�÷�ç�ì
L∞(Ω)

ùoæ�â§ã�ë�äqíkí�ã<ó�åOäqì§ñ·ç¼ì·ô
ó�ã��oð·ãQì§ë�ãzäqîaï§äRò¨ó�ñHä]ãQó�ì·ä�æ�ë�äqì]öeã�íkôqã�æ�ä�æ�â·ãzïFäRò%ë�äqíkí�ã<ó�åOäqìFñHç¼ì§ô�ækä(ækâ·ã¹ê�ç¼è!ç¼æ�ç�ì·ôÊñHã<ó�ç�ôqì*ù�ó�ç�è�å§ê¼÷ÈõFã<ë�éqð§ó�ã¹æ�â·ã
ê�éRæ�æ�ã�í¨ñ·äoã<ó,ì·ä�æ¨ãTUHç�ó�æQû

1



<�é�? < õ�?

<½ë&? <½ñ�?
�-ç�ôqð·íkã>(
SlAgì§ë�äeè!å·í�ã<ó�ó�ç�õ·ê¼ãAïFäRò»ækâ·í�äeð·ôqâ�ækâ·ã�åOäqíkäqð§ó,ò,é�ê�ê=S"<½é�?

α = 1.0
ù*<½õ�?

α = 1.0 · 102 ù-<�ë&? α = 1.0 · 104 ù-<½ñ�?
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F ∈ C0,1(Rd), supp F b BR,

F ≥ 0
ç¼ì
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∫
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F = 1,
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∗ó�ç¼ôeì�ùHç�û ãeû

(F ∗ ρ)(x) =

∫

Rd

F (x − y)ρ(y)dy.
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H = { ρ ∈ L∞(Rd) ∩ L1(Rd) | 0 ≤ ρ ≤ 1,
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R
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ρ ≤ V },
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(F ∗ χRd\suppF )(x) ≤ C|x|2,
<Q,�?

éeó
|x| → 0

ùFî äqí¦ó�äqè!ã�éqå·å·íkäqå·íkç�é�æ�ã�ë�äeì§ó�æké�ìoæ
C > 0
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α((F ∗ ρ)(·))
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dist−2(·, {F ∗ ρ = 0 })
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J F (ρ, u) = J (F ∗ ρ, u)
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{ρk} ⊂ H � C � �+D JND�EVJ
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ë�äqìoæ�í"é�ç�ìoæ¦èzéL÷�éqê�ó�äzõFã�ð§ó�ã�î ð·êJî äqí¦æ�äqåOäqê�äqôe÷�äeåHæ�ç�è!ç4�<éRæ�ç�äqì�ç�ì4ï§ð·ç�ñ  �VR�EVM K �2C"ù=òaâ·ãQí�ã�æ�â·ã�ë�äqíkíkãQó�åFäeì§ñHç�ì·ô!í�ãQê�é�æ�ç�äqì
div u + δdp/dt = 0

ç�ó��]ì·äRòaì�æ�äzõOã�å·â]÷Hó�ç�ë�éqê�û
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�Ù��HÚJÜ����4Ü�� � �����4à�Ù�


����
 � ����� �,��� �
�9�
�Èã(ó�æké�í�æzõ]÷~ó�â·äRòaç¼ì§ô�ækâ·ã(ë�ê�äeó�ãQñHì§ãQókó!ä�î¦ækâ·ã(ñHã<ó�ç�ôqìHø�æ�äqø�ïFäRò èzé�å·å·ç�ì·ôÈî äqí¹ó�ê�ç¼ôeâeækê¼÷~ë�äqè!å·íkãQókó�ç¼õ·ê�ã �oæ�ä��qãQó�ïFäRò¨ó
òaç¼æ�â�â§äqè!äqôeã�ì·ãQäqð§ó,õOäqð·ìFñ·é�ík÷�ë�äqì§ñHç¼æ�ç�äqìFó�ù§éqì§ñ�æ�â·ãQì(ó�â§äRò»ækâ·ã�ì·ã<ë�ãQókóké�ík÷zè�äHñHç47FëQéRæ�ç�äqìFó,î äqíaækâ·ã�ç�ì·â·äeè�äeôqãQì·ã�äeð§ó
õOäqð§ì§ñ·é�ík÷�ë�äqì§ñHç¼æ�ç�äqìFó�û��·äeí�ækâ·ã¹ë�äeè!å·í�ã<ó�ó�ç�õ·ê¼ã��oæ�ä��qã<ó�ó�÷Hó�æ�ã�è æ�â·ã!öRé�íkç�é�æ�ç�äqì§éqê*î äeí�è�ð·ê�éRæ�ç�äqìÈç�ó�éqó�î äqê�ê¼äRò¨óQû�ý�ç�öqãQì
ρ ∈ H

ù 7Fì§ñ�æ�â·ã�ó�äqê�ðHæ�ç�äqì�æ�ä!ækâ·ãAî äqê�ê�äRòaç¼ì·ô�è!ç¼ì§ç¼è!ç;�QéRækç¼äeì4å·í�äeõ·ê�ã�è�S

min
v∈U

{
J F (ρ, v) + (2δ)−1

∫

Ω

(div v)2
}

.
<=(�?

�Èã�ì·äqæ�ãAæ�âFéRæ¨ç�ì�ækâ·ã�ë�éeó�ãAä�î�â·äeè�äeôqãQì·ã�äeð§ómõOäqð§ì§ñ·é�ík÷�ë�äqì§ñHç¼æ�ç�äqìFó,ò6ãAâ§éLöeã
U = H1

0 (Ω)
û

�Qþ



<½é�? <½õ�?

<�ë&? <�ñ�?
�-ç�ôqð·íkã>%$S��6äqè!å·íkãQókó�ç�õ·ê�ã�ï§äRò æ�â§í�äeð·ôqâ4ækâ·ã�åOäqíkäqðFó¦ò,é�ê�ê=Sq<�é�?

α = 1.0
ù <½õ�?

α = 1.0 · 102 ù <�ë&? α = 1.0 · 104 ù <½ñ�?
α = +∞

û �6äeè�åFé�íkã�òaç¼æ�â �-ç�ôqð·íkã�(·û

��' # ! ��� � + - +��]ç¼ìFë�ã�ækâ·ã6ë�äqì§ñ·çiækç¼äeì
div u = 0

ç�ó*ö]ç¼äeê�é�æ�ãQñ�ù<ò�ã6ó�â·äeð·ê�ñAíkã�å§ê�éeë�ã�ækâ·ã�ækã�íkè ∫
Ω |∇u|2

ç¼ì�ækâ·ã6ñ·ã27§ì·ç¼æ�ç�äqì
äqî

J S òaçiækâ ∫
Ω
|E(u)|2

ù�òaâ·ãQí�ã
E(u) = (∇u + ∇ut)/2

ç�ó�ækâ·ã�ê�ç¼ì§ãQé�íkç;��ãQñºí"éRækã�äqî¦óGækíkéqç¼ìºækã�ì§ó�äqí <½ë}îGû,ü�ý�ð·ì� ��Hù
�]ã<ë}ækç¼äeì ,§û ÿV�g?}û��¨äRò�ã�öeã�í<ù§õOä�æ�â �eðFéqñHí"éRækç�ë�î äqíkè!ó¦ôqç�öqã�í�ç�ó�ã�æ�ä�ã��oð·ç�öLéqê¼ãQìoæ�ì·äeí�èzó¨äeì

H1
0 (Ω)

<�ë}îGû�ü ��é��� 3,Hùb	�íkã& qÿ.�g?
éqì§ñzækâoðFóañHä�ì§ä�æ¨é��=ãQë�æ,äeð·í�æ�â·ãQäqíkã�ækç�ëQé�ê:ñHã�öeã�ê�äqå·è!ãQìeæ"ó�ç¼ì4é�ì]÷zò,éL÷qû�á,â·ã�íkã�î äeí�ãeùoò�ãAë"â·ä]äeó�ã¦ækä �eã�ãQå¹æ�â§ãAñ·ã27§ì·ç¼æ�ç�äqì
äqî

J S î äqíaì·äqæké�æ�ç�äqì§éqê=ó�ç�è�å§ê¼ç�ë�ç¼æG÷qû
Agì î½éeë}æ<ùmäqì§ã�ëQé�ì¸ôeä�äeì·ã�ó�æ�ãQå î ð·í�æ�â§ã�ízé�ì§ñ¸í�ãQå·ê�éqë�ã�æ�â§ã�ækã�íkè ∫

Ω |∇u|2
òaçiækâ ∫

Ω P(|E(u)|)
ù6òaâ·ã�íkã

P
ç�ó!é

åOäeó�çiækç¼öeã�ë�äqì]öqãTU!î ð·ì§ë}ækç¼äeì�öeã�íkçiî ÷]ç�ì·ô!ë�ã�í�ækéqç¼ì�ôqíkäRò,æ�â�éqókó�ð·è!åHækç¼äeì§óQùeækâ]ð§ó,ç¼ìFë�ê�ð§ñHç�ì·ô!ì·äqìHøy)¨ãQò,æ�äeì·ç�éqì¹ï§äRò¨ó6ç�ìeækä�æ�â·ã
ñHç�ókë�ð§ókó�ç�äqì�ü �§ð��HþeþHù �6â§éqåHæ�ãQíkó�ÿAé�ìFñq,3��û �·äqí�ó�äqè!ã�î ð·ì§ë�æ�ç�äqì§éqê�ó-ækâ·ç�ó�òaç�ê�êHì·ä�æ�é��=ãQë�æ�æ�â·ãañHç�ókë�ð§ókó�ç�äqì*ùRòaâ·ç¼ê�ã,î äqí�äqæ�â·ãQíkó
<½ãqû ô§û�ù
��íkéqì§ñ]ækêiø ��÷]í�ç�ì·ô�ï§ð·ç�ñ·ó+?mò�ãAè�ð§ó�æaí�ã<ë�äeì§ó�ç�ñHãQímækâ·ãAöqã�ík÷zõ§éeó�ç�ë¦å§í�äeõ·ê¼ãQè óGæ"éRækã�è!ã�ìoækóAü ó�ð§ë"â�éeó�<=(�?y��û�á,â§ã�íkã�î äqíkãqù
ç�ì!æ�â·ç�ó�åFé�åOã�ímò�ã¦ë�äqì§ó�ç�ñ·ã�í )¦ã�ò,æ�äeì·ç�é�ì!ï§ð·ç�ñ·ómäqì·ê�÷ < æ�â§é�æ6ç�ó�ùqæ�â·ã�ë�éeó�ã

P(x) = x2 ?�é�ìFñzñHç�ókë�ðFó�ó�åOäeókó�ç¼õ·ê�ã¨ãTUoækã�ì§ó�ç�äqì§ó
ç�ì��HãQë}ækç¼äeì  ·û

� � � %�� 	 485 4 � 1 �"+ � +���H���G��VG � �  �G�C�K#��R
ρ ∈ H

JgD$G H:F�JLKNM K4P&E3J=KQH3R�F �:H 
 �4G2M <=(�?qD$EVC�E � R�K � � G CTH�� � J=KQH3R v ∈ H1(Ω)��D�G2R�G��VG���KNJ=C>H 
��TG �2JLK���G � � R �2JLKQHVR�E���K C'F �/H:F�G�� � � � � J � U � KNRIF$E ��J=K � � �4E��>K � U = H1
0 (Ω) �

�'�:H&H�� � �]ãQã�5¨å·åOã�ì§ñ·ç U 5�û
2

á,â·ã4å·íkä]ä�î�äqî¦ækâ·ã�èzé�ç�ì¸ækâ·ã�äeí�ãQè ä�î�æ�â·ç�ózó�ã<ë}ækç¼äeì�ù�á,â§ã�äqíkã�è (·û ,Fùmòaâ·ç�ë"â ãQó�æké�õ§ê¼ç�ó�â§ãQó�æ�â·ã(ë�äqìoæ�ç�ì]ð·ç¼æG÷ ä�î�æ�â·ã
ñHã<ó�ç�ôqì·ø�ækä�ø�ï§äRò�èzé�å·å§ç¼ì·ô�ç¼ì4ækâ·ã�ëQéqó�ã�ä�î �oæ�ä��qã<ó,ï§äRò?òaçiækâ(â·äqè!äeôqã�ì§ã�äqðFó,õFäeð·ì§ñ·éqí�÷�ë�äqìFñHçiækç¼äeì§óQù§â·ã<éLöoç�ê�÷�ñHãQåFãQì§ñ·ó
äeì�ækâ·ãAî äqê�ê¼äRòaç�ì·ô!é�å·å§í�ä�UHç�è!é�æ�ç�äqì�í�ã<ó�ð·ê¼æQû A�æ"óaå·íkäoäqî-ëQé�ì�õFãAî äeð·ì§ñ�ç¼ì�ækâ·ãq5¨å·åOã�ìFñHç U�5�û
� � � %�� 	 485 4 � 1 �"+ ),+���GTJ

u ∈ H1
0 (Ω) � ρ ∈ H � E3R  

J F (ρ, u) ≤ M < +∞ � � G � R�G E �@CTH
Ω0 = {x ∈ Ω |

(F ∗ ρ)(x) = 0 } � ��D�G2R � JgD$G �/G>G
	�K C+J=C>E�CTG�� � GTR �+G {uk} ⊂ H1
0 (Ω)

C � �:D JND�EVJ��

���



<
i
?

supp uk b (Ω \ Ω0) �<
ii
?

limk→+∞ uk = u � C�J �/HVR&� �#��KNR H1
0 (Ω) �<

iii
?

lim supk→+∞ J F (ρ, uk) ≤ M �
� :
' � � ' # � + �,+ � H3R$C�K  �G ��EBC2G�� � G2R �+G H��  �G�C�K#��R$C

{ρk} ⊂ H
EVR  JND�G �+H�� �/G2CLF$H3R  VKNR&� CTG�� � GTR �+G�H
����H � C {uk} ⊂

H1
0 (Ω) � k = 1, 2, . . .

<YK � G � � uk
CTH�� �VG�C�JgD$G F �/H 
 �4GTM <=(�? �2H �

ρk
? ��� C+C � M�G�JgD$E3J ρk → ρ0 � C�J �/HVR&� �#� KNR L1(Ω + BR) �E3R  

uk ⇀ u0 � � G+E�� � �IKNR H1
0 (Ω) � ��D�G2R � u0

K C�JgD$G���H � �+H�� �:G�CLF�HVR  3KNR �BJyH�JgD$G � KNMOKNJLKNR �  �G2C�K#�3R
ρ0 �

� �/H&H�� � á,â·í�äeð·ôqâ§äqðHæ�ækâ·ã¨å·íkä]ä�î:ò6ã�ñHã�ì·äqæ�ãaækâ·ã¦äeåHæ�ç�èzé�êFöLéqê¼ð§ã¨ä�î=æ�â§ã¦äqå·æ�ç�è�ç;�Qé�æ�ç�äqì!å·íkäqõ·ê�ã�è <=(�?�î äeímé�ôqç�öqãQì¹ñHãQó�ç�ôqì
ρ
éqó

val(ρ)
û ��òaç¼ì§ô4æ�ä�ækâ·ã¹ò�ãQé3��ê¼äRò�ã�í�ø�ó�ã�è!ç�ë�äeìeækç¼ì]ð·ç¼æG÷�ä�î

J
<½ë�îGûmü ��ö]ôeþeÿHù ��ã�è!èzé�ÿ·û@
��g?Aé�ìFñÈæ�â·ã¹ò�ãQé��(ê�äRò6ãQí�ø

ó�ã�è!ç�ë�äeìeækç¼ì]ð·ç¼æG÷¹äqî ∫
Ω
(div u)2

<�ë}îGû�ü � �Há����Hù��6äqíkäqê�ê�éqí�÷I
Hû@
��g?6ò6ãAâ§éLöeã¦ækâ§éRæ

val(ρ0) ≤ J F (ρ0, u0) + (2δ)−1

∫

Ω

(div u0)
2 ≤ lim inf

k→∞
val(ρk).

<Q%�?

A�î�ò6ã4ë�éqì¸é�ê�ó�äÈó�â§äRò%æ�â§é�æ
val(ρ0) ≥ lim supk→∞ val(ρk)

ù�æ�â·ãQì ó�ç¼ìFë�ã
val(ρ0) < +∞

<½äRòaç¼ì·ô�æ�ä8��íkäqåOäeó�çiø
ækç¼äeì (Hû@
�?6ò6ãAè�ð§óGæ¨âFéLöqã�ã��oð§é�ê�ç¼æG÷zæ�â·íkäqð§ôqâ·äeðHæaç¼ì�<Q%�?}ùHòaâ·ç�ë"â4è!ãQé�ìFó�æ�â§é�æ

u0
ó�äeê¼öeãQó�<=(�?6î äqí

ρ0
û

� ç¼æ�â§äqðHæ,é�ì]÷�ê�äeókó�ä�î=ôqãQì·ã�í"é�ê�ç¼æG÷qùqò�ã¨éqókó�ð·è!ã,æ�â§é�æ
val(ρ0) = limk→∞ val(ρk)

û �*ã�æ
ũ0

õOãaæ�â·ã¦äqåHækç¼èzé�êOó�äeê¼ð·æ�ç�äqì
äqî <=(�?}ùJéqì§ñÈë�äqìFó�ç�ñHã�í�é4ó�ã��oð·ãQì§ë�ã

{un
0} ⊂ H1

0 (Ω)
ë�äqì§ó�æ�íkð§ë�æ�ãQñÊç�ì8�mí�äeåFäoó�ç¼æ�ç�äqì�(Hû ÿ�î äqí

ρ0
é�ì§ñ

ũ0
ûI�¦ð§ã!æ�ä4æ�â§ã

å§í�äeåFãQí�ækç¼ã<ó,ä�î
{un

0}
ù]î äqíaã�öeã�ík÷

ε > 0
ækâ·ã�íkãAã2UHç�ó�ækó

N(ε) ∈ N
ó�ð§ë"â�ækâ§éRæaî äeí¨é�ê�ê

n > N(ε)
çiæ¨â§äqê�ñ·ó�æ�â§é�æ

val(ρ0) + ε > J F (ρ0, u
n
0 ) + (2δ)−1

∫

Ω

(div un
0 )2.

<L1�?

�(äqíkã�äRöqãQíQù:ó�æ�íkäqì·ô�ë�äqì]öqãQí�ôeã�ì§ë�ã�ä�î
ρk
æ�äeôqã�æ�â·ãQí�òaçiækâ �*ç¼åFó�ë"â·ç¼æ/�zë�äqìoæ�ç�ì]ð·çiæG÷�ä�î

F
ç�è�å§ê¼÷Êð·ì·ç¼î äqíkè
ë�äeìoöeã�íkôqãQì§ë�ã�ä�î

F ∗ ρk
æ�äRò,é�í"ñ·ó

F ∗ ρ0
äeì

clΩ
<½ë�îGûJü 	�í�ã. qÿ]ù=á,â ��äeí��Qè�ã�A���û4��(��g?}û��]ç�ì§ë�ã

un
0 b Ω \ {x ∈ Ω | (F ∗ ρ0)(x) = 0 }

ùFçiæ
â§äqê�ñ·ó�æ�â§é�æ

α(F ∗ ρk)
ð·ì·ç¼î äqíkè!ê¼÷�ë�äqì]öqãQí�ôeãQómæ�äRò,é�í"ñ·ó

α(F ∗ ρ0)
äqì

supp un
0

ù·éqì§ñ�æ�â]ð§ó�æ�â§ã�íkã�ç�ó
K(n, ε) ∈ N

ó�ðFë"â
ækâ§éRæaî äeí¨é�ê�ê

k > K(n, ε)
ò6ãAâ§éLöeã

J F (ρ0, u
n
0 ) + (2δ)−1

∫

Ω

(div un
0 )2 + ε > J F (ρk, un

0 ) + (2δ)−1

∫

Ω

(div un
0 )2 ≥ val(ρk),

<Q �?

òaâ§ã�íkã¦ækâ·ãAê�éeóGæaç�ì·ã��oð§éqê¼ç¼æG÷zç�ó,ñHð§ã�ækä�æ�â·ã�î ãQéeó�ç�õ·ç�ê¼ç¼æG÷zä�î
un

0

ç�ì <=(�?mî äeí6ækâ·ã�ñHãQó�ç�ôqì
ρk
ûl�6äqè�õ·ç�ì·ç¼ì§ô�<o13?�é�ìFñ�<Q �?}ù·éqì§ñ

ê�ã�æ�æ�ç�ì·ô
k
ôqíkäRò æ�ä!ç�ì
7§ì·ç¼æG÷�ç�ì�æ�â·ã�ê�éRæ�æ�ãQíaò6ãAôqã�æ

val(ρ0) + 2ε > lim
k→∞

val(ρk).

�-ç�ì§é�ê�ê�÷qù·ê�ã�æ�æ�ç�ì·ô
ε
ôqä�ækä �Qã�íkä§ùHò�ã"7§ì·ç�ó�â�æ�â§ã�å·í�ä]äqîGû

2

��' # ! ��� �"+��"+�á,â·ãQäqíkã�è (Hû ,�ó�â·äRò¨ó�ækâ·ã�ã�å·ç¼ø�ë�äqì]öqãQí�ôeã�ì§ë�ã,ä�î�ækâ·ã�äeõ
9GãQë�æ�ç�öqãaî ð§ì§ë}ækç¼äeì§é�ê�ó�ä�î:æ�â§ã
ρ
ø�å§éqíkéqè!ã�æ�íkç�ë,äqåHækçiø

è!ç;�Qé�æ�ç�äqì4å·íkäqõ·ê�ã�è <L(�?�éqó�ækâ·ã�å§éqíkéqè�ã�æ�ãQíkó,ó�æ�íkäqì·ôeê¼÷¹ë�äqì]öqãQí�ôeã¦ç�ì
L1(Ω + BR)

<�ë}îGû�ü 	�ä��HþeþHùHå�û$,��2�g?}û

��' # ! ��� �"+
	,+ �Èã�ðFó�ã�ó�æ�íkäqì·ô�ë�äqì]öeã�íkôqã�ìFë�ã¨äeì¹æ�â§ãAó�å§éeë�ã�ä�î-ñ·ãQó�ç¼ôeì§ómç�ì�äqí"ñHã�í6æ�ä!ôqðFé�í"é�ìoæ�ãQã¨æ�â§ã��*ç¼åFó�ë"â·ç¼æ/�Aë�äeìoæ�ç¼ø
ì]ð·ç¼æG÷�<½ë}îGûFü 5¦ð�� �qþHù��¦ãT7§ì·ç¼æ�ç�äqì �eû ,Fû (V�N?-äqîFækâ·ãaî½é�è!ç�ê¼÷�ä�î=ò�éqê¼ê�ó

{x ∈ Ω | (F ∗ρk)(x) = 0 }
ùqå§é�í"é�è!ã�ækí�ç;��ã<ñ�õ]÷

k ∈ N
ù

òaâ§ç�ë"â�ç�ó¨ézó�æ�íkäqì·ôeã�íaå·íkäqåOã�í�æG÷zæ�âFé�ì�ð·å·åOã�í�øgó�ãQè�ç�ë�äeìoæ�ç�ìoð§çiæG÷�<�ë}îGû���í�äeåFäoó�ç¼æ�ç�äqì�,Fû4��?}û �Èã�ì·ãQãQñ �*ç¼å§ókë"â·ç¼æ/��ë�äqìoæ�ç�ì]ð·çiæG÷
ækä�9Gð§ó�æ�ç¼î ÷8<= �?}û

Agì4ækâ·ã�ë�éeó�ã�äqî-ì§äqìHø�â·äqè!äeôqã�ì§ã�äqðFó6õOäqð§ì§ñ·é�ík÷�ë�äqì§ñ·çiækç¼äeì§ó�ù·æ�â·ã�å§í�ä]ä�î�ç�óaãQókó�ãQìoæ�ç�é�ê�ê¼÷�æ�â·ã�óké�è!ã�å·íkäRö]ç�ñHã<ñ�ò6ã�ëQé�ì
�eã�ãQå�ækâ·ã�ò,é�ê�ê�óaéLò,éL÷!î í�äeè æ�â§ã�í�ãQôqç�äqì§ó,äqî*æ�â§ã�õFäeð·ì§ñ·éqí�÷¹òaâ§ã�íkã�ç¼ìV9Gã<ë}ækç¼äeì �Ró�ð§ë}ækç¼äeì�äqîJækâ·ãAï§ð·ç�ñ�ç�ó¨åFãQí�î äeí�è!ãQñ�ú§ó�ãQã
�Hð·õ§ó�ãQë}ækç¼äeì�,§û@
�éqì§ñ(� U·é�è!å·ê�ã�ÿ·û ÿ�î äeíaè�äqæ�ç�öRéRæ�ç�äqìFó�û
� :
' � � ' # � +�� + � H3R$C�K  �G �#E�CTG�� � G2R �:G#H
�� �G2C�K#�3R�C {ρk} ⊂ H

EVR  �JND�G �+H � �/G�CLF�HVR  VKNR �qCTG�� � GTR �+G0H��
�'H�� C {uk} ⊂ U �
k = 1, 2, . . .

<YK � G � � uk
CTH�� �VG�C�JgD$G�F �/H 
��4GTM <=(�? �2H��

ρk
? ��� C+C � M�G�JgD$E3J ρk → ρ0 � C�J �/H3R �	� ��KNR

L1(Ω + BR) � EVR  
uk ⇀ u0 � � G:E ���#�IKNR H1(Ω) � � � ��JND�G��qEVC:C � M�GqJgD$E3J �2H ��CTHVM�G'F�H�C�KNJLK���G��+HVR�C+JyEVR�JQC

ε, τ
KNJ D$H��
 �CqJgD$EVJ

inf{ (F ∗ ρk)(x) | k ∈ N, x ∈ Ω ∩ (supp g + Bε) } ≥ τ.
<Q��?

��D�G2R � u0
K C�JgD$G���H � � �+H�� �:G�CLF�HVR  3KNR �BJyH�JgD$G � KNMOKNJLKNR �  �G2C�K#�3R

ρ0
<YK � G � � u0

CTH�� �VG2CqJND�G'F �/H 
 �4GTM <=(�? �2H��
ρ0
? �

�.




�'�:H&H�� � �*ã�æ w ∈ U
õOã6éaî ð§ì§ë}ækç¼äeì�òaçiækâ

supp w b Ω∩(supp g+Bε)
û�á,â·ãQì�ùRäRòaç¼ì§ôaæ�ä¦æ�â·ã�éqñ·ñHç¼æ�ç�äqìFé�êeë�äqì§ñ·çiækç¼äeì <Q��?}ù

ækâ·ãaäqõ
9Gã<ë}ækç¼öeã,î ð·ì§ë}ækç¼äeì§é�ê§ä�î#<=(�?-ç�ó 7§ì·ç¼æ�ã¨òaâ§ã�ì!ã�öRé�ê�ð§é�æ�ãQñ!é�æ
w
ù�î äeí�ã�öeã�ík÷

ρk
ù
k ∈ N

ù]éqó�ò�ã�ê�ê§éeó�î äqí
ρ0
û�á,â§ã�íkã�î äqíkãqù

î äeímã�öeã�ík÷
ρk
ù
k ∈ N

ù�< íkãQó�å�û�ùeî äeí�ækâ·ã�ê�ç�è�ç¼æ�ç�ì·ô�ñHãQó�ç¼ôeì
ρ0
?�æ�â·ã�äqåHækç¼è!ç;�Qé�æ�ç�äqì¹å·íkäqõ§ê¼ãQè <L(�?�éeñHè!çiæ"ó,é�ð·ì·ç"�oð·ã�äeåHæ�ç�èzé�ê

ó�äqê�ðHæ�ç�äqì*ùHòaâ·ç�ë"â4ë�éqì�õOã�òaíkçiæ�æ�ã�ì�éeó
uk = w + vk

ù
vk ∈ H1

0 (Ω)
<½í�ã<ó�å*û¼ù

ũ0 = w + ṽ0
ù
ṽ0 ∈ H1

0 (Ω)
?}û

á,â·ã(ãQå·ç¼ø�ë�äqì]öqãQí�ôeã�ì§ë�ã�äqî�ækâ·ã(èzé�å·å§ç¼ì·ôoó
H1

0 (Ω) 3 v → J F (ρ, w + v) + (2δ)−1
∫
Ω(div(w + v))2

éqózæ�â·ã
å§éqíkéqè!ã�æ�ãQíkó

ρ
óGækí�äeì·ôqê�÷�ë�äeì]öqã�íkôqã!ç�ì

L1(Ω + BR)
�qã�ãQå·ç�ì·ô <Q��?�æ�íkð·ãeù-ëQé�ìºõFã�ó�â·äRòaìºãTUHéeë}ækê¼÷Èéqó�ç�ìºæ�â·ã�å·í�ä]äqî�äqî

á,â·ãQäqíkã�è (·û ,Fû�á,â§ã�ê�é�æ�æ�ãQíaç¼è!å·ê�ç�ãQó,ækâ·ã�ë�ê�é�ç�è4û
2

��' # ! ��� � +��"+ �Êã6ì·ä�ækã�æ�â§é�æ�æ�â§ãmë�äeì§ñHç¼æ�ç�äqìI<Q��?=ç�ó*é�ð·æ�äqèzé�æ�ç�ë�é�ê�ê�÷¦öqãQí�ç47§ã<ñ¦î äeí��oækä��qã<ó:å·íkäqõ·ê�ã�èzó*òaçiækâ�â·äqè!äqôeã�ì·ãQäqð§ó
õOäqð·ìFñ·é�ík÷¹ë�äeì§ñHç¼æ�ç�äqì§óQùHõFã<ë�éqð§ó�ã�ækâ·ã�ç¼ì$7§è�ð·è ç�ó�æké3�eã�ì�äRöqãQí6ækâ·ã�ã�è!åHæG÷�ó�ã�æ¨ç¼ì�æ�â§ç�ó¨ëQéqó�ã <

supp g = ∅
?}û

���!
 �����&�0� $�� � ����� �
� � �
�9�
Agìºækâ·ã�ëQéqó�ãzä�î,æ�â·ã )¦éLö]ç�ã�í �
�oækä��qã<ó�ã��oð§éRækç¼äeì§ó�ækâ·ç�ì·ôeó�ôqã�æ�è�ð§ë"â�è!äqíkã�ë�äqè!å·ê�ç�ëQéRæ�ã<ñ:ù-õFã<ë�é�ðFó�ã¹ò�ã�ñHä�ì·ä�æ�ó�ã�ã&�Èé
è!ç�ì·ç¼è!ç;��ãQí¨ä�î�ó�äqè!ãAî ð·ì§ë�æ�ç�äqì§éqêJé�ì]÷]è!äqíkãqù·éqì§ñ4ò6ã�ëQé�ì·ì§ä�æ¦é�å§å·ê¼÷�ã�å·ç¼øgë�äqì]öeã�íkôqã�ìFë�ã�í�ã<ó�ð·ê¼ækó¦ñHç¼íkãQë�æ�ê�÷qû')¨ãQöqã�í�æ�â§ã�ê�ãQókó�ù
ò�ã�ë�é�ì�ðHækç¼ê�ç4�QãAæ�â·ãQè ækä!ó�â·äRò»æ�â·ã�ë�ê¼äoó�ã<ñHì·ãQókó�ä�î-æ�â·ã�ñ·ãQó�ç¼ôeìHø�ækä�ø�ï§äRò èzé�å·å§ç¼ì·ôoó,ã�öeã�ì�ç¼ì�æ�â§ãq)¦éLö]ç¼ãQí��$�oæ�ä��qã<ó6ëQéqó�ãqû

�Èãzç¼ìoæ�íkäHñHð§ë�ã�é�ôqãQì·ã�í"é�ê-7$UHã<ñ]ø�åOäqç�ìoæAî íkéqè�ãQò6äeí/�4íkã�ê�éRækãQñ�æ�ä�æ�â·ã!äeåHæ�ç�è!ç4�<éRæ�ç�äqìÈå·íkäqõ·ê�ã�è <=(�?�ù*é�ìFñ(ækâ·ã�ì�ó�â·äRò
<�éRæ!ê¼ã<éqó�æ�î äqí�ækâ·ã�ëQéqó�ã�äqî¦â·äqè!äeôqã�ì§ã�äqðFó�õOäqð·ì§ñ§é�ík÷ºë�äqì§ñ·çiækç¼äeì§ó:?�æ�âFéRæ�æ�â·ã�ó�ê¼ç�ôqâoæ�ê�÷�ë�äeè�å§í�ã<ó�ó�ç¼õ§ê¼ã )¦éLö]ç¼ãQí��$�oæ�ä��qã<ó
ã��eðFéRæ�ç�äqìFó�ëQé�ì�õFã�ë�äqì§ó�ç�ñHã�íkãQñ�ç¼ì�ækâ·ç�óaî íkéqè�ãQò6äeí/�=û

��ã�æ
A(u, v) : U × U → R

õFã�é�ò�ãQé3�]ê�÷¹ë�äeìeækç¼ì]ð·äeð§ó�î ð·ì§ë�æ�ç�äqì§éqê�ù·éqì§ñ�ë�äqìFó�ç�ñHã�í,ækâ·ãAå·íkäqõ·ê�ã�è äqî�7Fì§ñHç�ì·ôzé>7�U]ã<ñ
åOäqç�ìoæ,äqîJækâ·ã�åOäqç�ìeæ�ø�ækä�øgó�ã�æaè!éqå·å·ç�ì·ô

Tρ : U ⇒ U
ñHãT7§ì·ã<ñ�î äeí

ρ ∈ H
éeó

Tρ(u) = argmin
v∈U

{
J F (ρ, v) + (2δ)−1

∫

Ω

(div v)2 + A(u, v)

}
.

<`�Qþ�?

� :;' ���A' # �"+��,+	� HVR�C�K  �G ��E CTG�� � GTR �+G�H
�  �G2C�K#�3R�C
{ρk} ⊂ H

E3R  JND�G �+H�� �/G2CLF$H3R  VKNR&�8CTG�� � GTR �+G H
� � 	 G  �F$H3KNR�J=C
{uk} ⊂ U � k = 1, 2, . . .

<`K � G � � uk ∈ Tρk
(uk)

�2H �
Tρk

 �G � R�G  
 � <`�Qþ�?`? � � C+C � M�G JgD$EVJ ρk → ρ0 � C�J �/H3R �	� � KNR
L1(Ω + BR) � uk ⇀ u0 � � G+E�� � �BKNR H1(Ω) � EVR  T (u0) 6= ∅ � � � ��JgD$G �OE�C+C � M�G>JgD$E3J �2H��OC2H3M�G0F�H�C�KNJLK���G �+H3R$C�JoE3R�J=C
ε, τ

JgD$G �:H3R  3KNJ=KQH3R <Q��?�K C"CTE3J=K C��lG  � ��D�G2R � u0 ∈ Tρ0
(u0) �

�'�:H&H�� � A�æzç�ó�ãQì·äqð§ôqâ ækä�ó�â·äRò æ�â§é�æ�ækâ·ã4äqõ
9Gã<ë}ækç¼öeã�î ð·ìFë}æ�ç�äqìFé�ê�ó�äqî¦ækâ·ã4å§é�í"é�è!ã�ækí�ç�ë¹äeåHæ�ç�è!ç4�<éRækç¼äeì~å·íkäqõ§ê¼ãQè!ó�<`�Qþ�?
ãQå·çiøgë�äeì]öqã�íkôqã�éqó

(ρk, uk)
ë�äqì]öeã�íkôqãzækäRò�éqíkñ·ó

(ρ0, u0)
û1á,â·ç�ó�î äeê¼ê�äRò¨ó�î í�äeè á,â·ã�äeí�ãQè (Hû 1]ù�ækâ·ã�ë�äqìoækç¼ì]ð·ç¼æG÷�ä�î

A
ù

éqì§ñ�ü !aä!� �� Hù � U]ãQíkë�ç�ó�ã>1]û  ·û <½é�?o��û
2

��' # ! ��� � + -��,+#Agì�î½éeë}æ<ùOò�ãQé���ë�äqìoæ�ç�ì]ð·ç¼æG÷�äqî
A(u, v)

ç�ó�é�ì(ð§ì·ì·ãQë�ãQókó�éqí�ç�ê�÷�ó�æ�íkäqì·ô¹íkã��oð·ç�íkã�è!ã�ìoæQû �Êã�ë�éqì(í�ãQåFã<éRæ
ækâ·ãaé�íkôqð·è!ã�ìoæ"ó*äqîFá,â·ã�äeí�ãQè (Hû ,�òaç¼æ�â!ó�æ�í"é�ç�ôqâoæ�î äeí�ò,é�í"ñAè!ä]ñ·ç 7FëQéRækç¼äeì§ó�é�ì§ñ�å·í�äRöeã6á,â·ãQäqíkã�è (·û ��ð·ì§ñHãQí-æ�â·ã�î äqê�ê�äRòaç¼ì·ô
ò�ãQé��qã�í,éqókó�ð·è!åHæ�ç�äqì§ó,äeì

A
S

<
i
?

A(u, u) ≤ lim infk→∞ A(uk, uk)
òaâ·ã�ì§ã�öqãQí

uk ⇀ u
ùHò�ãQé��oê�÷¹ç�ì

U
ú·é�ì§ñ

<
ii
?

A(u, v) ≥ lim supk→∞ A(uk, vk)
òaâ·ãQì·ã�öeã�í

uk ⇀ u
ùHò�ãQé��]ê¼÷¹ç�ì

U
ù§é�ìFñ

vk → v
ùFóGækí�äeì·ôqê�÷zç¼ì

U
û

5¦ó4éqì»ã2U·éqè�å§ê¼ãÈé�å·å·ê�ç�ë�éRækç¼äeì�ä�î�á,â·ã�äeí�ãQè (·û �§ù¨ò�ãÊë�äeì§ó�ç�ñHãQí�é~å§éqí�ækç�ë�ð·ê�éqí�åOã�ì§éqêiæG÷1î äeí�è�ð·ê�éRæ�ç�äqì äqî�æ�â§ãÊç�ìHø
ë�äqè!å·íkãQókó�ç�õ·ê�ãq)¦éLö]ç¼ãQí��$�oæ�ä��qã<ó6ã��oð§éRækç¼äeì§ó¨òaç¼æ�â�â·äeè!äqôqãQì·ã�äeð§óaõOäqð·ìFñ·é�ík÷�ë�äqì§ñHç¼æ�ç�äqìFó¦ó�æ�ð§ñHç�ãQñ(ç¼ì�ü ��é��� �,���û05uè�äeí�ã
ôeã�ì·ãQíkéqê�æ�íkãQé�æ�è!ã�ìoæ�ç�ó-äqîFë�äeð·íkó�ãmåOäeókó�ç¼õ·ê�ãqùRç�ì§ë�ê¼ð§ñ·ç¼ì·ôAç�ì·â·äeè�äeôqãQì·ã�äeð§ó�õOäqð·ìFñ·é�ík÷�ë�äqìFñHçiækç¼äeì§ó�é�ì§ñ�öRé�íkç�éqìeæ"ó*äqîFó�ê¼ç�ôqâoæ�ê�÷
ë�äqè!å·íkãQókó�ç�õ·ê�ãl)¦éLö]ç�ã�í �
�oækä��eãQóJã��oð§éRækç¼äeì§óQúRæ�â·ã,èzé�ç�ì!ñHç#�=ã�íkã�ìFë�ã,ç�ó�ç�ì�æ�â·ãaì]ð·è�õFãQí-äqî§ækãQë"â·ì·ç�ë�éqê·ñHã�æ"é�ç�ê�ó-ækäAõFãaë�äRöeã�íkãQñ:û

áJä�å·ð·æ�ækâ·ã�åOã�ìFé�ê¼æG÷4î äqíkè�ð·ê�éRækç¼äeì�ë�äeì§ó�ç�ñHãQí�ã<ñ�ç¼ì~ü@��é��� 3,��0< äqî6ë�äeð·í"ó�ãeùOòaç¼æ�â§äqðHæ�æ�â·ã!ë�äeìoæ�íkäqêJæ�ã�íkè
α
?¨ç�ìoæ�ä�æ�â·ã

î í"é�è!ã�ò�äqí:�!ä�îq<Y�<þ�?6ò�ã�ñHã27§ì§ã

A(u, v) =

∫

Ω

(u · ∇u) · v + 2−1

∫

Ω

(u · v) div u.
<Y���.?

�ÈãAì·ä�ækã¦ækâ§éRæ,æ�â§ã�ê�éqó�æ,ç¼ìoæ�ãQôqí"é�ê:éqñ§ñ·ó,é�ì�éeñ·ñHç¼æ�ç�äqì§éqê:óGæ"é�õ·ç�ê¼ç¼æG÷zækä�ækâ·ãAåFãQì§é�ê¼æG÷�é�ê�ôqäeí�ç¼æ�â§è ü ��é��� �,��*é�ì§ñ�ç�ñHã�ìoæ�ç�ë�éqê¼ê�÷
ã��eðFé�ê�óq��ãQí�ä�ç�ì�ækâ·ã�ç�ì§ë�äqè!å·íkãQókó�ç�õ·ê�ã¹ë�éqó�ãqúmò6ã�ë�é�ìºækâ]ð§ó�ãTUHåFã<ë}æ�ækâ§éRæ�æ�â·ã�ã��=ãQë�ækó�ä�î¨ç¼ækó�å·í�ã<ó�ãQì§ë�ã�ë�é�ì¸õFã�é�ê�è�äoóGæ
ì·ãQôqê�ãQë�æ�ãQñ�ç¼ì�ækâ·ã�ó�ê�ç¼ôeâoæ�ê�÷�ë�äeè�å§í�ã<ó�ó�ç¼õ§ê¼ãAë�éeó�ãeû ��òaç�ì·ô�æ�ä4ü ��é��� 3,Hù �*ã�è!èzé�
Hû 1.��ù]æ�â·ã�î ð·ì§ë�æ�ç�äqì§éqê

A
ñHã27Fì·ãQñ�ç¼ì�<`���.?

ç�ó!ò6ã<é3�]ê�÷ ë�äqìoækç¼ì]ð·äeð§ó�äqì
H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω)

ù,é�ì§ñ~ç¼ì1äeíkñHãQí�æ�ä�é�å·å§ê¼÷ á,â·ãQäqíkã�è (·û �Êç¼æ¹í�ãQè!éqç¼ìFó�ækäºãQó�æké�õ§ê¼ç�ó�â1é�ì
éqì§é�ê�äqôeð·ã¦äqî-��íkäqåOäeó�ç¼æ�ç�äqì (Hû@
Hû
� � � %�� 	 485 4 � 1 �"+(- - +
	BKNJgD

U = H1
0 (Ω)

EVR  
A

 �G � R�G  
 � <Y���.? � JND�G � 	 G  �;F�HVKNR�J*F �:H 
 �4G2M <Y�<þ�? E	 VM KNJ=CqCTH�� � JLKQHVR�C
�2H �>G��VG�� �

ρ ∈ H �

�Qÿ



� �/H&H�� � á,â·ã(î ð·ìFë}æ�ç�äqìFé�ê A(u, ·)
ç�ó�ê¼ç�ì·ã<é�í4é�ì§ñNë�äqìoækç¼ì]ð·äeð§ó�äeì

H1
0 (Ω)

û 5¨å·å·ê�÷]ç¼ì§ô ��ãQè!è!é65�û ÿ¸æ�ä ækâ·ã�$gî äeíkë�ã %
〈f , ·〉 + A(u, ·) ∈ H−1(Ω)

ù�ò6ãºë�äeì§ë�ê�ð§ñHãÊæ�âFéRæ�î äqí4ã�öeã�ík÷
ρ ∈ H

æ�â·ãÈäqåOã�í"éRækäqí
Tρ(u)

ç�ó4ó�ç¼ì·ôeê¼ã�ø�öRéqê¼ð·ã<ñ�é�ìFñ
ë�äqè!å·ê�ã�ækã�ê�÷�ë�äeìoæ�ç�ìoð§äqð§óQû

)¦äRò�ù¨éqókó�ð§è�ã(æ�â§é�æ
w = σTρ(w)

î äqí�ó�äeè�ã
w ∈ H1

0 (Ω)
é�ì§ñ

0 < σ ≤ 1
û á,â·ãQì�ù¨ð§ó�ç¼ì§ô�æ�â·ã�î½éqë�æ�æ�âFéRæ

A(aw, bw) = a2bA(w, w) = 0
î äeí�é�ê�ê

a, b ∈ R
ù,òaâ·ã�íkã�æ�â·ã�ê�éqó�æzã��oð§é�ê�ç¼æG÷ ç�ó¹õo÷»ü@��é��� 3,Hù ��ãQè�èzé�
Hû ,3��ù6éqì§ñ

ãQöRé�ê�ð§éRækç¼ì·ô�æ�â§ã�äeõ
9GãQë�æ�ç�öqãmî ð·ì§ë}ækç¼äeì�äqî'<`�Qþ�?*é�æ
σ−1w

<�æ�â§ã�äeåHæ�ç�èzé�êHó�äqê�ðHæ�ç�äqì�?Jé�ìFñ
0 ∈ H1

0 (Ω)
ò�ã�ôqã�æ-æ�â§ã�ç�ì·ã��eðFé�ê�çiæG÷

ν

2σ2

∫

Ω

|∇w|2 +
1

2σ2δ

∫

Ω

(div w)2 +
1

2σ2

∫

Ω

α(F ∗ ρ)|w|2 −
1

σ

∫

Ω

f · w ≤ 0,

òaâ§ç�ë"â�ç�è!å·ê¼ç�ãQóaæ�â§é�æ
‖w‖H1

0
(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω)

â·äeê�ñ§ó�ùHî äeí¦ó�äqè!ã�ë�äqìFóGæ"é�ìoæ
C
ç¼ì§ñ·ã�åOã�ì§ñHãQìoæ¦ä�î

σ
û 5¦ì(é�å·å§ê¼ç�ë�é�æ�ç�äqì�ä�î

ækâ·ã���ãQíkéL÷oøY�Hë"â§éqð§ñHã�í,á,â·ãQäqíkã�è <�ë}îGû�ü�ý�í:��þqÿ·ù��0%·ù·á,â·ãQäqíkã�è (·û ,��N?�ë�äeì§ë�ê�ð§ñHã<ó�æ�â·ã�å§í�ä]ä�îGû
2

��' # ! ��� �"+(- � + � â·ç¼ê�ãaækâ·ãaèzé�å·å·ç�ì·ô
(ρ, u) → Tρ(u)

ç�ó�ç�ìzèzé�ì]÷�ë�éeó�ã<ó�ó�ç¼ì·ôeê¼ã�ø�öRéqê¼ð·ã<ñ�î äeí�ã�öeã�ík÷�å§éqç¼í
(ρ, u)

ùqæ�â·ãQí�ã
è!ç�ôqâoæ¨õOã�è!äqíkã�ækâ§é�ì4äeì·ã�ó�äeê¼ð·æ�ç�äqì�æ�ä!æ�â§ã�7$UHãQñ�åOäqç�ìeæ¨å§í�äeõ·ê¼ãQè <Y�<þ�?�òaç¼æ�â4ækâ·ç�ó¨äqåOã�í"éRæ�äeíQû Agì�äqæ�â·ãQíaò6äeíkñ·óQùHò�ãAñ·ä
ì§ä�æ¦éqókó�ð·è!ã�ækâ§éRæaækâ·ã�ë�äeè!å·í�ã<ó�ó�ç�õ·ê¼ã�)¦éLö]ç�ã�í�øy�]æ�ä��eãQó�ó�÷Hó�æ�ãQè éqñHè!ç¼ækó¨é�ð·ì§ç
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�-R  �G ��JgD$G E�C+C � M0F�J=KQH3R$CqHVR�JgD$G ��� JoG �
F

M�E! �GOKNR JgD K C'F�E:F�G���JgD$G �+HVR  3KNJ=KQH3R <g,�?qK C�C2E3J=K C�� G  �
�'�:H&H�� � �*ã�æ |x| = h

éqì§ñ(ñHãT7§ì·ã
Sh = {y ∈ supp F | dist(y, ∂ supp F ) ≤ h }

û
|Sh| ≤ hHd−1(∂ supp F )

ù=òaâ·ãQí�ã
Hd−1(∂ supp F )

ç�ó�æ�â·ã'�¦éqð§ó�ñ·äqí���è!ãQéqó�ð·íkã�ä�î
∂ supp F

< ç�û ãeû¼ùLåOã�íkç¼è!ã�æ�ã�íJä�î
∂ supp F

?�û-��äeí�ãQäRöqãQíQù
sup

y∈Sh
F (y) ≤

Lh
ùHòaâ·ãQí�ã

L
ç�ó�ækâ·ã���ç�å§ókë"â·ç¼æ/��ë�äeì§ó�æké�ìoæ�î äqí

F
û�á,â]ð§óQù

(F ∗ χRd\suppF )(x) ≤

∫

Sh

F ≤ h2LHd−1(∂ supp F ). 2

�'�:H&H����yH�� �'�/H+F$HVC�KNJ=KQH3R 	 ����� � á,â§ã�î ð§ì§ë}ækç¼äeì U 3 v → J F (ρ, v) + (2δ)−1
∫
Ω
(div v)2

ç�ó,ó�æ�íkäqì·ôeê¼÷zë�äqì]öqãTU!éqì§ñ¹ê�û óQû ë�û
<½ç¼ì¹åFé�í�æ�ç�ë�ð·ê�é�í<ùeäRòaç�ì·ô�ækä>��äqç�ì§ëQé�í
�¨ç¼ì§ã��oð§é�ê�ç¼æG÷�ü 	�í�ã. qÿHù$�6äqíkäqê�ê�é�ç�í�ã�A���û4�.�V�g?}û �¦îJë�äeð·í"ó�ãeùqç¼î*çiæ,ç�ó6éqê�ó�ä�å·íkäqåOã�í�ò�û í<û æQû

Uò�ã¨ôqã�æ6õOä�ækâ¹ã2UHç�óGækã�ì§ë�ã�é�ìFñzð·ì·ç"�oð·ã�ì·ã<ó�ómä�î*ó�äqê�ðHæ�ç�äqìFó�û-Agì�å§éqí�ækç�ë�ð·ê�é�í<ù�æ�â§ã¦ê�éqó�æ6å·íkäqåOã�í�æG÷�â·äeê�ñ§ómç�ìzæ�â§ã�ëQéqó�ã
0 ∈ U

û
2

�&�



�Èã�òaç�ê�ê*èzé3�eã�ð§ó�ã�ä�î�ækâ·ã�î äqê�ê�äRòaç¼ì·ô�óGæ"éRæ�ãQè!ã�ìoæQùOòaâ·ç�ë"â(ë�é�ì�õOã�î äeð·ì§ñ�ç�ì4æ�â§ã�å·íkä]ä�î�ä�îaü �AðHîQ qþHù=á,â·ãQäqíkã�è �·û 1.��û
�Èã�íkã�èzé�í:�!æ�â§é�æ

Ω
ì§ã�ãQñ§ó,ì·ä�æaækä�õOã�íkã�ôqð§ê�éqí6î äeí,æ�â·ç�ó,ækä�â§äqê�ñ8<�ë}îGû�ü áJí�çg1V Hù��HãQë}ækç¼äeì�ÿ·û@
Hû ÿV�g?}û

� ' # # !

 + � +���G2J
Ω ⊂ R

d 
+GBE 
:H � R  �G   �H3M�E3KNR � ��D$GTR � �2H � G��VG � � h > 0
JND�G��:GIK C E � � J �`H�� � � R �TJ=KQH3R Fh ∈

C∞
0 (Ω)

C � �+D�JgD$EVJ��
<
i
?

0 ≤ Fh ≤ 1 �<
ii
?
∀x ∈ Ω : |∇Fh(x)| ≤ C1h

−1 �2H �OE�C � KNJyE 
 �4G �:H3R$C�JyEVR�J
C1 > 0 � E3R  <

iii
?

Fh ≡ 1
H3R

Ω \Ωh � ��D$G �/G Ωh = {x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) ≤ h } �
	�G �+E3R8E�� � E���C></E3R  IKNR �2E��TJ�� K � � ?�E�C+C � M�GqJND�EVJ Fh ∈ C∞

0 (Rd) � G
	�JyGTR  VKNR&� Fh

 � P.G �/H H3R

R
d \ Ω �

á,â§ã¨å·íkäoäqîOäqîFækâ·ã0��íkäqåOäeó�ç¼æ�ç�äqìI(Hû ÿAãQókó�ãQìoæ�ç�é�ê�ê¼÷�è!ç�è!ç�ëQó�æ�â§ã¨å·íkäoäqîOäqî�ü �AðHîQ eþHùeá,â§ã�äqíkã�è �·û 1.��úqâ·äRò�ã�öeã�í<ùRò6ã�éqñ·éqåHæ
ç¼æ�æ�ä�äqð·í�ì·ä�æ"éRækç¼äeì�û-á,â§ã�è!äeó�æ,ç¼è!åOäqí�æké�ìoæ,ñHç#�=ã�íkã�ìFë�ã¦ç�ó6æ�â·ã�î½éqë�æmækâ§éRæ�æ�â·ãAó�åFã<ë�ç47Fë¦ôeí�äRò,ækâ¹ë�äeì§ñHç¼æ�ç�äqì�â§äqê�ñ·ómì§ä�æ6äeì
ækâ·ã¨òaâ·äeê¼ãaõOäqð§ì§ñ·é�ík÷�äqîOäeð·í�ñHäqèzéqç¼ì!õ·ðHæ6íké�æ�â·ãQí�äqì·ê�÷�äqì!å§éqí�æ�äqîOç¼æQùqæ�â·ãQí�ã�î äqíkãaò6ãaëQé�ì·ì·äqæmé�å·å§ê¼÷�æ�â·ã¨ë�çiækãQñ�æ�â§ã�äqíkã�è
ñ·ç¼íkãQë�æ�ê�÷qû
� �/H&H�� �YH
� � �/H:F�H�C�KNJLKQHVR 	 ��� � � �Êã�éqå·å·ê�÷ ��ãQè�èzé85�û@
�æ�äºéÈó�ã�æ

(Ω + BR) \ Ω0
ækäÊäeõHækéqç¼ì1é(î½éqè!ç¼ê�÷ ä�î $�ë�ðHæ�ø�ä ��%

î ð§ì§ë}ækç¼äeì§ó
{Fh} ⊂ C∞

0 ((Ω + BR) \ Ω0)
ù
h > 0

ù·é�ìFñ�ó�ã�æ
uh = Fhu

äqì
Ω
û

��ã27Fì·ç¼ì§ô
uh
ç¼ì¹ó�ð§ë"âzéAò�éL÷�ç¼è!å·ê�ç¼ã<ó�ækâ§éRæ

{uh} ⊂ H1
0 (Ω)

é�ìFñ�ë�ê¼ã<é�íkê¼÷�ôqç�öqãQó�ð§ó
(i)
éqì§ñ�æ�â·ã¦ð·ì·ç¼î äqíkèuãQó�æ�ç�èzéRækç¼äeì

∫
Ω

α(F ∗ ρ)|uh|2 ≤
∫
Ω

α(F ∗ ρ)|u|2
û�á,â]ð§ó,çiæ¦ó�ð 
¹ë�ã<ó�æ�ä!öqãQí�ç¼î ÷

(ii)
æ�ä!äeõHækéqç¼ì

(iii)
éeó,ò6ãQê¼ê�û

��ã27Fì·ã
Ωh = {x ∈ Ω \ Ω0 | dist(x, Ω0) ≤ h }

û"�]ç¼ìFë�ã
u − uh = (1 − Fh)u

ù
∇u − ∇uh = (1 − Fh)∇u −

∇(1 − Fh) · u
ù§éqì§ñ

supp(1 − Fh) ⊂ Ωh
ù·çiæ¨ç�óaì·ã<ë�ã<ó�óké�ík÷�æ�äzãQó�æ�ç�èzéRækã�ækâ·ã�ñHç��OãQí�ãQì§ë�ã<ó,äqì·ê�÷¹äeì

Ωh
û

lim
h→+0

‖u− uh‖
2
L2(Ω) ≤ lim

h→+0

∫

Ωh

(1 − Fh)2|u|2 = 0,

õOãQëQé�ð§ó�ã
0 ≤ Fh ≤ 1

ù
u ∈ H1(Ω)

ù§éqì§ñ
|Ωh| → 0

éqó
h → +0

û
�Hç¼è!ç�ê�éqí�ê�÷qù

lim
h→+0

‖∇u − ∇uh‖
2
L2(Ω) ≤ lim

h→+0

∫

Ωh

(1 − Fh)2|∇u|2 + lim
h→+0

∫

Ωh

|∇Fh|
2|u|2,

éqì§ñ4ækâ·ã�7§í"óGæ�ê¼ç�è!çiæ�ç�ó#��ãQí�äFùFéqó¨õFã�î äqíkãqù=ó�ç�ì§ë�ã
0 ≤ Fh ≤ 1

ù
u ∈ H1(Ω)

ù:é�ì§ñ
|Ωh| → 0

éeó
h → +0

û �Êã�ãQó�æ�ç�è!é�æ�ã
ækâ·ã�ê�éqó�æ¨ç¼ìoæ�ãQôqí"é�ê:éqó

∫

Ωh

|∇Fh|
2|u|2 ≤ C2

1

∫

Ωh

h−2|u|2 ≤ C2
1C−1

∫

Ωh

α(F ∗ ρ)|u|2,
<Y�T, ?

òaâ§ã�íkã�ækâ·ã�ë�äeì§óGæ"é�ìoæ
C1

ç�ó!ôqç�öqãQì¸õ]÷ ��ãQè!è!é 5�û 
·ù6é�ìFñ ækâ·ã4ê�éeóGæzç�ì·ã��oð§éqê¼ç¼æG÷�â·äqê�ñ·ó!äRòaç�ì·ôÊæ�äÊæ�â·ã�7§ê¼æ�ãQízôqíkäRò,æ�â
ë�äqì§ñ·çiækç¼äeì <Q,�?�û'��òaç�ì·ô�æ�ä!æ�â§ã�õFäeð·ì§ñ

J F (ρ, u) < +∞
ùHækâ·ã�ê�éqó�æ¨ç¼ìoæ�ãQôqí"é�ê:ë�äeì]öqã�íkôqã<ó6æ�ä���ãQí�äzéeó

h
ñHä]ãQóQù§é�ìFñ�ækâ]ð§ó

ækâ·ã�å·íkä]ä�îJç�ó¨ë�äqè!å·ê�ã�æ�ãeû
2

á,â§ã¦î äeê¼ê�äRòaç¼ì§ô�î½éqë�æ�ç�ó�öqã�ík÷�ò6ãQê¼ê��]ì·äRòaìzî äeí6ãQê¼ê�ç¼å·æ�ç�ë¨î äeí�èzóQúoò�ã¦äeì·ê�÷!ó�â·äRò1ækâ§éRæ,åFäoó�ó�ç�õ·ê¼ã�ç¼ì$7§ì·ç¼æ�ãAöRé�ê�ð·ãQó6çiî
α
ñ·ä

ì§ä�æ¦ë"â§éqì·ôqã�çiæ<û
� ' # # !

 + ),+���H��>G ��G � �

ρ ∈ H �

H−1(Ω) 3 f ⇒ argmin
v∈H1

0
(Ω)

{
ν

2

∫

Ω

∇v · ∇v +
1

2δ

∫

Ω

(div v)2 +
1

2

∫

Ω

α(F ∗ ρ)v · v − 〈f , v〉

}
,

��D�G��:G
〈·, ·〉

 �G2R�HVJyG�CqJgD$G��+EVR�HVR�K �+E �$F�EVK ��KNR&� 
:GTJ � G:GTR8JND�G
H−1(Ω)

E3R  
H1

0 (Ω)
K CqC�KNR �	�4G ���VE�� � G  � � KNR�G+E�� � EVR  �+HVM �

F �4GTJoG � � �+HVR�J=KNR � H � C �
� �/H&H�� � 	6äqæ�â�ãTUHç�ó�æ�ãQì§ë�ãÈé�ì§ñ»ð·ì·ç"�eð§ã�ì·ã<ó�ó�î äqê�ê¼äRò î íkäqè �mí�äeåFäoó�ç¼æ�ç�äqì (·û 
·û A�æ4ç�ó�éqì�ãQéeó�÷1ãTU]ãQíkë�ç�ó�ã�ækä~öeã�íkçiî ÷ æ�â§ã
ê�ç�ì·ãQéqí�ç¼æG÷¹ä�î

f → u(f)
ûl�·ð§í�ækâ·ã�íkè!äqíkãqù·ë�äeè!å§é�íkç¼ì§ô�äeõ
9GãQë�æ�ç�öqã�î ð·ì§ë�æ�ç�äqì§éqê�ó¨é�æ

u(f )
é�ì§ñ4éRæ

0
ù§éqì§ñ�ð§ó�ç�ì·ô���äqç�ì§ë�éqí �

ç�ì·ã��eðFé�ê�çiæG÷zü 	�í�ã. qÿ]ù��6äqíkäqê�ê�é�ç�í�ã A���û4�.�V�]ò6ã6ôqã�æ-æ�â§ã6ç�ì·ã��oð§éqê¼ç¼æG÷
‖u(f )‖2

H1

0
(Ω)

≤ C〈f , u(f )〉
ùLî äqí�ó�äeè�ã

C
ç�ì§ñHã�åOã�ìFñHã�ìoæ

äqî
f
û �¦î:ë�äqð·í"ó�ãqù�ç¼æ6ç�è!å·ê¼ç�ãQómë�äqè!å·ê�ã�ækã¦ë�äeìoæ�ç�ìoð§çiæG÷�éRæ �Qã�íkä§ù�òaâ·ç�ë"âzäRòaç�ì·ôAæ�äAækâ·ã¦ê�ç¼ì§ãQé�íkç¼æG÷�ç�ómã��oð·ç�öRé�ê�ã�ìoæ�æ�ä�ë�äqè!å·ê�ã�ækã

ë�äqìoæ�ç�ì]ð·ç¼æG÷�éRæ¨ãQöqã�ík÷zåOäqç�ìeæ<û
2


�þ


