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ç ì ó ò  è ù ì ç ë ê ç íô è ù ì í í õ ê íô ç ê é è ì íö è ç ó � ò ö õ ì ð ò

{αf + βg : α, β ∈ R},

� ìñ ò ê ç íô ú òì í � ú òì í ì ç ë ö èé õ í ò  � ò ú êö 	

� � !   � � !� � � ./ � � + � 2 �� !0 !� ', + � (�� / � � , � + � �& ! ( �& � + � �  ! ( �
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�þ ÿþ � � � ÿ� �
�
�
�

� ò ó φ : R[x] → R[x]

� ò ì í è ç òì ú ê õ ò ú ì ó ê ú 	 
 � ò ç φ õ ú òï

ö ò úñ òö ó � ò ú òì íï ú ê ê ó ò ë ç òö ö õ ú ê õ ò ú óô � ú òì íï ì ç ë ö èé õ í òï ú ê ê ó ò ë ç òö ö õ ú ê õï

ò ú óô  è ù ì ç ë ê ç íô è ù

φ õ ú òö ò úñ òö ó � ò ì í ó ò ú ç ì ó è ç î õ ú ê õ ò ú óô �ö ó ú è ð ó íô ì í ó ò úï

ç ì ó è ç î õ ú ê õ ò ú óô  	

�� � � � + � � .~

N

�& � (� � + � � � �/ � � ' � /  . �� ( {0, 1, 2, . . .}s �& � (~  2

 � �� !, *� + / � + � . ! � �, � ! + � ( π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}

! ( � � � + � � � .~

Sns
� ë òö ð ò ç ó ! � � � ��  / �� � ! + � π ∈ Sn

! ( � � ! � � �� 1 ≤ i ≤ n# (/ , & �& � �

π(i) > π(i + 1)s å � �

des(π)

� � � + � � �& � � /  . � � + � � � (, � � � ( ! � πs �& �

�æ í ò ú è ì ç õ ê íô ç ê é è ì íö # An(x)# � � � � � � � � � .~ An(x) =
∑

π∈Sn
xdes(π)+1

� � � (� � ! ( � � ( # (� � �s *s �56 �

∑

k≥0

knxn =
An(x)

(1 − x)n+1
.

�& � . ! � +  !� ' � + '~ � +  !� ' ( � � � � � � � � � .~ (

x

0

)

= 1 � � � (x

k

)

= x(x−1)···(x−k+1)
k!�+ � k ≥ 1s� � (� 0 �� � ' � � + + � ( 9 � 9 ! ' ' !  � ' !, ! � '~ / (� �& � �� , � �& � � �& � � � � + ( + � �

� + '~ � +  !� ' � � � , + � � ! � / + / ( �/ � , � ! + � ( + � �& � , + � �, ! � � � ( + � �& � � + '~ � + 2

 !� 's � � � � � � !, / '� � �& � ' !  ! � + � � (�� / � � , � + �� � � '2� + + � � � � + '~ � +  !� ' ( ! (

� *� ! � � � � '2� + + � � �s ×+ � � �� � � �  � � � + � �& � (�  � � � �� ( 9 � � � �� � �& � � � � � ��

� + �6 Ý �s
�s � | â ß ä ä y� â} v á ßx y àá x ß w y x ä à x á äá x �} v � w� á

PF � àx y àá x w�

×+ � � � ~ � + '~ � +  !� '

F (x, z) =
∑n

k=0 Qk(x)zk ∈ R[x, z] 9 � � � � � � �

' ! � � � � + � �� � � + � φF : R[x] → R[x]

.~ #

φF (f) :=
n

∑

k=0

Qk(x)
dk

dxk
f(x).

� � �& ! ( (�, � ! + � 9 � 9 ! ' ' ! � 0 � ( � ! *� � � �+ � 9 & !, &

F ∈ R[x, z]

�& � ' ! � � � �

+ � �� � � + � φF

� � � (� � 0 � (� � � '2� + + � � � � � ( (2 � � � �& � PF 2 � � + � �� �~ s�� 9 ! ' ' � � � � ( +  � � � �  ! � + ' + *~ � � � � �& � + � �  �� +  � Ý �s ×+ � ξ ∈ R' � �

Tξ : R[x] → R[x]

. � �& � �� � � ( '� � ! + � + � �� � � + � � � � � � � .~ Tξ(f(x)) =
f(x + ξ)s ×+ � � �~ ' ! � � � � + � �� � � + � φ : R[x] → R[x] 9 � �� � � � � ' ! � � � �

�� � � ( �+ �  Lφ : R[x] → R[x, z]

.~

Lφ(f) := φ(Tz(f))

=
∑

n

φ(f (n))(x)
zn

n!

� �s 5 �

=
∑

n

φ(xn)

n!
f (n)(z).

� ý �� �� �þ � �
�
�
�

å � �

φ : R[x] → R[x]

. � � ' ! � � � � + � �� � � + � s 
 � � � � �

�/ � , � ! + � dφ : R[x] → N∪ {−∞}

.~ � � �

φ(f (n)) = 0

�+ � � ' '

n ∈ N# 9 � ' � �
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dφ(f) = −∞s � �& � � 9 ! (� '� �

dφ(f)

. � �& � (  � ' ' � ( � ! � � � *� � d (/ , & �& � �

φ(f (n)) = 0

�+ � � ' '

n > ds � � � , � dφ(f) ≤ deg f

�+ � � ' '

f ∈ R[x]s�& � (� �

A (φ)

! ( � � � � � � � ( �+ ' ' + 9 ( � � �

dφ(f) ∈ {−∞, 0} � � �

φ(f)

! (

( �� � �� � �� � � '2 � � � ( !  � ' � 2� + + � � � # �& � � f ∈ A (φ)s � + � � + 0 � � # f ∈ A (φ)! �

d = dφ(f) ≥ 1 � � � � ' ' + � �& � �+ ' ' + 9 ! � *, + � � ! � ! + � ( � � � (� � ! ( �� � �

� ! �

φ(f (i)) � ' ' & � 0 � ' � � � ! � *, + � �, ! � � � ( + � �& � (�  � ( ! * � � � �

deg(φ(f (i−1))) =
deg(φ(f (i))) + 1

�+ � 1 ≤ i ≤ d#� ! ! �

φ(f) � � �

φ(f ′)

& � 0 � � + , +   + � � � � '� � � + #� ! ! ! �

φ(f (d)) ( �� !, � '~ ! � � �� '� , � ( φ(f (d−1))#� !0 � �+ � � ' '

ξ ∈ R

�& � � + '~ � +  !� '

Lφ(f)(ξ, z)

! (� � � '2� + + � � �s

�& � �+ ' ' + 9 ! � * �& � + � �  ! ( � � + 0 � � ! � � Ý � �

� üýþ ÿ ý � ��
�

��
�

� ò ó φ : R[x] → R[x]

� ò ì í è ç òì ú ê õ ò ú ì ó ê ú 	 � ù

f ∈ A (φ)ó � ò ç φ(f)

èö ú òì íï ì ç ë ö èé õ í òï ú ê ê ó ò ë 	

�� 9 ! ' ' � ' ( + � � � � �& � �+ ' ' + 9 ! � *, '� ( ( !, � ' �& � + � �  + � � ��  ! � � � � �

� + / '� ! � s ×+ � � � � + + � (� � �6 8 �s

� üýþ ÿ ý � �
�
�
�

� ò ó f = a0 + a1x + · · · + anx
n ì ç ë g � ò ú òì íï ú ê ê ó ò ë

õ ê íô ç ê é è ì íö 	 
 � ò ç ó � ò õ ê íô ç ê é è ì í

f(
d

dx
)g := a0g(x) + a1g

′(x) + · · · + ang
(n)(x)

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë 	 � ê ú ò êñ ò ú � è ù

f( d
dx

)g 6= 0

ó � ò ç ì ç ô é æ í ó è õ í ò � ò ú ê ê ù f( d
dx

)gèö ì é æ í ó è õ í ò � ò ú ê ê ù g 	

�& � �+ ' ' + 9 ! � * �& � + � �  * !0 � ( � (/ �, ! � � �, + � � ! � ! + � �+ � � � + '~ � +  !� '

� + . �  � � � � � + � � + � � � � '2� + + � � � � + '~ � +  !� 's

� üýþ ÿ ý � ��
�
�
�

� ò ó F =
∑n

k=0 Qk(x)zk

� ò ö æ ð � ó � ì ó

Q0 6= 0 ì ç ë

� � � � ê ú ì í í

ξ ∈ R � F (ξ, z)

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë��� � � �

Q0

ö ó ú è ð ó íô è ç ó ò ú í ì ð òö ê ú ö ó ú è ð ó íô ì í ó ò ú ç ì ó òö í ò ù ó ê ùQ1 � ì ç ë deg Q0 =
0 ê ú Q0

ì ç ë Q1

� ìñ ò í òì ë è ç î ð ê ò � ð è ò ç óö ê ù ó � ò ö ì é ò ö è î ç 	

�æ õ õ êö ò ó � ì ó

� � � � �

f

èö ú òì íï ì ç ë ö èé õ í òï ú ê ê ó ò ë ì ç ë ó � ì ó ù ê ú 0 ≤ k ≤ deg f

ó � ò

õ ê íô ç ê é è ì íö φF (f (k))

� ìñ ò ó � ò è ú í òì ë è ç î ó ò ú é ê ù ó � ò ö ì é ò ö è î ç

� è ó �

deg φF (f (k)) = deg Q0 + deg f − k.


 � ò ç φF (f)

èö ú òì íï ì ç ë ö èé õ í òï ú ê ê ó ò ë 	

÷ ú ê ê ù 	 �� 9 ! ' ' (& + 9 �& � � �& � ( � � + �� � � '2 � � � ( !  � ' � 2� + + � � � � + '~ � +  !� ' (

(� � ! ( �~ ! � * � � � � � ! ( � (/ . (� � + �

A (φF )

.~ 0 �� ! �~ ! � *, + � � ! � ! + � ( � ! � 2 � !0 �

+ � 
 � � � ! � ! + � �s 5ts % + � � ! � ! + � � ! � �+ ' ' + 9 ( !   � � !� � � '~ �� +  � � � � �s ×+ �

, + � � ! � ! + � � !0 � � + � � �& � �

Lφ(f)(ξ, z) =
n

∑

k=0

Qk(ξ)f
(k)(ξ + z),
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( + .~ �& � �& � + � �  �s �, + � � ! � ! + � � !0 � ! ( (� � ! ( � � �s 1/ � � + (� �& � �
η

! ( �

, +   + � � � � + + �

φF (f) � � �

φF (f ′)s �~ � �s 5 � 9 � & � 0 � �& � �

0

! ( �  / ' � ! � '�

� �� + + �

Lφ(f)(η, z)s � + � � + 0 �� # ( ! � , � Lφ(f)(η, z)

! ( � + � ! � � � � !, � ' '~ �� / � '

� +� �� + # .~ � � � � # �& � + � �  �s � � � ' ' (/ ( �& � �

0

! ( �  / ' � ! � '�� �� + + �
f(η+z)s�& ! (  � � � ( �& � �

η

! (  / ' � ! � '�� �� + + �

f, + � �� � � ~ � + �& � � ( (/  � � ! + � �& � �

f

! ( ( !  � ' � 2� + + � � � # � � � 0 �� ! � � (, + � � ! � ! + � � ! ! �s×+ � , + � � ! � ! + � � ! ! ! � 9 � & � 0 � � + (& + 9 �& � � �+ � � ' '
α ∈ R

(/ , & �& � �

x+α(� � ! ( � � ( � � � � � �& � � + '~ � +  !� '

φF (1) = Q0

( �� !, � '~ ! � � �� '� , � ( f(x) :=
φF (x + α) = (x + α)Q0 + Q1s �& ! ( �+ ' ' + 9 ( �� +  � � � � 9 & � � � � � '~ � ! � *

�& � ( ! * � + �

f(x) := φF (x + α) � � �& � � � � + ( + �
Q0

� å � �

αk < αk−1 <
· · · < α1

. � �& � � �� + ( + �

Q0

+ � � �� � � .~ ( !� �s 1/ � � + (� �& � �

Q0

� � �

Q1� � � ( �� � �� � � � � � �& � �

Q0

( �� !, � '~ ! � � � � '� , � ( + � ( �� !, � '~ � ' � �� � � � � ( '� � �

+ �

Q1s �& � � sgn f(αi) = sgn Q1(αi) = (−1)i

�+ � 1 ≤ i ≤ ks �~ Ü + ' ' � � (

�& � + � �  9 � " � + 9 �& � �

f

& � ( � � � � + ! � � � , & ! � � �� 0 � '

(αi, αi+1)s �& ! (

� , , + / � � ( �+ � k − 1� � � '� �� + ( + �
fs 1 ! � , � Q0

& � ( � + ( ! � !0 � ( ! *� # ( + � + � (

f

.~ , + � � ! � ! + � � � � � �s � + 9 # . �, � / (� f(α1) < 0 � � �

f

! ( ( �� � �� � � # f / ( � & � 0 � � � � � + � + �& � � ! *& � + �

α1s �� � + 9 " � + 9 �& � �

f

& � ( k� � � + (

� � � 's �& � ( ! *� ( � �
αi

�+ � , � ( �& � � �  � ! � ! � *� � � + � + . � ! � �& � ! � � � � 0 � '

(−∞, αk)s �& / ( Q0

( �� !, � '~ ! � � �� '� , � ( Q1

� ( 9 � ( � + . � (& + 9 � s

� + 9 # ! �

Q0 = A ∈ R

�& � � deg Q1 ≤ 1s 1/ � � + (� �& � �

Q1 = B ∈ Rs�& � � , ' � � � '~ A ( �� !, � '~ ! � � � � '� , � ( (x + α)A + Bs � �

Q0 = A � � �

Q1 =
Cx + D 9 & �� � A,B,C ∈ R# �& � � f = (A + C)x + Aα + D# ( + .~ � � � � �

9 � & � 0 � �& � �
Q0

( �� !, � '~ ! � � �� '� , � ( fs �& ! (, + � , '/ � � ( �& � � � + + �s �

� � ( +  � , � (� ( ! �  �~ . � , + � 0 � � ! � � � � + & � 0 � (& � � � � � & ~ � + �& � ( ! (s�& � � � �+ � � 9 � ( �� � � �& � �+ ' ' + 9 ! � * �+ �  + � �& � �& � + � �  s

�þ ÿþ � � � ÿ� �
�
�
�

� ò ó d ∈ N

� ò î èñ ò ç ì ç ë í ò ó F =
∑n

k=0 Qk(x)zk

� ò ö æ ð �

ó � ì ó

Q0 6= 0 ì ç ë

� ! � � ê ú ì í í

ξ ∈ R � F (ξ, z)

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë��� ! ! �

Q0

ö ó ú è ð ó íô è ç ó ò ú í ì ð òö ê ú ö ó ú è ð ó íô ì í ó ò ú ç ì ó òö í ò ù ó ê ùQ1 � ì ç ë deg Q0 =
0 ê ú Q0

ì ç ë Q1

� ìñ ò í òì ë è ç î ð ê ò � ð è ò ç óö ê ù ó � ò ö ì é ò ö è î ç 	� ! ! ! � 
 � ò õ ê íô ç ê é è ì íö φF (xk) � 0 ≤ k ≤ d

� ìñ ò ó � ò ö ì é ò ö è î ç ì ç ë

deg φF (xk) = deg Q0 + k.


 � ò ç φF (f)

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë � ú òì íï ì ç ë ö èé õ í òï ú ê ê ó ò ë  è ù

f

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë

� ú òì í ì ç ë ö èé õ í òï ú ê ê ó ò ë  ì ç ë deg(f) ≤ d 	

÷ ú ê ê ù 	 �& � , � (� + �� � � '2 � � � ( !  � ' � 2� + + � � �

f

�+ ' ' + 9 ( !   � � !� � � '~ �� +  

�& � + � �  �s 4 ( ! � , � � ! ! ! � !  � ' !� ( � � � � �s � �

f

! ( � � � � '2� + + � � � � + '~ � +  !� ' + �

� � *� � � � �  + ( � d# �& � � f

! ( �& � ' !  ! � + � � (�� / � � , � {fk}
∞
k=0

+ �� � � '2 � � �

( !  � '� 2� + + � � � � + '~ � +  !� ' ( + � � � *� � � � �  + ( � ds � � �+ ' ' + 9 ( �& � �

φF (f)! ( �& � ' !  ! � + �

φF (fk)# � �
� �& � �& � ( ! ( �+ ' ' + 9 ( .~ , + � � ! � / ! �~ s �

� � �& � '� � */ � *� + �

PF 2 (�� / � � , � ( 9 � & � 0 � �

� üýþ ÿ ý � � � ��
�

� ò ó d ∈ N

� ò î èñ ò ç ì ç ë í ò ó F =
∑n

k=0 Qk(x)zk ∈ R[x, z]

� ò ö æ ð � ó � ì ó

Q0 6= 0 ì ç ë
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� ! � � ê ú ì í í

ξ ∈ R � F (ξ, z)

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë��� ! ! �

φF (1) ö ó ú è ð ó íô è ç ó ò ú í ì ð òö φF (x) 	� ! ! ! � � ê ú ì í í

0 ≤ k ≤ d

deg φF (xk) = deg Q0 + k,

ì ç ë φF (xk) ∈ PF1 	


 � ò ç PF [{φF (xi)}d
i=0] ⊆ PF [xi] 	

1 � 0 �� � ' + ' �� � (/ ' � (, � � . � � �� !0 � � �� +  �& � (� '� ( � �� 9 �& � + � �  (s � �

�6 � # � s 5 8 � � � � '~ � *� 0 � � �& � + � �  9 & !, & & � ( �� � � ( � � + .� . '~ 9 � ( �& �

 + ( � *� � � � � ' �& � + � �  + � � � � '2� + + � � � � � ( ( " � + 9 � � � �& � � !  �s � 
 ! � (��

1� �� *� &) � � 9 + & '� / � � � � ' ' *�  � ! � ( � � � . � "� � � � � � 1 � �� � � Ø . �� �/ � � � '2

� � � ' ! � � �s ��

� üýþ ÿ ý � �
�

�
�

� ò ó f(x)

� ò ì ú òì íï ú ê ê ó ò ë õ ê íô ç ê é è ì í ê ù ë òî ú ò ò n � ì ç ë

í ò ó

b0 + b1x + · · · + bn+mxn+m, (m ≥ 0)

� ò ì ú òì íï ú ê ê ó ò ë õ ê íô ç ê é è ì í ö æ ð � ó � ì ó

bi > 0

ù ê ú 0 ≤ i ≤ n 	


 � ò ç ó � ò

òû æ ì ó è ê ç

G(x, y) := b0f(y) + b1xf ′(y) + b2x
2f

′′

(y) + · · · + bnf
(n)(y) = 0,

� ì ö n ú òì í è ç ó ò ú ö ò ð ó è ê ç õ ê è ç óö � � ð êæ ç ó ò ë � è ó � é æ í ó è õ í è ð è óô  � � è ó � ó � ò í è ç ò

sx − ty + u = 0,

õ ú êñ è ë ò ë ó � ì ó

s, t ≥ 0 � s + t > 0 ì ç ë u ∈ R 	

÷ ú ê ê ù 	 ��  �~ � ( (/  � �& � �

s, t > 0 ( ! � , � �& � + �& � � , � (� ( �+ ' ' + 9 ( .~

, + � � ! � / ! �~ 9 & � � s � � � � + � t

� � � � ( � + � � � +s �& / ( 9 �  � ~ 9 � ! � � �& �

�� / � � ! + � � (

a0g(x) + a1xg′(x) + a2x
2g′′(x) + · · · + ang

(n)(x) = 0,

9 & � � � g(x) = f(st−1x + ut−1) � � �

ai = sit−ibis � + 9 # 9 � (� � �& � � � ' '

& ~ � + �& � ( ! ( + � % + � + ' '� � ~ �s Ý � � � (� � ! ( � � � �+ �

F (x, z) = a0 + a1xz + a2x
2z2 + · · · + an+mxn+mzn+m,

9 & � � d = ns �

�� 9 ! ' ' '� � � � � � � � + � � ��  + / (, + � (�� / � � , � + � �& ! ( �& � + � �  # t =
1, s = u = 0# �/ � � + 1, & / � � � 5 �s

� üýþ ÿ ý � �
�

��
�

� ò ó f =
∑n

k=0 akx
k ì ç ë g =

∑m

k=0 bkx
k

� ò ó � ê ú òì íï

ú ê ê ó ò ë õ ê íô ç ê é è ì íö ö æ ð � ó � ì ó

g

� ì ö ì í í � ò ú ê ö ê ù ó � ò ö ì é ò ö è î ç 	 
 � ò ç ó � ò

õ ê íô ç ê é è ì í

(fSg)(x) =
M

∑

k≥0

k!akbkx
k,

� � ò ú ò M = min(m,n)

� ì ö ê ç íô ú òì í � ò ú êö 	
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�s 5ts 
 � �� �� � �ý ÿ� 	 ý 
 �ý � �ý 	� �  / ' � !� ' !� � 2 (�� / � � , � ! ( � (�� / � � , � T =
{γi}

∞
i=0

+ �� � � ' � /  . �� ( (/ , & �& � � ! � � � + '~ � +  !� '

f(x) = a0 + a1x +
· · · + anx

n

& � ( + � '~ � � � '� �� + (Ú# �& � � �& � � + '~ � +  !� '

T [p(x)] := a0γ0 + a1γ1x + · · · + anγnx
n,

� ' ( + & � ( + � '~ � � � '� � � + (s �& � � � ! ( � , & � � � , � �� !� � � ! + � + �  / ' � !� ' !�� 2

( �� / � � , � ( �/ � � + � � '~ � � � � 1, & / � �6 � # � s 5Ù Ù 2 56 4 � �

� üýþ ÿ ý � �
�

��
�

� ò ó T = {γi}
∞
i=0

� ò ì ö òû æ ò ç ð ò ê ù ú òì í çæ é � ò ú ö ì ç ë

í ò ó φ(x) = T [ex] =
∑∞

k=0 γk
xk

k!

� ò è óö ò � õ ê ç ò ç ó è ì í î ò ç ò ú ì ó è ç î ùæ ç ð ó è ê ç 	


 � ò ç T èö ì é æ í ó è õ í è ò úï ö òû æ ò ç ð ò è ù ì ç ë ê ç íô è ù
φ

èö ì ú òì í ò ç ó è ú ò ùæ ç ð ó è ê ç

� � è ð � ðì ç � ò � ú è ó ó ò ç ì ö

φ(x) = cxne−αx2+βx

∞
∏

k=1

(1 + δkx)e−δkx,

� � ò ú ò c, β, δk ∈ R � c 6= 0 � α ≥ 0 � n ∈ N

ì ç ë ∑∞
k=1 δ2

k < ∞ 	

�& � �+ ' ' + 9 ! � * '�   � ! ( 9 � ' '2 " � + 9 � ./ � � ' �  � � �� � ~ # ( + 9 � * !0 � �

� � + + � & �� �s

� ý � � � � � �
�

� é æ í ó è õ í è ò úï ö òû æ ò ç ð ò èö ö ó ú è ð ó íô í êîï ð ê ç ðìñ ò 	 � ç õ ì ú ó è ðï

æ í ì ú � ì ç ê ç ç òî ì ó èñ ò é æ í ó è õ í è ò úï ö òû æ ò ç ð ò � ì ö ç ê è ç ó ò ú ç ì í � ò ú ê ö 	

÷ ú ê ê ù 	 � �
f(x) = amxm + am+1x

m+1 + · · · + anx
n

! (� � � '2� + + � � � 9 ! �&

aman 6= 0# �& � � �& � , + � �, ! � � � ( (� � ! ( �~ � (� � �6 5 # � s Ý6 � � �

a2
i

(

n

i

)2 >
ai−1
(

n

i−1

)

ai+1
(

n

i+1

) (m < i < n).
� + 9 # ! �

Γ = {γi}
∞
i=0

! ( �  / ' � !� ' !�� 2 ( �� / � � , � # �& � � Γ[(x + 1)n]

! (� � � '2

� + + � � � �+ � � ' '

n ∈ N# 9 & !, & !  � ' !� (

γi > γi−1γi+1,

�+ � � ' '

i (/ , & �& � � �& �� � � � � ! � � � *�� ( m < i < n 9 ! �&

γmγn 6= 0s

�

� üýþ ÿ ý � �
�
� �
�

� ò ó {λk}
∞
k=0

� ò ì ç ê çï ç òî ì ó èñ ò é æ í ó è õ í è ò úï ö òû æ ò ç ð ò �ì ç ë í ò ó α < β ∈ R

� ò î èñ ò ç 	 � ò � ç ò ó � ê

Rï � è í è ç òì ú ù ê ú é ö

R[x]×R[x] →
R[x]

� ô

f · g :=
∑

k≥0

λk

k!
f (k)(x)g(k)(x)(x − α)k(x − β)k,

f ◦ g :=
∑

k≥0

λk

k!
f (k)(x)g(k)(x)(x − α)k,

� ù

f

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë ì ç ë g èö [α, β]ï ú ê ê ó ò ë� ó � ò ç f · g

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë 	 � ù

fèö ú òì íï ú ê ê ó ò ë ì ç ë g èö [−∞, α]ï ú ê ê ó ò ë�� ó � ò ç f ◦ g

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë 	
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÷ ú ê ê ù 	 �� � � + 0 � �& � ( �� � �  � � � �+ � · ( ! � , � �& � , � ( � + �

◦

! ( ( !  ! '� � s ��

 �~ � ( (/  � �& � �

λ0 > 0s % ' � � � '~ �& � �& � + � �  ! ( �� / � ! �

λi = 0

�+ � � ' '

i > 0# ( + .~ å �   � �s 5Ù 9 �  � ~ � ( (/  � �& � �

λ1 > 0s å � �

g

& � 0 � � ' '

� �� + ( ( !  � ' � � � � ! � �& � ! � � �� 0 � '

(α, β)# � � � ' � �

φ

. � �& � ' ! � � � � + � � � � � + �

� � � � � � .~ φ(f) = f · gs �& � � φ = φF # 9
& �� �

F (x, z) =
∑

k≥0

λk

g(k)(x)

k!
(x − α)k(x − β)kzk.

1 ! � , � {λk}k≥0

! ( �  / ' � !� ' !�� (�� / � � , � F (ξ, z)

! (� � � '2� + + � � � �+ � � ' '� � � '

, & + !, � ( + �

ξs � + 9 # Q0 = λ0g(x) � � �

Q1 = λ1(x−α)(x− β)g′(x)# ( + Q0( �� !, � '~ ! � � � � '� , � ( Q1s � + � � + 0 � � # deg φ(xk) = deg Q0 + k

�+ � � ' '

k# ( +

� ' ' �& � & ~ � + �& � ( ! ( + � % + � + ' '� � ~ �s Ý � � � �/ ' � ' '� �s 1 ! � , � � �~ [α, β]2� + + � � �

� + '~ � +  !� ' ! ( �& � ' !  ! � + � � + '~ � +  !� ' 9 & !, & � � � (α, β)2 � � � ( !  � ' � 2

� + + � � � �& � �& � ( ! ( �+ ' ' + 9 ( .~ , + � � ! � / ! �~ s �

� (�� / � � , � + �� � � ' � /  . �� ( Γ = {γk}
∞
k=0

! (, � ' ' � � � � é æ í ó è õ í è ò ú nïö òû æ ò ç ð ò ! � �+ � � �~ � � � '2� + + � � � � + '~ � +  !� '

f = a0 +a1x+ · · ·+anx
n + �

� � *� � � � �  + ( � n �& � � + '~ � +  !� '

Γ[f ] := a0γ0 + a1γ1x+ · · ·+ anγnx
n

! (

� � � '2� + + � � �s �& � � � ! ( � ( !  � '� � ' *� .� � !, , & � � � , � �� !� � � ! + � + �  / ' � ! � ' !� �

n2 (�� / � � , � ( �5 � � �

� üýþ ÿ ý � � � � �
�

� ò ó Γ = {γk}
∞
k=0

� ò ì ö òû æ ò ç ð ò ê ù ú òì í çæ é � ò ú ö 	 
 � ò ç

Γ

èö ì é æ í ó è õ í è ò ú nï ö òû æ ò ç ð ò è ù ì ç ë ê ç íô è ù

Γ[(x+1)n]

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë � è ó �

ì í í è óö � ò ú ê ö ê ù ó � ò ö ì é ò ö è î ç 	

Ü�, � ' ' �& � � � � � ! � ! + � + � �& � � ô õ ò ú î ò ê é ò ó ú è ð ùæ ç ð ó è ê ç

2F1

�

2F1 (a, b; c; z) =
∞

∑

m=0

(a)m(b)mzm

(c)mm!
,

9 & � � � (α)0 = 1 � � �

(α)m = α(α + 1) · · · (α + m− 1) 9 & � � m ≥ 1s �& �

� � , + . ! � + '~ � +  !� '

P
(α,β)
n (x), � � . � � � � � � ( (� � � ( �+ ' ' + 9 ( �6 � # � s 6 Ý 4 � �

P (α,β)
n (x) =

(1 + α)n

n!
2F1

(

−n, 1 + α + β + n; 1 + α;
1 − x

2

)

,

� �s 6 �

�� � � � � �& � �+ ' ' + 9 ! � * '�   � �

� ý � � � �
�
� ��
�

� ò ó n � ò ì õ êö è ó èñ ò è ç ó òî ò ú ì ç ë r ì ç ê çï ç òî ì ó èñ ò ú òì í

çæ é � ò ú 	 
 � ò ç Γ = {
(

−n−r

k

)

}∞k=0

èö ì é æ í ó è õ í è ò ú nï ö òû æ ò ç ð ò 	

÷ ú ê ê ù 	 å � �

r > 0s �& � �

Γ[(x + 1)n] =
n

∑

k=0

(

−n − r

k

)(

n

k

)

xk

= 2F1 (−n, n + r; 1; x)

= P (0,r−1)
n (1 − 2x),

9 & � � � �& � '� ( � �� / � ' ! �~ �+ ' ' + 9 ( �� +  � �s 6 �s 1 ! � , � �& � �� , + . ! � + '~ � +  !� ' (

� � � " � + 9 � # (� � �6 � � # � + & � 0 � � ' ' �& � !� � � � + ( ! � [−1, 1] 9 & � � α, β > −1#
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9 � & � 0 � �& � �

Γ[(x+1)n]

& � ( � ' ' ! � (� � � + ( ! � [0, 1]s �& � , � (� r = 0

�+ ' ' + 9 (

.~ , + � � ! � / ! �~ 9 & � � 9 � ' � �

r

� � � � � + � �� + �� +  � . + 0 �s �

×+ � � � ~ � � � ' � /  . � � q

' � �

Γq := {q + k}∞k=0

s

�þ ÿþ � � � ÿ� ��
�

� �
�

� ò ó n > 1

� ò ì õ ê ö è ó èñ ò è ç ó òî ò ú 	 
 � ò ç Γq

èö ì ç nïö òû æ ò ç ð ò è ù ì ç ë ê ç íô è ù

q /∈ (−n, 0) 	

÷ ú ê ê ù 	 å � �

q ∈ R

. � * !0 � � s �� & � 0 � � + � � � � �  ! � � �+ � 9 & !, &

n > 1

�& �

� �� + ( + �

Γq[(x + 1)n] � � � � ' '� � � ' � � � + � �& � (�  � ( ! *� s � + 9 #

Γq[(x + 1)n] = (x + 1)n−1{(n + q)x + q}.

� �

q ≥ 0 + � n = −q

�& � � � ' '� � � + ( � � � � � *� � !0 � ( + 9 �  �~ � ( (/  � �& � �

q < 0 � � �

n 6= −qs � �

n > −q

�& � � q/(n + q)

! ( � � *� � !0 � ( + Γq[(x + 1)n]& � (� �� + ( + � � ! 	�� � � � ( ! *� (s � � + � �& � + �& �� & � � �

n < −q

�& � � q/(n+ q)! ( � + ( ! � !0 � 9 & !, & * !0 � ( �& � � � ' '� � � + ( + �

Γq[(x + 1)n] � � � � � *� � !0 � # � � �

�& � '�   � �+ ' ' + 9 (s �

4s � � á � � wx ßv ä� yx ã ß w} yv

�& � �ï ó ú ì çö ù ê ú é ì ó è ê ç ! ( �& � ! � 0 � � � ! . '� ' ! � � � � + � � � � � + � # E : R[x] →
R[x]# �� � � � � .~

E(

(

x

i

)

) = xi,

�+ � � ' '
i ∈ Ns �& � PF 2 � � � (�� 0 ! � * � � + � �� � !� ( + � �& ! ( ' ! � � � � + � � � � � + �

9 � ( �� ( � ( �/ � !� � ! � �� � � � � '� � �� ! � � � � # � 7 � � � � � Ý �s � � ! ( !  � + � �� � � ! �

�& � �& � + � ~ + �

(P, ω)2 � � � � ! � ! + � ( ( ! � , � ! �  � � ( �& � + � �� � 2 � + '~ � +  !� ' + � �

'� . � ' � � � + (� � � + �& � E2 � + '~ � +  !� ' + � �& � (�  � '� . � '� � � + (� � # ( � � �� # � � �s� � # �� � �� � � � ! � � + 0 � � �& � �+ ' ' + 9 ! � * �& � + � �  s å � �

λ(f) � � �

Λ(f)

� � � + � �

�& � (  � ' ' � ( � � � � �& � '� � *� ( �� � � '� �� + + � �& � � + '~ � +  !� '

f # � � (� �, � !0 � '~ s

� üýþ ÿ ý � �
�
�
�

�æ õ õ êö ò ó � ì ó

f ∈ R[x]

� ì ö ê ç íô ú òì í � ò ú êö ì ç ë ó � ì ó

f(n) = 0

ù ê ú ì í í

n ∈ ([λ(f),−1] ∪ [0, Λ(f)]) ∩ Z 	


 � ò ç E(f)

� ì ö ì í í

� ò ú êö ú òì í ì ç ë ç ê çï õ êö è ó èñ ò 	

� � �& ! ( ( �, � ! + � 9 � 9 ! ' ' � � + 0 � �& � �+ ' ' + 9 ! � * �& � + � �  �

� üýþ ÿ ý � �
�
��
�

� ê ú ì í í

n ∈ N

� ò � ìñ ò

PF1[{x
i(x + 1)n−i}n

i=0] ⊆ PF [

(

x

i

)

]

� ê ú ò êñ ò ú è ù

f ∈ PF1[{x
i(x+1)n−i}n

i=0]

ó � ò ç E(f)

� ì ö ö èé õ í ò � ò ú êö ì ç ë

E((x + 1)d) � E(f) � E(xd).

�& � ë è ì é ê ç ë õ ú ê ëæ ð ó + � �9 + � + '~ � +  !� ' ( ! �

R[x]

! ( �& �

R2 . ! ' ! � � � �

�+ �  �� � � � � .~

(f � g)(x) := E(E−1(f)E−1(g)).

� 4s 5 �
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�& ! ( � � + �/ , � 9 � ( �� ( � ( �/ � ! � � .~ �� * � �� ! � � � � # � 7 � � � � �/ � �& � � ( �/ � ! � �

! � � Ý �s 1 � � � ' ( + 1 �, � ! + � � + � �& ! ( � � � � � s � ( ! � * �& � �� � � � �  + � � � ! � � � � ! �~

(

x

i

)(

x

j

)

=
∑

k≥0

(

k

k − i, i + j − k, k − j

)(

x

k

)

,

! � �+ ' ' + 9 (Ú# ( � � � � 7 � # �& � �

(f � g)(x) =
∑

k≥0

f (k)(x)

k!

g(k)(x)

k!
xk(x + 1)k.

� 4s 6 �

�� 9 ! ' ' '� � � � � � � � � (~   � �� ~ � � + � �� �~ + �

Es å � �

R : R[x] → R[x]

. �

�& � � ' *� .� � � / � +  + � � & ! (  � � � � � � .~ R(x) = −1 − xs

� ý � � � �
�
��
�

RE = ER

÷ ú ê ê ù 	 ×� +  � 4s 6 � ! � �+ ' ' + 9 ( �& � �

R(f � g) = R(f) � R(g)

� 4s � �

� + � � �& � �

RE(f) = ER(f) 9 & � � � 0 �� f

! ( ' ! � � � � s � + 9 # (/ � � + (� �& � �

f, g � � � � + '~ � +  !� ' ( (/ , & �& � �

RE(f) = ER(f) � � �

RE(g) = ER(g)s�& � �

RE(fg) = R
(

E(f) � E(g)
) .~ � 4s 5 �

=
(

RE(f)
)

�
(

RE(g)
) .~ � 4s � �

=
(

ER(f)
)

�
(

ER(g)
)

= E
(

R(f)R(g)
)

= ER(fg).

1 ! � , � 9 �  � ~ 0 ! � 9 E � � �

R � (

C2 ' ! � � � � + � �� � � + � ( + �

C[x]# � � �

�� ( �

C2 . ! ' ! � � � � �+ �  + �

C[x]# �& � '�   � �+ ' ' + 9 ( �� +  �& � �/ � ��  � � �� '

�& � + � �  + � � ' *� .� � s �

� ý � � � �� �
�

� ò ó α ∈ [−1, 0] ì ç ë í ò ó f � ò ì õ ê íô ç ê é è ì í ö æ ð � ó � ì ó

E(f)èö [−1, 0]ï ú ê ê ó ò ë 	 
 � ò ç E((x−α)f)

èö [−1, 0]ï ú ê ê ó ò ë ì ç ë E(f)

è ç ó ò ú í ì ð òö

E((x − α)f) 	
� ù

E(f)

è ç ì ë ë è ó è ê ç ê ç íô � ì ö ö èé õ í ò � ò ú ê ö � ó � ò ç ö ê ë ê òö

E((x − α)f) 	

÷ ú ê ê ù 	 å � �

g = E(f) � � � ' � �

α ∈ [−1, 0]s �~ � 4s 6 � 9 � & � 0 � �& � �

E((x − α)f) = (x − α)g + x(x + 1)g′.

� 4s 4 �

1 ! � , � g

! � � � � '� , � ( (x − α)g � � �

x(x + 1)g′ ! � � ' ( + ! � � � � '� , � ( �& � (/  #.~ å �   � 6 s 6 s � ' ( + # ! �

x /∈ [−1, 0]

�& � � �& � (/   � � � ( & � 0 � �& � (�  �

( ! * � ( + E((x − α)f), � � � + � & � 0 � � � ~ � �� + ( + / � ( ! � � [−1, 0]s 1/ � � + (�

�& � �

g

& � ( + � '~ ( !  � ' � � �� + (s �& � � .~ � 4s 4 � �& � + � '~ � + ( ( ! . ' � , +   + �

� �� + ( + �

g � � �

E((x − α)f) � � � 0 � � �

−1s � �

deg(f) ≥ 1

! � � ' ( + �+ ' ' + 9 (

�� +  � 4s 4 � �& � � �& �  / ' � ! � ' !, ! � !� ( + �

0 � � �

−1 + �

E((x − α)f) � � � �& �

(�  � � ( �& + (� + �

gs � � � , � �& � � ( !  � ' � �� � � + ( + �

g (� � � � � � � ( �& � � �� + ( + �
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E((x−α)f) �� , � � � � + ( ( ! . '~ � �

0,−1# � � � 9 � , + � , '/ � � �& � �

E((x−α)f)& � ( + � '~ ( !  � ' � � � � + (s �

� ý � � � �
�
��
�

� ê ú ì í í è ç ó òî ò ú ö n ≥ 1 � ò � ìñ ò

(x + 1)E(xn) = xE((x + 1)n).

÷ ú ê ê ù 	 ��  �~ 9 � ! � �

xn =
n

∑

k=1

ak

(

x

k

)

,

9 & � � � ak ∈ Rs �& / (

E((x + 1)n) =
n

∑

k=1

akE [

(

x

k

)

+

(

x

k − 1

)

]

=
n

∑

k=1

ak(x
k + xk−1)

= (x + 1)x−1E(xn).

�

×+ � i ∈ N

� � � ' � �
RRn

� � � + � � �& � (� � + �� � � '2� + + � � �  + � !, � + '~ � + 2

 !� ' ( + � � � *� � � ns �� � � � � � � � � � � !� ' + � � � � ≤ + � RRn

� ( �+ ' ' + 9 (� � �

f, g ∈ RRn

& � 0 � � � � + ( α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn

� � �

β1 ≤ β2 ≤ · · · ≤ βn� � (� �, � !0 � '~ �& � � f ≤ g# ! �

αi ≤ βi

�+ � 1 ≤ i ≤ ns

� üýþ ÿ ý � �
�

��
�

�æ õ õ ê ö ò ó � ì ó

f ì ç ë g ì ú ò [−1, 0]ï ú ê ê ó ò ë � è ó � f ≤ g 	


 � ò ç E(f) ì ç ë E(g) ì ú ò [−1, 0]ï ì ç ë ö èé õ í òï ú ê ê ó ò ë� � è ó � E(f) � E(g) 	

÷ ú ê ê ù 	 �~ å �   � 4s 4 � � � ! � �/ , � ! + � 9 � + � '~ & � 0 � � + (& + 9 �& � �

E(f) �
E(g)s � �

f � � �

g

& � 0 � �& � (�  � � � � + ( �� , � � � �+ � + � � # !s �s # f = (x− α)h� � �

g = (x − β)h# 9 & �� � α < β # �& � �

E(g) = E(f) − (β − α)E(h),

� � � ( ! � , � E(h)

! � � �� '� , � ( E(f) 9 � & � 0 � E(f) � E(g)

.~ å �   � 6 s 6 s

� + 9 # (/ � � + ( � �& � �

f � � �

g � � � [−1, 0]2� + + � � � � + '~ � +  !� ' ( + � �� *� � �

n (/ , & �& � �

f ≤ gs �& � � �& �� � � � � [−1, 0]2� + + � � � � + '~ � +  !� ' ( {hi}
M
i=09 ! �&

(x + 1)n = h0 ≤ h1 ≤ · · · ≤ hM = xn,

(/ , & �& � �

f, g ∈ {hi}
M
i=0

� � �

hi−1

� � �

hi

+ � '~ � ! 	� � ! � + � � � � � + �+ �

1 ≤ i ≤ ns �� �& � � � �+ � � & � 0 �

E(h0) � E(h1) � · · · � E(hM),

� � � ( ! � , � E(h0) � E(hM)# .~ å �   � 4s Ý # �& � �& � + � �  �+ ' ' + 9 ( �� +  

å �   � 6 s �s �

�, + � (�� / � � , � + � �& � + � �  4s 8 ! ( �& � � ! �

{fi}
m
i=1

! ( � ( �� / � � , � + � ( � � � 2�� � �

[−1, 0]2� + + � � � � + '~ � +  !� ' ( + � �& � (�  � � � *� � � d# �& � � .~ å �   �
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6 s 6 � � � �& � + � �  4s 8 # �& � !  � *� / � �� � E + � � �~ � + � 2 � � *� � !0 � (/  

F =
∑m

i=1 µifi

9 ! ' ' . � [−1, 0]2� + + � � � 9 ! �&

E((x + 1)d) � E(F ) � E(xd).

� � ! ( � � (~ � + (� � �& � � � ( �� � �� � � � + '~ � +  !� '

f + � � � *� � � d

! ( [−1, 0]2� + + � � � ! � � � � + � '~ ! �

f, � � . � 9 � ! � � � � � (

f(x) = (x + 1)dg(
x

x + 1
),

9 & � � � g

! ( � ( �� � �� � � � � �

(−∞, 0)2� + + � � �s � � �& � + �& �� & � � �$# ( ! � , �

xi(x + 1)d−i

! ( [−1, 0]2� + + � � � 9 � & � 0 � �& � �

F, � � . � 9 � ! � � � � � ( � � + � 2

� � *� � !0 � (/  + � ( �� � �� � �

[−1, 0]2� + + � � � � + '~ � +  !� ' + � � � *� � � d

! � � � �

+ � '~ ! �

F (x) =
d

∑

i=0

aix
i(x + 1)d−i,

9 & � � � ai ≥ 0s �& ! ( � � + 0 � ( �& � + � �  4s 6 s

Ýs t � ä w ß| � ä y x w ß� âá àá x ã { w ß w} yv ä

×+ � � � ' � 0 � � � �� � � ! � ! + � (� � *� � � ! � * t2 ( �� , " ( + � � � . ' � � ��  / �� � ! + � ( 9 �

� � �� � �& � � � � � � � � + �6 �s å � �

Wt(n, k)

. � �& � � /  . �� + �

t2 ( � � , " ( + � �� . '�

� � �  / �� � ! + � ( ! � �& � (~   � �� !, *� + / � # Sn # 9 ! �&

k

�� (, � � � (s Ü�, � � � '~ #� � � � �5 # � � (& + 9 � � �& � � �+ � �� � �

n � � �

t

�& � � /  . �� ( {Wt(n, k)}n−1
k=0�+ �  � / � !  + �� ' (�� / � � , �s �& � � t = n − 1 � � �

t = 1 9 � *� � �& �

Ö/ ' �� !� � � � � �& � �� � �~ � � � � /  . �� ( � (� � � �8 � � � � � � � # Ö� �� , ! (� 8 s �8 � � #� � (� �, � !0 � '~ s �& � (� � � � " � + 9 � � + . � PF 2 (�� / � � , � ( � � � � � � � �6 # � � & � (

� � ! (� � �& � � / � ( � ! + � ! � �& ! ( ! ( �� / � �+ � *� � � � � '

ts � �� � 9 � 9 ! ' ' (� � � '� �& �

� � + . '�  � + �& � � ��  � � !0 � �+ � t = 2 � � �

t = n − 2s�& � � /  . �� ( W2(n, k) � � � (/ � � � ! ( ! � * '~ & � � � � + � � � � �  ! � � � � ( � ! � �

�& � !� , +  � � , � � � � ( !  � '� �+ �  s � � 9 � (� �, � � � '~ (& + 9 � �& � �

W2(n, k) =
(n + k)!(2n − k − 1)!

(k + 1)!(n − k)!(2k + 1)!(2n − 2k − 1)!
.

1 � � � 4 # 5 Ý # 6 Ù # 6 � � �+ � � � + + � ( � � �  + � � ! � �+ �  � � ! + � + � 22 ( �� , " ( + � � � . ' �

� � �  / �� � ! + � (s×� +  �& � , � (� r = 0

! � å �   � �s 5 � � � � �& � ! � � � � ! �~

n
∑

k=0

(

2n − k − 1

n − 1

)(

n

k

)

xk = (−1)n

n
∑

k=0

(

−n

k

)(

n

k

)

(−x)n−k,

! � �+ ' ' + 9 ( �& � � (2n−k−1
n−1

) ! ( � � n2 (�� / � � , �s

� üýþ ÿ ý � ��� �
�

� ê ú ì í í

n ≥ 0

ó � ò ö òû æ ò ç ð ò {W2(n, k)}n−1
k=0

� � � è ð � ú ò ð ê ú ëö

2ï ö ó ì ð � ö ê ú ó ì � í ò õ ò ú é æ ó ì ó è ê çö � ô ë òö ð ò ç óö � èö PF 	
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÷ ú ê ê ù 	 ��  �~ 9 � ! � � W2(n, k) � (

W2(n, k) =

(

2n−k−1
n−1

)(

n+k

n−1

)(

2n

2k+1

)

n2
(

2n

n

) .

� � ( !  � ' � , + � (�� / � � , � + � �& � � + � ! + � + �

PF 2 (�� / � � , � (� � � � ( � ( �+ ' ' + 9 (�

� �

{ai}i≥0

! ( PF

�& � � ( + ! ( {aki}i≥0 # 9 & �� � k

! ( � �~ � + ( ! � !0 � ! � � � *� � s� � � '~ ! � * �& ! ( � + �& � � + '~ � +  !� '

x(1 + x)2n 9 � (� � �& � � ∑
k

(

2n

2k+1

)

xk ! (

� � � '2� + + � � �s �& �� � �+ � � �& � � + '~ � +  !� '$#

n−1
∑

k=0

(

n + k

n − 1

)(

2n

2k + 1

)

xk =
n−1
∑

k=0

(

2n − k − 1

n − 1

)(

2n

2k + 1

)

xn−1−k,

! (� � � '2� + + � � �s � � + �& �� � � � ' !, � � ! + � + � å �   � �s 5 � * !0 � ( �& � �

Wn,2(x)! (� � � '2� + + � � �s �

� � ! ( � � (~ � + (� � �& � � � � ��  / �� � ! + � π ∈ Sn

! ( (n − 2)2 ( �� , " ( + � �� . '�

! � � � � + � '~ ! � ! � ! ( � + � + � �& � �+ �  σn1s �& / ( �& � *� � �� � � ! � * �/ � , � ! + �

(� � ! ( � � (

xWn,n−2(x) = An(x) − xAn−2(x),

9 & � � � An(x)
! ( �& � n

�& Ö/ ' �� !� � � + '~ � +  !� 's

� üýþ ÿ ý � ��
�
��
�

� ê ú ì í í ú òì í çæ é � ò ú ö t > −2 ì ç ë è ç ó òî ò ú ö n > 2 �
ó � ò

õ ê íô ç ê é è ì í
An(t, x) = An(x) + txAn−2(x),

èö ú òì íï ì ç ë ö èé õ í òï ú ê ê ó ò ë 	 � ê ú ò êñ ò ú � An(t, x)/x ö ó ú è ð ó íô è ç ó ò ú í ì ð òö An+1(t, x)/xù ê ú −2 < t ≤ 3 	

�þ ÿþ � � � ÿ� ��
�
�
�

� ê ú ì í í

n ≥ 2 � ò � ìñ ò ó � ì ó

{Wn−2(n, k)}n−1
k=0

èö PF 	

� ê ú ò êñ ò ú � Wn,n−2(x) ö ó ú è ð ó íô è ç ó ò ú í ì ð òö Wn+1,n−1(x) 	

÷ ú ê ê ù ê ù 
 � ò ê ú òé �
	

�
	

� � ! ( 9 � ' ' " � + 9 � �& � �

An−1(x) � xAn−2(x) � � �

An−1(x) � An(x)s 1 + .~ å �   � 6 s 6 9 � & � 0 � �& � �

An(t, x)

! (� � � '2 � � �

( !  � '� 2� + + � � � �+ � t ≥ 0s � + 9 � 0 �� # 9 & � � t < 0 � ( !  ! '� � � � */  � � � � + � (

� + � � � � '~ så � �

En(t, x) = An(t, x
1+x

)s �& � �

En(t, x) = En(x) + tx(1 + x)En−2(x),

9 & � � � �& � , + � �, ! � � � � + xk ! � En(x), + / � � ( �& � � /  . �� + � (/ � � �, � ! + � (

σ : [n] → [k]# (� � �� # � � �s �& � ( � � + '~ � +  !� ' ( (� � ! ( �~ �& � � �, / � ( ! + � �

En(x) = x
d

dx
((1 + x)En−1(x)),

9 ! �& ! � ! � !� ', + � � ! � ! + � E1(x) = xs �& / (Ú# ! � 9 � ' � �

Gn(x) = En+1(x)/x9 � & � 0 � �& � �+ ' ' + 9 ! � *� �, / � ( ! + � �

Gn(x) =
d

dx
(x(1 + x)Gn−1(x)),

� Ýs 5 �
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9 ! �&

G0(x) = 1s � .0 ! + / ( '~ Gn(x)

! (� � � '2 � � � ( !  � ' � 2� + + � � �s � � 9 �

� � � '~ � Ýs 5 � �9 + � !  � ( 9 � *� � �& � �� / � � ! + � �

Gn(x) = (1 + 6x + 6x2)Gn−2(x) + 3x(1 + 2x)(1 + x)G′
n−2(x)+

x2(1 + x)2G′′
n−2(x),

� � �

Gn(t, x) = (1+(6+t)x+(6+t)x2)Gn−2(x)+3x(1+2x)(1+x)G′
n−2(x)+

x2(1 + x)2G′′
n−2(x).

�+ � � � '~ �& � + � �  �s 4 9 � � � � � (& + 9 �& � � �+ � � ' '

ξ ∈ R

� � �

−2 < t < 0�& � � + '~ � +  !� '

F (ξ, z) := (1 + (6 + t)ξ + (6 + t)ξ2) + 3ξ(1 + 2ξ)(1 + ξ)z + ξ2(1 + ξ)2z2

! (� � � '2� + + � � �s �& � � ! (, � !  ! � � � � + �

F (ξ, z)#

∆(F (ξ, z)) = ξ2(1 + ξ)2(2 + t + (3 − t)(1 + 2ξ)2),

! ( � + � 2 � � *� � !0 � 9 & � � −2 ≤ t ≤ 3# ( + F (ξ, z)� � � '2� + + � � � �+ � �& � ( � ts1 ! � , � � ' ' �& � Qk

( � � � ( � � � �� � � ! � ! ( � � (~ � + (� � �& � �, + � � ! � ! + � � � � � � ! � �& �

( �� � �  � � � + � �& � + � �  �s 4 ! ( (� � ! ( � � �s � + � � + 0 � � # 1+(6+ t)x+(6+ t)x2

( �� !, � '~ ! � � �� '� , � ( 3x(1 + 2x)(1 + x) 9 & � � t > −2 ( + �& � + � �  �s 4

� � � ' ! � (s 1 ! � , � Gn

( �� !, � '~ ! � � � � '� , � ( Gn+1

9 � & � 0 � .~ �& � + � �  �s 4 � � �

% + � + ' '� � ~ 6 s Ý �& � �

φF (Gn) ( �� !, � '~ ! � � � � '� , � ( φF (Gn+1)s �& / ( An(t, x)( �� !, � '~ ! � � �� '� , � ( An+1(t, x)s �

8 s q �
� { âá x } ßv ßv z

W � � { âá x } ßv à y â� v yã } ß â ä

�

q2 � � � ' + * + � �& � Ö/ ' �� !� � � + '~ � +  !� ' ( 9 � ( ! � �� + �/ , � � � � � ( �/ � ! � �

! � �5 � � � � � �/ � �& � � ( �/ � ! � � ! � �5 Ù �s � � ! ( � � � � � � .~

An(x; q) :=
∑

π∈Sn

xexc(π)qc(π),

9 & � � � c(π) � � �

exc(π)

� � � + � � ( �& � � /  . �� + � ð ô ð í òö � � � ò � ð ò ë ì ç ð òö ! �

π� � ( � �, � !0 � '~ s �& � ( � � + '~ � +  !� ' ( (� � ! ( �~ �& � � �, / � ( ! + �

An+1(x; q) = (nx + q)An(x; q) − x(x − 1)
∂

∂x
An(x; q),

9 ! �& ! � ! � !� ', + � � ! � ! + � A0(x; q) := 1s 1 � � �5 Ù � �+ � � � � + + �s �& � �+ ' ' + 9 ! � *

�& � + � �  � � � � � � ( ! � �5 Ù �s

� üýþ ÿ ý � ��
�
�
�

� ò ó q ∈ R � q > 0 	


 � ò ç ó � ò õ ê íô ç ê é è ì íö An(x, q)

� ìñ ò

ê ç íô ú òì í ç ê çï õ êö è ó èñ ò ö èé õ í ò � ò ú êö 	

�� � � � ! � ' ( +  � "� ( �& � �+ ' ' + 9 ! � *, + � � �, �/ � � �

�þ � � ý � � � ÿ ý �
�
�
�

� ò ó n,m ∈ N 	


 � ò ç An(x;−m)

� ì ö ê ç íô ú òì í � ò ú êö 	
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� � 9 & � � �+ ' ' + 9 ( 9 � 9 ! ' ' � � + 0 � �& ! (, + � � �, �/ � � / ( ! � *  / ' � !� ' !� � n2( �� / � � , � (s ×+ � n ∈ N

� � � � � �& � � + '~ � +  !� ' ( En(x; q)

.~ �

En(x; q) := (1 + x)nAn(
x

1 + x
; q).

� � ! (, ' � � � �& � �

En(x; q)

! (� � � '2� + + � � � ! � � � � + � '~ ! �
An(x; q)

! (� � � '2

� + + � � �s �& � (� � + '~ � +  !� ' ( (� � ! ( �~ � ( +  � 9 & � � � � ( ! �� � �, / � ( ! + � s ��  � '~ #

En+1(x; q) = (1 + x){qEn(x; q) + x
∂

∂x
En(x; q)},

� 8 s 5 �

9 ! �& ! � ! � !� ', + � � ! � ! + � E0(x; q) = 1s � + 9 # �+ � q ∈ R

' � �

Γq : R[x] → R[x]. � �& � ' ! � � � � + � � � � � + � � � � � � � .~ Γq(f(x)) = qf(x) + xf ′(x)s 1 ! � , �

Γq(x
n) = (q + n)xn 9 �  �~ � � � '~ å �   � �s 5 4s

� üýþ ÿ ý � �
�
�
�

� ò ó q ∈ R

ì ç ë n ∈ N 	
� ù

q ≥ 0 � n ≤ −q ê ú q ∈ Z

ó � ò ç

En(x; q)

� ì ö ê ç íô ú òì í � ò ú êö 	

÷ ú ê ê ù 	 ��  �~ 9 � ! � � �8 s 5 � � (

En+1(x; q) = (x + 1)Γq[En(x; q)].

�& � , � (� ( q ≥ 0 � � �
n ≤ −q

�+ ' ' + 9 �� +  å �   � �s 5 4 .~ ! � �/ , � ! + � s ��

 �~ �& �� � �+ � � � ( (/  � �& � �

q = −m

! ( � � � *� � !0 � ! � � � *�� s �� , '� !  �& � �

deg En(x; q) = n

! �

n ≤ m � � �

deg En(x; q) = m

! �

n ≥ ms ×� +  �& ! (

�& � � � � '2� + + � � � � � ( ( �+ ' ' + 9 ( .~ å �   � �s 5 4 � � � ! � �/ , � ! + � s �& � , � (�

n ≤ m
! (, '� � � ( ! � , � Γq[x

n−1] = −(m−n+1) < 0s �& � , � (� n > m � ' ( +

�+ ' ' + 9 ( .~ ! � �/ , � ! + � s 1/ � � + (� �& � �

n ≥ m � � � �& � �

deg En(x; q) = ms�& � � .~ �& � � �, / � ( ! + � 9 � & � 0 � �& � �

deg En+1(x; q) ≤ m+1s � + � � + 0 �� #( ! � , � Γq[x
m] = 0 9 � & � 0 � �& � �

deg En+1(x; q) ≤ ms å � �

a 6= 0

. � �& �

, + � �, ! � � � � + xm + �

En(x; q)s �& � � �& � , + � �, ! � � � � + xm + �

En+1(x; q)! ( aΓq[x
m−1] = −a# ( + deg En+1(x; q) = m# � � � �& � �& � ( ! ( �+ ' ' + 9 (s �

�& � Ö/ ' �� !� � � + '~ � +  !� '$# P (W,x)# + � � � � ! � � % +� � � � � *� + / � W

! (

�& � � + '~ � +  !� '$#

P (W,x) =
∑

σ∈W

xdW (σ),

9 & � � � dW (σ)

! ( �& � � /  . � � + �

W 2 � � (, � � � ( + �

σ # (� � � 7 �s �& ! ( � + '~ 2

� +  !� ' ! ( � ' ( + �& � *� � � � � � ! � * �/ � , � ! + � �+ � �& � h2 0 �, � + � + � �& � % +� � � ��

, +  � '� � � ( ( +, !� � � � � + (W,S)s ×+ � % +� � � � � *� + / � ( + � �~ � � An

9 � & � 0 �

�& � �

P (An, x) = An(x)/x# �& � (& ! � � � � Ö/ ' �� !� � � + '~ � +  !� 's � ' ( + # �+ �

% +� � � �� *� + / � ( + � �~ � � Bn

! � ! ( " � + 9 � # (� � � 7 � # �& � �

P (Bn, x)# & � ( + � '~

� � � '� �� + (s � � ! ( � � (~ � + (� � �& � �

P (W1 × W2, x) = P (W1, x)P (W2, x)�+ � � � ! � � % +� � � � � *� + / � ( W1

� � �

W2s
� ' ( + # �& � � � � '2� + + � � � � � ( (, � � . �

, & �, "� � � � & +, �+ � �& � � � , � � � ! + � � ' *� + / � (s �& / (Ú# .~ �& � , '� ( ( ! �, � � ! + �

+ � � � ! � � !� � � �/ , ! . '� % +� � � �� *� + / � (Ú# � + � � + 0 � �& � �

P (W,x)

& � ( + � '~

� � � '� � � + ( �+ � � ' ' � � ! � � % + � � � �� *� + / � ( ! � (/ �, � ( � + � � + 0 � �& � �

P (Dn, x)! (� � � '2� + + � � � �+ � % +� � � �� *� + / � ( + � �~ � � Dns �& � � � � '2� + + � � � � � ( ( + �
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P (Dn, x)

! (, + � � �, �/ � � � .~ �� � � � ! ! � � 7 �s � � ! ( " � + 9 � �& � � �& � Ö/ ' �� !� �

� + '~ � +  !� ' ( + � �~ � � An, Bn

� � �

Dn

� � � � � '� � � � .~ # (� � � 7 # 6 7 # � Ý � �

P (Dn, x) = P (Bn, x) − n2n−1xP (An−1, x).

�& ! (� � '� � ! + � (& !� 9 � ( �� ( � � + � !, � � .~ 1 � �  .� ! � *� � � Ý �s � � � ( � � � � + 2

9 � � � ( � � + 0 ! � * �& � � � � '2� + + � � � � � ( ( + �

P (Dn, x)

! ( � + ' � � � �  + � � � . + / �

�& � � � '� � ! + � (& ! � ( . � �9 � � � �& � � � � + ( + �

P (Bn, x) � � �

P (An, x)s�� � � � ! � 7 � ! � �� + �/ , � � � q2 � � � ' + * + �

P (Bn, x)

Bn(x; q) =
∑

σ∈Bn

qN(σ)xdB(σ),

�8 s 6 �

9 & � � � dB(σ)

! ( �& � � /  . � � + �

Bn

2 � � (, � � � ( + �

σ � � �

N(σ)

! ( �& � � /  . ��

+ � � � *� � !0 � � � �� ! � ( + �

σ # (� � � 7 �s � � � � + 0 � � �& � �

∑

i≥0

((1 + q)i + 1)nxi =
Bn(x; q)

(1 − x)n+1
,

�8 s � �

� � � �& � �

Bn(x; q)

! ( � � � '2 � � � ( !  � '� 2� + + � � � �+ � � ' '

q ≥ 0s 1/ � � + ( �

�& � �

f(i)

! ( � � + '~ � +  !� ' ! � i + � � � *� � � d# �& � � �& � � + '~ � +  !� '

W (f)

! (

� � � � � � .~

∑

i≥0

f(i)xi =
W (f)(x)

(1 − x)d+1
,

� � � , � � (& + 9 # ( � � �� � # �& � �

E(f) � � �

W (f) � � � � � '� � � � .~ �

E(f)(x) = (1 + x)deg(f)W (f)(
x

1 + x
).

�8 s 4 �

� � �+ ' ' + 9 ( �& � �

W (f)

& � ( + � '~ � � � ' � + � 2 � + ( ! � !0 � � + + � ( ! � � � � + � '~ ! �

E(f)! ( [−1, 0]2� + + � � �s 1 ! � , � ((1 + q)i + 1)n

! ( � [−1, 0]2� + + � � � � + '~ � +  !� '

! � i

�+ � � �~ q ≥ 0

! � �+ ' ' + 9 ( �� +  �s *s �& � + � �  4s 6 �& � �

Bn(x; q)

! (

� � � '2� + + � � � ! � x

�+ � � �~ �� � �

q ≥ 0s � � ! ( � � �/ � � ' � + *� � �� � ' !� � Bn(x; q)� + & � 0 � n+1 � � � �  � � � � ( � ( Bn(x;q) := W
(
∏n

i=0

(

(1+qi)x+1
))s �& ! (

� + '~ � +  !� ' & � ( � � !, � , +  . ! � � � + � !� ' ! � � �� � � � �� � ! + � �

� üýþ ÿ ý � ��
�
�
�

� ê ú ì í í

n ∈ N

� ò � ìñ ò�

Bn(x,q) =
∑

σ∈Bn

q
χ1(σ)
1 q

χ2(σ)
2 · · · qχn(σ)

n tdB(σ),

� � ò ú ò

χi(σ) =

{

1

è ù

σi < 0,

0

è ù

σi > 0.

÷ ú ê ê ù 	 �& � � � + + � ! ( � � + .0 ! + / ( *� � �� � ' !� � � ! + � + � �& � � � + + � + � �& � + � �  

�s 4 + � � 7 �s �

� + � � �& � � �& ! ( �& � + � �  * !0 � ( � ( �  !2, +  . ! � � � + � !� ' ! � � �� � � � �� � ! + � + �

�& � W 2 �� � � ( �+ �  + � � �~ [−1, 0)2� + + � � � � + '~ � +  !� 's

�þ ÿþ � � � ÿ� �
�
��
�

� ò ó n ∈ N

ì ç ë í ò ó q1, q2, . . . , qn

� ò ç ê çï ç òî ì ó èñ ò ú òì í

çæ é � ò ú ö 	 
 � ò ç Bn(x;q)

� ì ö ê ç íô ú òì í ì ç ë ö èé õ í ò � ò ú êö 	
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�� � � � � �& � �+ ' ' + 9 ! � * '�   � + � �& � �� *� � � + �

W (f)s

� ý � � � ��
�

��
�

� ò ó f ∈ R[x] 	


 � ò ç

deg W (f) = deg f − mult(−1, E(f)).

� ê ú ò êñ ò ú � mult(−1, E(f))

èö òû æ ì í ó ê ó � ò é ì � èé ì í è ç ó òî ò ú k ö æ ð � ó � ì ó

(x + 1)(x + 2) · · · (x + k)

ë èñ è ë òö f 	

÷ ú ê ê ù 	 1 ! � , � deg E(f) = deg f

�+ � � ' '

f 9 � & � 0 � .~ � 8 s 4 � �& � �

deg W (f) =
deg f − mult(−1, E(f))s � � 9 � � � � � � �

f

! � �& � .� ( ! ( {(−x−1
i

)

} � ( �

f(x) =
∑

i≥0

(−1)iai

(

−x − 1

i

)

,

=
∑

i≥0

ai

i!
(x + 1) · · · (x + i),

9 � & � 0 � .~ å �   � 4s � �& � �
E(f)(x) =

∑

i≥0

ai(x + 1)i,

� � � �& � '�   � �+ ' ' + 9 (s �

�� � + 9 & � 0 �  + � � � � �, ! (� " � + 9 ' � � *� + � �& � ' +, � � ! + � + � �& � � �� + ( + �

Bn(x; q)

�+ � � � ~ * !0 � � q ≥ 0s

� üýþ ÿ ý � ��
�

�
�

� ò ó 0 < q < t ∈ R

ì ç ë n > 0

� ò ì ç è ç ó òî ò ú 	 
 � ò ç

Bn(x; 0) � Bn(x; t) � Bn(x; q) � xBn(x; 0),

� � ò ú ò ó � ò ó � ú ò ò � ú ö ó õ ê íô ç ê é è ì íö � ìñ ò ç ê ð ê é é ê ç � ò ú êö 	

÷ ú ê ê ù 	 å � �

0 < r < s < 1s �& � � .~ �& � � � + + � + � å �   � 4s 4 9 � & � 0 �

E(xn) � E(x(x+r)n−1) �strict E((x+r)n) �strict E((x+r)n−1(x+s)) �

E((x + s)n) �strict E((x + s)n−1(x + 1)) � E((x + 1)n),

9 & � � � �strict

 � � � ( ( �� !, � '~ � ' � � � � � � ! � * '� � � + �s 1 ! � , � (x + 1)E(xn) =
xE((x + 1)n)

�& ! ( !  � ' !� (

E(xn) �strict E((x + r)n) �strict E((x + s)n) �strict E((x + 1)n).

� + 9 ( ! � , �

Bn(x; q) = (q+1)nW ((x+
1

1 + q
)n) = (q+1)n(1−x)nE((x+

1

1 + q
)n)(

x

1 − x
),

9 � ( � � .~ å �   � 8 s 8 �& � �

deg Bn(x; 0) = n − 1 � � �

deg Bn(x; q) = n! �

q 6= 0s � + � � + 0 � � # �& � � ' � � � � � � ! � * � � + � � � �~ ! ( � � � (�� 0 � � / � � �� �& �

+ � �� � � ! + � �8 s 4 � � � � �& � �& � + � �  �+ ' ' + 9 (s �

� � �+ ' ' + 9 ( �� +  �8 s 6 � �& � �

P (Bn, x) = Bn(x; 1) � � �

P (An, x) =
Bn(x; 0)s

�þ ÿþ � � � ÿ� �
�

�
�

� ê ú ì í í è ç ó òî ò ú ö n ≥ 1 � ò � ìñ ò ó � ì ó

P (An, x) ö ó ú è ð ó íô

è ç ó ò ú í ì ð òö P (Bn, x) 	
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1 ! � , � P (An, x) � xP (An−1, x) � � �

P (An, x) � P (Bn, x)# 9 � & � 0 � .~

å �   � 6 s 6 �& � � �+ � � ' '

t ≥ 0

�& � � + '~ � +  !� '

P (Bn, x) + txP (An−1, x)! (� � � '2� + + � � �s � � �+ � �/ � � � � '~ � ( !  ! '� � � � */  � � � � + � ( � + � � � � '~ 9 & � �

t < 0s � � � , � � �� �� � , �  + � � �� +  �8 s � �s �� � � � ! � 7 � � � + 0 � � �& � � �& � � + '~ � + 2

 !� '

∑

σ∈Bn,N(σ)∈{k,n−k}

xdB(σ),

! (� � � '2� + + � � � �+ � � ' ', & + !, � ( + �

0 ≤ k ≤ ns � ( ! � * �& � + � �  4s 8 9 � , � �

� � � � � � �& ! (� � (/ ' � � + �

�þ ÿþ � � � ÿ� ��
�

�
�

� ò ó S � ò ì ç ô ö æ � ö ò ó ê ù [0, n] 	
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P (Bn, S; x) :=
∑

σ∈Bn,N(σ)∈S

xdB(σ),

� ì ö ê ç íô ú òì í ì ç ë ö èé õ í ò � ò ú êö 	
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! � . + �& ( ! � � ( + � �8 s � � 9 � (� � �& � �

P (Bn, S; x) = W (fn(S; x)) 9 & � � �

fn(S; x) =
∑

s∈S

(

n

s

)

xs(x + 1)n−s.

1 + �& � �& � + � �  �+ ' ' + 9 ( �� +  �& � + � �  4s 6 s �

� � � ! � ( �� � , � + � �& � + � �  8 s 7 ! ( � � � � !, / '� � '~ ! � � � � � ( � ! � *s Ü�, � ' ' �& � �

� % + � � � �� *� + / � + � �~ � � Dn

! ( ! ( +  + � � & !, � + �& � (/ . *� + / �

Dn = {σ ∈ Bn : 2 | N(σ)}
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� ê ú ì í í

n ∈ N

ó � ò õ ê íô ç ê é è ì í

∑

σ∈Dn

xdB(σ)

� ì ö ê ç íô ú òì í ì ç ë ö èé õ í ò � ò ú êö 	
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h � �á | w yx y� ß � ßã } â� y� ä}ã à â} | } ß â | yã à âá �á ä

z á � } v á z � � � yã } v ßv z �á âá �} v ä ��

×+  ! � � � � Û � ' � 0 ! � ( "~ �5 � � � �, � � � '~ � ( ( +, !� � � � � + � � ~ � � ! � � ��~ '

*� + / � W � ( !  � ' !, !� ', +  � ' �� ∆FZ(W )s ×+ � �& � , '� ( ( !, � ' ��~ ' *� + / � (

Ã� ÄÅÆ Ç ÈÉ Ê É ÈÆ ËÌ Í É Î È ÊÅ ÍÆ ËÏ É Ç Ë ÇÉÐ Å Æ Ñ ÊÒ Ç

PF ÓÏ É ÍÏ ÇÉ ÊÔ
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h(∆FZ(An−1), x) =
1

n

n−1
∑

k=0

(

n

k

)(

n

k + 1

)

xk,

h(∆FZ(Bn), x) =
n

∑

k=0

(

n

k

)(

n

k

)

xk,

h(∆FZ(Dn), x) = h(∆FZ(Bn), x) − nxh(∆FZ(An−2), x).
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� � �

Bn

& � 0 �

+ � '~ � � � '� �� + (s �� 9 ! ' ' & � � � (& + 9 �& � � ( + & � ( h(∆FZ(Dn), x)s
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� ò ó α, β ∈ R

� ò ö æ ð � ó � ì ó

α ≥ 0, 2α + β > 0 ì ç ë í ò ó

n ≥ 2

� ò ì ç è ç ó òî ò ú 	 
 � ò ç ó � ò õ ê íô ç ê é è ì í

Fn(α, β) := αh(∆FZ(Bn), x) + βnxh(∆FZ(An−2), x),

èö ú òì íï ì ç ë ö èé õ í òï ú ê ê ó ò ë 	 � ê ú ò êñ ò ú � h(∆FZ(Bn−1), x) ö ó ú è ð ó íô è ç ó ò úïí ì ð òö Fn(α, β)

è ù

α > 0 ì ç ë ö ó ú è ð ó íô ì í ó ò ú ç ì ó òö í ò ù ó ê ù Fn(α, β)

è ù

α = 0 	

�þ ÿþ � � � ÿ� �
�
�
�

� ò ó W � ò ì � ç è ó ò � ò ô í î ú êæ õ 	 
 � ò ç h(∆FZ(W ), x)

� ì ö ê ç íô ú òì í ì ç ë ö èé õ í ò � ò ú êö 	 � ê ú ó � ò ð í ì ö ö è ðì í � ò ô í î ú êæ õ ö � ò � ìñ ò

ó � ò ù ê í í ê � è ç î ú ò í ì ó è ê çö � è õö �

h(∆FZ(An−1), x) � h(∆FZ(An), x),

h(∆FZ(Bn−1), x) � h(∆FZ(Bn), x),

h(∆FZ(Bn−1), x) � h(∆FZ(Dn), x),

h(∆FZ(An−1), x) � h(∆FZ(Bn), x),
� � ò ú ò ó � ò è ç ó ò ú í ì ð è ç î èö ö ó ú è ð ó 	

÷ ú ê ê ù 	 ×+ � �& � � � , � � � ! + � � ' ��~ ' *� + / � + � � , � � , & �, " �& � � � � '2� + + � � � � � ( (

� � & +, # ( � � � �Ù �s �& � �

{h(∆FZ(An), x)}n≥0

�+ �  � 1 �/ �  (�� / � � , � ! (

� � + 0 � � ! � �8 �s �& � + �& � � , � ( � ( �+ ' ' + 9 ( �� +  �& � + � �  � s 5ts �

�& � �ì ë ì é ì ú ë õ ú ê ëæ ð ó + � �9 + � + '~ � +  !� ' (

p(x) = a0 + a1x + · · · + amxm

q(x) = b0 + b1x + · · · + bnxn

! ( �& � � + '~ � +  !� '

(p ? q)(x) = a0b0 + a1b1x + · · · + aNbNxN ,

9 & � � � N = min(m,n)s �� ' + � � + 0 � � �& � � ! � �& � � � � + ( + �

p � � � � � � ' � � �

�& � � � � + ( + �

q � � � � � � ' � � � + � �& � (�  � ( ! *� �& � � �& � � �� + ( + �

p ? q � � �

� � � ' � ( 9 � ' 's �& ! ( � ' ( + �+ ' ' + 9 ( �� +  �& � + � �  �s � ( ! � , � p ? q = Γ[pSq]9 & � � � Γ

! ( �& �  / ' � ! � ' !�� (�� / � � , � { 1
k!
}∞k=0

s � � ! ( " � + 9 � # (� � �s *s �5 7 � #�& � � ! �

f

& � ( + � '~ � � � '� � � + ( �& � � � ' '� �� + ( + �

Γ[f ] � � � � � � ' � � � ( !  � '�

� � , � � � �+ � � + ( ( ! . '~ � � �& � + � ! * ! � s
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å � �

Fn(α, β) = αh(∆FZ(Bn), x)+βnxh(∆FZ(An−2), x)s��  �~ 9 � ! � � Fn(α, β) � (

Fn(α, β) = α(x + 1)n ? (x + 1)n + β
(

x(x + 1)n−1
)

? (x + 1)n−1,

9 & � � � �& � �� ( � (/   � � �, � � . � 9 � ! � � � � � (

(x + 1)
(

(x + 1)n−1 ? (x + 1)n−1
)

+ 2
(

x(x + 1)n−1
)

? (x + 1)n−1.

�& / ( Fn(α, β) = α(x+1)f +(2α+β)g 9 & � � � f = (x+1)n−1?(x+1)n−1

� � �

g =
(

x(x + 1)n−1
)

? (x + 1)n−1s �~ �& � � ! (, / ( ( ! + � . � �+ � � �& ! ( � � + + �

9 � & � 0 � �& � � �+ � � ' '� � � ', & + !, � ( + �

γ, δ ∈ R

�& � � + '~ � +  !� '

γf + δg =
(

(γ + δx)(x + 1)n−1
)

? (x + 1)n−1,

! (� � � '2 � � � ( !  � ' � 2� + + � � �s �~ �& � � .� � (, & "+ 	 �& � + � �  9 � ! � ��� �& � �

f ( �� !, � '~ � ' � �� � � � � ( '� � � + �

gs � + 9 # ( ! � , � f � (x + 1)f � � �

f � g9 � " � + 9 .~ å �   � 6 s 6 �& � �

f � ! �& �� ! � � �� '� , � ( + � � ' � �� � � � � ( '� � � + �

Fn(α, β)

�+ � � ' '

α, β ∈ R

(/ , & �& � �

sgn(α) = sgn(2α + β)s � + � � + 0 �� #( ! � , � g � � �

f

& � 0 � � + , +   + � � �� + ( � + � � + � ( Fn(α, β) � � �

f

� � � + 0 ! � � �

�& � �

2α + β 6= 0

�s �

�ts � � y � } â} v á ßx � y x ã ä

�& �� � � � � � �� 9 . ! ' ! � � � � �+ �  ( + � � + '~ � +  !� ' ( �& � � +, , / � �� �� / � � � '~

! � , +  . ! � � � + � !, (s å � �

# : R[x] × R[x] → R[x]

. � � � � � � � .~

(f#g)(x) :=
∑

k≥0

f (k)(x)g(k)(x)
xk

k!
.

�& ! ( � � + �/ , � ! ( !  � + � �� � � 9 & � � � � � '~ � ! � * & + 9 �& � �& � � �� + ( + �

σ2� + '~ � +  !� ' ( . � & � 0 � / � � � � � ! ( � + ! � � / � ! + � + � *� � � & ( # ( � � �5 5 �s

� üýþ ÿ ý � �
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ó � ò ö ì é ò ö è î ç 	 
 � ò ç f#g

èö ú òì íï ú ê ê ó ò ë 	

÷ ú ê ê ù 	 �& � �& � + � �  �+ ' ' + 9 ( �� +  �& � + � �  �s 5 5 # ( ! � , � {1}∞k=0

! ( �� !0 !� ' '~

�  / ' � !� ' !� � 2 (�� / � � , �s �

�& ! ( *� � �� � ' !� � ( � � � (/ ' � + � �� * � �� # 9 & + � � + 0 � � �& � �

f#g

! (� � � '2

� + + � � � 9 & � � � 0 �� f � � �

g
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! ( !  � + � �� � � ! � �& � �& � + � ~ + �

(P, ω)2 � � � � ! � ! + � ( � � � �& � � � * *� � (2 1 �� � '�~
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