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f ∈ R
n� � � � u� t� �� � �x u � y� u |{ } y� ~ � w� yz � �� |{ � � w� y� v �� v � �u« ¢ { � |�� x y� w�v ~ �� z z y� ~ w�v � �u z } 

(C)x(f )






min
(s,λ)

E(x, s, λ),

}p� x� Ctλ +
∑

i∈I(x)

Bt
isi = f ,

λ ≥ 0,

(P)x(f )

{
min

u
Π(x, u) − f tu,

}p� x� Cu ≤ g,

ü



� tu � u g ∈ R
r y} � �u� xv �v � ~� w} � u x� u u� x tu� v � x� � x� v |u} � � | � y ~ y |v �} x� � �u} � � � |

C ∈ R
r×n y} � ¡ y� u z � x y�x �� � } �v � z � x yv � z � x� y« � �u t� �u yz w � y� y x �� � } } { z u | x t� x x tu z � x� y«

C

y} �� � � ��� � � � � � � � � � �� x t� x y} � x t� x

CCt = I� s tu w�v � �u z (C)x(f )

y} ¡� v � � � } x tu w� y�� y w �u v � z y� yz { z � v z w �u z u� x� �� u� u � ~ � � � � | x tu

w�v � �u z (P)x(f)

y} x tu w� y�� y w �u v � z y� yz{ z wv x u� x y� � u� u � ~ � �¥ ¢ { y �� �u� x �� � x tu u¢ { y � y �� y{ z w�v � �u z� � � � u � � y x x u� � } � ù ù s} � } x u z �v � x tu w� y� (C)x(f )� � |

(P)x(f )�� u ª� u

Q(x) :=




Bt Ct 0

0 0 −C

I 0 −D(x)B



 , q(f ) :=




−f

g

0



 ,

� � |

Y := R
m×R

r
+×R

n� � tu � u

B ∈ R
m×n

y} x tu z � x � y« � y x t �v � }

B1, . . . , Bm� � � |

D(x) =

| y� ~ (x) ∈ R
m×m�s tu� � x tu w� y� (s, λ)} v � �u} (C)x(f )� � |

u

} v � �u } (P)x(f )

y �� � |v � �� y � x tu �u� xv � y∗ = (st, λt, ut)t ∈ Y} v � �u} x tu � �� u �� � y� x yv � � � y� u¢ { � � y x� w�v � �u z AVI(q(f), Q(x), Y )

®} u u� u� ~� � ® �� ¤ ¯� ± �v � x tu |u ª� y x yv � ± 

[Q(x)y∗ + q(f)]t(y − y∗) ≥ 0,

�v � � � �

y ∈ Y .

¥ y x tu � v � x tu u¢ { y � y �� y{ z w�v � �u z �v � z { �� x yv � } (C)x(f)� (P)x(f)� v � AVI(q(f), Q(x), Y )

t� } y x} � | �� � �x� ~ u} � � | | y} � | �� � x� ~ u}p� �v � u « � z w �u� x tu w�v � �u z (C)x(f) wv } } u } } u} � x z v } xv � u v w x yz � �} v �{ x yv � �v �

u �u �� |u } y~� x ∈ R
m
+

© � x x tu } � z u x yz u� x tu v �� u� x y �u �{ �� x yv � E y} v � �� �v � u � } u z y� v � x y� { v { } �� � | z � � � uy� ª� y x u � �v � } v z u

x ∈ ∂R
m
+� þv x t w�v � �u z } t� �u � u u� } x{ | yu | �� ¤� x� y ¡} } v � � � | ¤u x u �} } v � ® ¤� ¤ ¯ü ±� � � |

� u } { z z � � y � u } v z u v � x tu y� � u} { � x} � u �v � �

�� �� �� �	 � �
 �
� �� (i)

� �� � � � � ���� � � � �� �

x ⇒ arg min(C)x(f )

� � � �� � � � � �� � �� � � � ��� � �� �� �� � µ

x ∈ R
m
+

�� � � � � � �� � �� � � � ��� � �� �� �� � µ x > 0
m � �� �� � �� � � � � � �� � � � �� � � � ��� � � �µ � ��� � � � � � � � �µ � � � �� � � �¨ �� �� �� � µ

x ∈ R
m
+

��� � � �� �� � �� � � �� � � � � �� � x ⇒ argmin(C)x(f ) ∩ { (s, λ) ∈ R
m × R

r
+ | E(x, s, λ) ≤ C } � �� � � � �� � � � ��� �� �� � µ � � � � � � � �

C > 0 �

(ii)

� �� � � � � ���� � � � �� � x ⇒ argmin(P)x(f)

� � � �� � �� � � � ��� � �� �� �� � µ x > 0
m � �� �� � �� � � � � � �� � � � �� � � ���� � � �µ � ��� � � � � � � � �µ � � � �� � � � � � �� � � �¨ �� �� �� � µ

x ∈ R
m
+

�

(iii)

� �� � � � � � �� � � � �� �

x ⇒ SOL(q(f), Q(x), Y )

� �� �� �� � � � � ��� � � �µ � ��� � � � � � � � �µ � � � �� � � � � � �� � � �¨ �� �

� �� � µ

x ∈ R
m
+

�

�{ � { � x yz � x u ~v � � y� x t y} w� w u � y} xv u } x� � � y} t } x� x yv � � �� � v � | y x yv � } x t� x z { } x � u �u � y ªu | �� � yz y x

wv y� x} v �� u � x� y� } u¢ { u�� u} v � wv } y x y �u |u} y ~� }p� �u� � � � v x{ } u x tu u¢ { y � y �� y{ z �v � z{ �� x yv � ~ y �u� �� x tu

w�v � �u z (C)x(f )

�v � x t y} w{ � wv } u� � u� � { } u y x} v �� u� x y �u � yv �� x u } } { � t� �� } y� � v � | y x yv � �v � } u� } y x y � y x�� � � �� } y} � }� v � x y� { y x� � � u y x tu � x tu w�v � �u z (P)x(f )

y} } { y x� � �u �v �{ } � � u� � { } u x tu |u } y ~� � xv � } x� x u z � w w y� ~y x y� |{ � u} y} � v x� �v } u |� s tu � u �v � u� � u � y � �{ } u x tu w� yz � �� |{ � �� t� �� � x u � y�� x yv � v � x tu u¢ { y � y �� y{ z ~ y �u� ��

AVI(q(f ), Q(x), Y )

y� x tu } u¢ { u ���u� �v } u x tu } { �} u� x yv � �� |u ª� y� ~ x tu �u� } y � �u } u x ~ u� u �� x u | �� x tu u¢ { y � y �� y{ z � v � } x�� y� x 

F(f) := { (x, s, λ, u) ⊂ R
m
+ × R

m × R
r
+ × R

n | (s, λ, u) ∈ SOL(q(f), Q(x), Y ) }. � õ �

��� � �� �� �� � �� � � �� � � � � � � � �� 
� �

�u{ } u� } x� u} }� v � } x�� y� u |� u y~ t x z y� yz y �� x yv � w�v � �u z v �� x�{ } } } { � � u� x xv { � y �� x u �� � �� y� x yv � �u } }� v � x� � x

� y x t} v z u � y ~ y |v �} x� � �u } � } � � u w� u } u� x� x y �u v � x tu | y �� { � x} x�{ � x{ �� �v w x yz y�� x yv � w�v � �u z }p� sv } ¡ y wv � uy� |u« � � |} yz w � y �� x tu � v x� x yv � � u� v � } y |u �� } y� ~ �u �v � |� � } u v � �� © x t y} |v u} � v x� ²u� x x tu � w w � y� � � y � y x� v �

v { � � u} { � x} xv z { � x y w �u �v � |� � } u} y� � � � � � � �s tu � u y ~ t x z y� yz y�� x yv � w�v � �u z � � � � u � � y x x u� � } �v � �v � } 

(W)





min
(x,s,λ,u)

w(x) :=
m∑

i=1

xi,

}p� x� (x, s, λ, u) ∈ F(f),

σixi ≤ si ≤ σixi, i = 1, . . . , m,

� tu � u σi ≤ 0� � |

σi ≥ 0� � u x tu } x� u} } �v { � |} y� � v z w� u} } yv � � � | x u� } yv � �v � x tu �� � i = 1, . . . , m� � � |

F(f)

y} ~ y �u� �� � õ ��s tu � u} { � x} v � x tu w� u} u� x w� w u � � � u v �� v { �} u � w w � y� � � �u xv � � y |u �� �� } } v � w�v � �u z } x t� � (W)� �v �u « � z w �u� z v � u ~ u� u �� �v �� u� x y �u �{ �� x yv � } � � � � u� v � } y |u � u |� } �v � ~ � } x tu � � � u � u� } v � � � �� � u ~{ �� � ® | y ���u � u� x y� � �up� v � � y w}� t y x �� v � x y� { v { } � � �� x� (x, s, λ, u)

±© � | | y x yv � � �� v � } x�� y� x} z � � � u� v � } y |u � u | ®} { � t� }

�

�v { � |} v � � |z y} } y � �u | y} w �� � u z u� x} � �v � � � �{ � ¡ � y� ~� v � } x�� y� x} � v � ~ �v �� �} x� � y � y x� � v � } x�� y� x} ±�  v � u �u ��xv ¡u u w x tu � v x� x yv � } yz w �u � u |v � v x | y}� { } } } { � t} x�� y~ t x �v � � � � | ~ u� u �� � y�� x yv � } y� |u x� y ��

! " l #$ r mo % l # % o & k %

�� �

ε

' �� � � � � � �� � �� � () �� � � �� *+ � � �� *, � � � �� � �� -

s tu } v �� � � �u |
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z � � � � { z u � y� � � | y �� { � x yu} wv } } u} } u | �� x tuv � y~ y� � � z v |u � w�v � �u z (W)� } v x t� x u �� yu� x} v � �u �} � � u � u� | y ��� �� y �� � �u��v � } v z u x�{ } } xv wv �v ~ � v w x yz y �� x yv � w�v � �u z } �} { � t� } � u� ~� �� v z w � y� �� u z y� yz y�� x yv � � wv } } y � �� � y x t
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� } x�� x u ~ � t� } � u u� � y ~v �v { } �� } x{ | yu | �v � x�{ } } u} � � y x tv { x � .� t x � y~ u � ®.� t úø ± �� � | � y x t � ¤� x� y ¡} } v � � � |
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v w x yz � �} v �{ x yv � } � y� � v z w{ x� x yv � � � w�� � x y� u y x y} yz wv } } y � �u xv } v � �u x tu � v � �� v � �u « � w w�v « yz � x y� ~ w�v � �u z }xv ~ �v �� �v w x yz � � y x� � s tu � u � � u � �} v � u ~� x y �u � u } { � x} � u ~� � | y� ~ x t y} y} } { u  x tu ε� w u � x{ � �� x yv � � w w�v � � t z � ��� y � xv ª� |� ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � u �u� �v � xv wv �v ~ � v w x yz y �� x yv � w �v � �u z } � y x tv � �� 2

|u} y ~� �� � y� � �u }�} u u ® ³ x ³ ¯ õ ± �2s tu � � � �� } y} v � x tu� v � �u � ~ u�� u v �} x� x yv � � �� wv y� x} xv x tu � w w�v « yz � x y� ~ w�v � �u z } xv � � � |} } x� x yv � � ��

wv y� x} v � x tu � yz y x y� ~ � x t� x y} � v � y~ y� � � � w�v � �u z y} | y �� { � x© �v � u« � z w �up� x tu |u w u� |u�� u v � x tu u¢ { y � y �� y{ z

} x� x u v � x tu } x�{ � x{ � u{ wv � x tu |u } y~� � u� � x tu wv y� x} � tu � u x tu xv wv �v ~ � � t� � ~ u} y} � v � } z v v x t� � � | u �u�� v � � � y w}� t y x �� v � x y� { v { }p�§� � v � } x�{ � x y� ~ � � u � ε� w u � x{ � �� x yv � � u x�� xv � | |� u} } x tu} u � �v �u y} } { u } �� v �� u� x�� x y� ~ v � x tu� v � �u ��~ u�� u v � �� � � ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � } � � |} x� x yv � � �� wv y� x} xv � � � |} x tu � u } w u� x y �u � yz y x}p�

�� � 3 �� � 4 � � � *� * ( � � � �
 � � � � � � (5 � � 
 �� �� * 5 , �� � � � �

ýu� u� x �� � ³ xv � w u� � | ³ �� � � u � ~ ® ³ x ³ ¯� ± w�v wv } u |� � � � x u �� � x y �u z u x tv | �v � x tu } v �{ x yv � v � x tu x�{ } } xv wv �v ~ �v w x yz y�� x yv � w �v � �u z } y�� �{ | y� ~ } x � u} } � � | �v � � � �{ � ¡ � y� ~� v � } x �� y� x} � � t y� t y} �� } u |v � x tu ù� �{ } t0 ù{ t�0s{ � ¡u � � ù ù s � �v � z { �� x yv � v � x tu u¢ { y � y �� y{ z� v � } x�� y� x� §� x t y} �v � z { �� x yv � x tu } x� x u �� � y� � �u} � � u x� u� x u |

u ¢ { � � �� xv x tu |u} y ~� �� � y� � �u} � � � |� � x y ª� y� � �v � u � �v { � |} v � x tu |u} y ~� � � u{ � � u� u} } � �� � §� x tu � �} u�� u v �

{ � y �� x u �� �� v � } x�� y� x} � x tu �v � z { �� x yv � y} } { y x� � �u �v �� � � ³6 ¤� �~v � y x tz � � � | �v � } v z u � { z u � y� � � u« � z w �u }³ xv � w u � � | ³ �� � � u � ~ � u wv � x x t� x } { � t� � � � ~v � y x tz t� } � � u x x u � w u � �v � z � �� u x t� � � � ε� w u � x{ � �� x yv ��� } u |� w w�v � � t� �� x u �� � ��� �� t� � � |�� { x� �~v � y x tz �� } u |v � x t y} �v � z { �� x yv � t� } � u u� |u �u �v w u | ® ³ xv ¯� �¤� w u � � ±© �{ � x tu � z v � u� .� t x � y ~ u � ®.� t ¯� ± t� } z � |u x tu� v � � u� x{ � u x t� x u �u �� ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � xv �

°



xv wv �v ~ � v w x yz y�� x yv � w�v � �u z y�� �{ | y� ~ } x� u} } � � | �v � � � �{ � ¡ � y� ~� v � } x�� y� x} � �{ x� v x y�� �{ | y� ~{ � y �� x u �� �

� v � } x�� y� x} � y} � ù ù s wv y� x y� x tu u« x u� |u | �v � z { �� x yv � �´� �v � x{ � � x u �� � x tu ù ù s �v � z{ �� x yv � v � x tu �v � u � �u �u � u¢ { y � y �� y{ z w�v � �u z �v � x�{ } } u} � y x t{ � y �� x u �� �

� v � } x�� y� x} y�� �{ |u } � v z w �u z u� x� � y x� � v � | y x yv � } � � t y� t� � u ¡� v � � xv � yv �� x u } x� � |� � |� v � � y� u� � w�v ~ �� z �z y� ~� v � } x�� y� x¢ { � � y ª� � x yv � }p� s tu � u �v � u� x tu u« x u� |u | �v � z { �� x yv � � � � � v x � u{ } u | | y� u� x �� xv } v � �u xv wv ��v ~ � v w x yz y�� x yv � w�v � �u z } �v � x�{ } } u } y� � v � x� � x � y x t � y~ y |v �} x� � �u} � v � y�� �{ | y� ~ x u� } y �u � v � �� z u z � u �}� �v w u} v �� � � �u } ���u x tu � u �v � u w�v wv } u � � u � � w w�v « yz � x yv � }� tu z u� � t y� t� � �v � } �v � x tu � yv �� x yv � v � x tu �v � u �� �u �u �

u ¢ { y � y �� y{ z � v � | y x yv � } � � � | x t{ } |v u} � v x y�� �{ |u x tu� v z w � y� � x y� ~� v z w �u z u� x� � y x� � v � } x �� y� x}p�

� � %� m m k � ri � � # k � m n � ml � � #i #l � & � "� 	�
 l m � & #�

. z v � ~ y x u �� x y �u � � ~v � y x tz } �v � £ ¤¥ ¦ w�v � �u z } � v { � ε� w u � x{ � �� x yv � z u x tv | y} } w u� y� � y� x t� x y x� v z � y� u}

� u �� « � x yv � �v � x tu u ¢ { y � y �� y{ z� v � | y x yv � } �� � | � u} x� y ª� � x yv � �v � x tu |u} y ~� } w� � u �� £ v } x y x u �� x y �u� �~v � y x tz }�v � ~ u� u �� � £ ¤ ¥ ¦ w�v � �u z } � u �v � ~ xv x tu � u �� « � x yv � � � x u ~v �� � � tu � u y� � v � } x�� y� x} � � u w u� � � y� u |v �� v z �w �u z u� x� � y x� � v � | y x yv � } � � u } z v v x tu |� §� x tu �� x x u �� � x u ~v �� � x tu z u x tv |v � �� � � t y� u y u x� �� ® �û 6 ú ú ± t� }

� u �� x yv � } xv v { �} x t� x� � u y� x u � u} x y� ~ xv u« w �v � u� y� v � |u � xv � � � �� � u x tu } x� u� ~ x tv �v { �� v � �u � ~ u�� u � u } { � x}p��{ u xv x tu } x�v � ~ u � � u ~{ �� � y x� w�v w u � x yu } v � x tu w�v � �u z � v � } y |u � u | y� ® �û 6 ú ú ±� x tu y�� v � �u � ~ u�� u � u} { � x}

� � u } tv � � xv � u } x�v � ~ u �© � u x tu� } u u ¡ xv u « w �� y� � t� �v � � �� y x u �� x y �u z u x tv |} �v �v { � w�v � �u z � � u{ � � y ¡u ��xv � yu � | � u x x u �� v � �u � ~ u�� u� t� �� � x u � y} x y� } x t� � x tv } u x t� x � u � u� � t y� x t y} w� w u ��
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¦v � } y |u � x tu w�v � �u z xv

(M)






min
(x,y)

f(x, y),

}p� x�

{
x ∈ X,

y

} v � �u } VI(F (x, ·), C(x)),

� tu � u f : R
n+m 7→ R

y}� v � x y� { v { } �� | y ²u � u� x y� � �up� X ⊂ R
n y} � v � u z w x� � � |� v z w� � x� � � |� �v � u� � t

x ∈ X� � | �v � � � v � x y� { v { } �� | y ²u � u� x y� � �u �{ �� x yv � F : R
n+m 7→ R

m� VI(F (x, ·), C(x))

|u� v x u} x tu �� � y� x yv � � �

y� u¢ { � � y x� |u ª� u | �� x tu w� y� (F (x, ·), C(x))�

y ∈ C(x); F (x, y)t(z − y) ≥ 0, z ∈ C(x),

� tu � u

C(x) = { y ∈ R
m | gi(x, y) ≥ 0, i = 1, . . . , ` } ,

g : R
n+m 7→ R

`

� u y� ~ x� y� u� v � x y� { v { } �� | y ²u � u� x y� � �u � � |� v �� � �u y� x tu } u� v � |� � ~{ z u� x��v � x tu �v � u �� �u �u � � §� � u � } } { z u x t� x

C(x) 6= ∅ �v � � � �

x

y� � � v w u� } u x

A� v � x� y� y� ~ X� x t� x

C(x)

y}

{ � y �v � z �� � v z w� � xv � A

�� y x t

C(x) ⊂ B

�v � } v z u v w u� �v { � |u |} u x

B ⊂ R
m

�� x t� x

F (x, ·) y} { � y �v � z ��} x�v � ~ �� z v � v xv � u v � B

�v � � � �

x ∈ A� � � | x t� x �v � u �u �� w� y� (x, y)

�v � � t y� t

x ∈ X� � |

y

} v � �u}

VI(F (x, ·), C(x))� x tu w� � x y� � ~ �� | yu� x} ∇y gi(x, y)� i ∈ I(x, y) := { i = 1, . . . , ` | gi(x, y) = 0 }� � � u� y� u� � �� y� |u w u� |u� x � x t� x y} � x tu � y� u� � y� |u w u� |u�� u ¦ 6 � � § ¦ 6 ��þ� x tu} u � } } { z w x yv � } � y x y} � �u� � x t� x

VI(F (x, ·), C(x))

t� } � { � y¢ { u } v �{ x yv � �v � u� � t

x ∈ X� þ� x tu

� v �� � � y x� v �

g

� � | x tu � § ¦ 6 � u� � t �v � u �� �u �u � � § y} u¢ { y �� �u� x xv x tu u« y} x u�� u v �� �{ � y¢ { u � z { � x y w � yu �

�u� xv � λ ∈ R
`} { � t x t� x

F (x, y) −∇y g(x, y)λ = 0
m,

�ü� �
0

` ≤ g(x, y) ⊥ λ ≥ 0
`

�ü � �

tv � |}� � s t� x x tu } u ù ù s� v � | y x yv � } � � u � u� u } } � �� �v � �v � } �� x tu � § ¦ 6© } { �� yu�� � �v � �v � } ��v z � v �� � � y x� � �

�u� � � x tu � u �v � u � u w �� � u x tu �v � u �� �u �u � w�v � �u z VI(F (x, ·), C(x))

y� x tu w�v � �u z �M � �� �ü �� s t y} � v � �} z v v x t � u �v � z { �� x yv � t� } � u u� { x y � y� u | y� x tu |u �u �v w z u� xv � y x u �� x y �u � � ~v � y x tz }p� ³ y�� u y x� tv � u �u �� |v u}

� v x } � x y} �� � � � ¦ 6 � |{ u xv x tu w� u } u�� u v � x tu� v z w �u z u� x� � y x� � v � | y x yv � } � y x y} x u z w x y� ~ xv � v � } y |u �

w u � x{ � �� x yv � } v � x tu ù ù s} � } x u zj� �u x

H0(x, y, z, λ) :=




F (x, y) −∇y g(x, y)

g(x, y) − z

−2 min(z, λ)



 , (x, y, z, λ) ∈ R
n+m+2`.

�

s tu ù ù s} � } x u z �ü � y} u ¢ { y �� �u� x xv x tu } x� x u z u� x x t� x

H0(x, y, z, λ)0m+2`� �u x tu � u �v � u � � y x u
(P)






min
(x,y)

f(x, y),

}p� x�

{
x ∈ X,

H0(x, y, z, λ) = 0
m+2`,

� t y� t y} � � u¢ { y �� �u� x� � v � � } z v v x t� � u } x� x u z u� xv � �M �� y� x tu } u� } u x t� x x tu x� v w�v � �u z } } t� � u ~ �v �� �

� } � u � �� } �v � � �v w x yz � �} v �{ x yv � } y�

x

�� �� ® � û 6 ú ú� ¤ �v wv } y x yv � õ ± ��
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�� � � t y� u y u x� �� ® � û 6 ú ú ±� v � } y |u �� } z v v x t � u �v � z{ �� x yv � v � x tu w�v � �u z �P �� � } �v � �v � }p� �u y� x�v |{ � u x tu�{ �� x yv � φ : R
2 7→ R

��

φµ(a, b) :=
√

(a − b)2 + 4µ2 − (a + b), (a, b) ∈ R
2.

�v � x t y} �{ �� x yv � � � u t� �u x t� x � ® �û 6 ú ú� ¤�v wv } y x yv � ü ± �
φµ(a, b) = 0 ⇐⇒ a ≥ 0, b ≥ 0, ab = µ2.

�v � µ = 0� φµ(a, b) = −2 min(a, b)© �v � µ 6= 0� φµ

y} y� C∞© � � | �v � u �u �� w� y� (a, b)� limµ→0 φµ(a, b) =
−2 min(a, b)� s tu �{ �� x yv � φµ

x tu � u �v � u } u � �u} � } � } z v v x t w u � x{ � �� x yv � v � x tu z y� �{ �� x yv � � �u� v � } y |u �

� u w �� � y� ~ x tu v w u �� xv �

H0

y� x tu w�v � �u z �P �� �v �u � y x t x tu } z v v x tv w u �� xv �

Hµ� |u ª� u | ��

Hµ(x, y, z, λ) :=




F (x, y) −∇y g(x, y)
g(x, y) − z

Φµ(z, λ)


 , (x, y, z, λ) ∈ R

n+m+2`,

� tu � u

Φ(z, λ) := (φ(z1, λ1), . . . , φ(z`, λ`)),x t{ } | u ª� y� ~ x tu } z v v x t y� ~ w�v � �u z

(Pµ)





min
(x,y)

f(x, y),

}p� x�

{
x ∈ X,

Hµ(x, y, z, λ) = 0
m+2`.

� t y �u �P0

�� v y�� y |u } � y x t x tu � v � � } z v v x t w�v � �u z �M �� x tu w�v � �u z �Pµ

� �v � µ 6= 0

y} � } z v v x t

v w x yz y�� x yv � w�v � �u zj� �u |u� v x u x tu �u� } y � �u } u x xv �Pµ

� �� Fµ ⊂ R
n+m+2`� s tu �{ �� x yv �

Hµ

t� }�� �v { �� � �u w�v w u � x yu }  y x y} � v xv � �� �v � � � �� � y w}� t y x �� v � x y� { v { } �v � u �u �� µ

�{ x� �} v � u ~{ �� � � y� x tu

} u� } u x t� x x tu | y� u� x yv � � � |u � y �� x y �u u« y} x} y� � � � | y� u� x yv � } � � | u¢ { � �} x tu ¦ �� � ¡u |u � y �� x y �u© � �� ® � û 6 ú ú��u z z � õ ± �� � � | y x} ~ u� u �� � y � u | û� � v � y� � � y x t � u} w u� x xv (y, z, λ)

y} � v � � } y� ~{ �� � �v � u �u �� µ� � | �u� } y � �u

wv y� xv � x tu w�v � �u z �Pµ

��� �� ® � û 6 ú ú� ¤�v wv } y x yv � � ±� �{ � x tu �� �v � u �u �� x̄ ∈ X� � |

µ ∈ R

x tu � u u« y} x} �

{ � y¢ { u wv y� x y� Fµ

} { � t x t� x y x}

x� w� � x u ¢ { � �}

x̄� � � | x t y} �u� xv ��

w̄µ := (x̄, yµ(x̄), yµ(x̄), λµ(x̄)),

�� �

y} � v � x y� { v { } y� µ� þ� } u |v � x tu } u w�v w u � x yu} � �� � � t y� u y u x� �� ® � û 6 ú ú� s tuv � u z õ ± u} x� � � y} t x t� x x tu�u� } y � �u } u x} Fµ

v � x tu w�v � �u z �Pµ

�� � u � v � � u z w x� � � |{ � y �v � z �� � v z w� � x© x t y} y} � �{ � y� �� � u� � { } u x tu��� x tu� v � x y� { y x� v �

f� x tu w�v � �u z } �Pµ

� t� �u v w x yz � �} v �{ x yv � }p�


� 
 � � � � � �
 � �� � � � * � � � �� -

�u |u �u �v w x tu v w x yz � � y x� � v � | y x yv � } v � x tu w�v � �u z �Pµ

�� s tu ª�} x� v � |u � v w x yz � � y x� � v � | y x yv � } �v � x tu

w�v � �u z �Pµ

�� � � � u � � y x x u� � } �v � �v � }  � y x t

L(x, y, λ) := F (x, y)−∇y g(x, y)λ� y �

(x, y, z, λ)

y} � �v � � � ��v w x yz � �} v �{ x yv � xv �Pµ

�� x tu� x tu � u u « y} x �u� xv �} (θ, ρ, σ) ∈ R
m+2`� � |

s ∈ NX(x)×R
m+2`} { � t x t� x �� ��

÷



® � û 6 ú ú� s tuv � u z ü ± �

0
n+m ∈ ∇f(x, y) + ∇L(x, y, λ)θ + ∇(g(x, y) − z)ρ +

∑̀

i=1

∂φµ(zi, λi)σi + M‖(1, θ, ρ, σ)‖s,

� ° �

� tu � u M

y} � � y w}� t y x �� v � } x� � x �v � (f, Hµ)� �v { � |

(x, y, z, λ)� ³ y�� u x tu z { � x y w � yu � �v � ∇f(x, y)

y}

� v � � � u �v � y x x tu� u¢ { � �} 1� � y x tv { x� � � �v } } v � ~ u� u �� � y x� �� x t y} � v � | y x yv � y} } x�v � ~ u � x t� � x tu �� y x �0 ûv t�� v � | y x yv � } � � � | y} y� �� � x x tu ù ù s� v � | y x yv � } �v � x tu w�v � �u zj� � t y �u v � u z � � x tu� � u �u � xv x t y} � v � | y x yv ��v � µ = 0� } x tu ù ù s� v � | y x yv � } �v � x tu £ ¤ ¥ ¦ w�v � �u z �M �� �� � � t y� u y u x� �� ® � û 6 ú ú ± � u �u � xv y x y} � }

� �� � � � �� � � � � � � � � � � �µ � ³ ¦ ³ ��


� � + 
 � � �
 � � � , � � � � � ��

. ~ �v �� � �u �} yv � v � x tu } z v v x t y� ~ � �~v � y x tz y} yz z u | y� x u  � y x t� � � � � y x�� �� � tv y� u v �} x� � x y� ~ wv y� x

w0 := (x0, y0, z0, λ0)� � � | {µτ}

� u y� ~ � � � } u¢ { u�� u v �� v � � � u �v � { z � u �} � y x t

limτ→∞ µτ = 0� � u |u ª� ux tu } u¢ { u�� u {wτ} xv � u ~ y �u� �� ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � }

wτ := (xτ , yτ , zτ , λτ )

xv x tu w�v � �u z } �Pµτ

���v � x t y} � � ~v � y x tz � y x y} � v x | y �� { � x xv u } x� � � y} t �� �� ® � û 6 ú ú� s tuv � u z � ± � x t� x x tu } u¢ { u�� u {wτ}y} �v { � |u |� � | x t� x u �u �� � yz y x wv y� x y} � ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � xv �P �© y x �v � �v � } ��v z x tu { � y �v � z� v z w� � x� u} } v � x tu �u� } y � �u } u x} Fµτ

� � | x tu� v � x y� { y x� v � x tu x �� � u� xv �� |u ª� u | �� w̄µ

y� �� ��


� � ) � � , � � � � � �� � � - � �� � �� � �� � � �� � -

. z v � u w�� � x y� � �� � ~v � y x tz y} v � x� y� u | �� � u w �� � y� ~ � y� x tu � � ~v � y x tz � �v �u� ~ �v �� �v w x yz � � y x� y� �Pµτ

�

v � x tu �u� xv � wτ

�� } x� x yv � � � y x� y� x tu } u� } u v � x tu ù ù s} � } x u z � ° �� �v � x t y} � � ~v � y x tz � y x y} } tv � � y�® � û 6 ú ú� s tuv � u z ° ± x t� x x tu } u¢ { u�� u {wτ}v � ù ù s wv y� x} y� �Pµτ

� y} �v { � |u |� � | u �u �� � yz y x wv y� x y}

� � ³ ¦ ³ wv y� x y� �P �� .� �{ � y� � w� � xv � x tu w�v v � y} x tu� v � x y� { y x� w�v w u � x� v �� � � } u¢ { u�� u v � ù ù s wv y� x}y� x tu w�v � �u z �Pµ

�� } µ

x u� |} xv � u �v �� �� ® � û 6 ú ú� ¤�v wv } y x yv � ° ± �� s tu w�v v �v � x tu� v � �u � ~ u�� u � u} { � x

� �} v u} x� � � y} tu} x tu yz wv � x� � x � u} { � x x t� x x tu } u¢ { u�� u {(θτ , ρτ , στ )}v � ù ù s z{ � x y w � yu �} y} �v { � |u |� s t y}y} � � �{ � y� � w� � xv �� � � � � � �� } y} v � x tu } x� x yv � � � y x� w�v w u � x� v �� � yz y x wv y� x�. � u x z v � u w�� � x y� � �� � ~v � y x tz y} � �} v |u � y} u |� y� � t y� t x tu } u¢ { u�� u {wτ}v � �u� xv �} y} � � �v � u | xv � u|u ª� u | �� � u� �� �u� } y � �u � � |� w w�v « yz � x u ù ù s wv y� x}p� §� v x tu � � v � |} � y� u� � t y x u �� x yv � τ� x tu | y} x� �� u��v z x tu �u� xv � wτ xv x tu �u� } y � �u } u x Fµ

v � x tu w�v � �u z �Pµτ

� y} �v { � |u | �� ετ > 0� � � | x tu ¥{ � � y |u� ��u� ~ x tv � x tu �u� xv � |u ª� y� ~ x tu � y~ t x� t� � |} y |u v � x tu y�� �{ } yv � � ° � y} � �} v �v { � |u |� �v �u �� x t y} �� �{ u�s tuv � u z � y� ® � û 6 ú ú ± x tu� } x� x u } x t� x y � {ετ} ↓ 0� } {µτ} → 0� x tu� x tu } u¢ { u�� u {wτ}v �� w w�v « yz � x uù ù s wv y� x} y} �v { � |u |� � | u �u �� � yz y x wv y� x y} � � ~� y� � � ³ ¦ ³ wv y� x y� �P ��s tu �� x x u �� � ~v � y x tz � � }� v |u |� � | x u } x u | y� ® � û 6 ú ú ±v � } v z u } z � � �� � | z u | y{ z � } y � u £ ¤ ¥ ¦ w�v � �u z }©u� � t w�v � �u z �Pµτ

� � � } x tu� } v � �u | �� { x y � y� y� ~ � � ³6 ¤� �~v � y x tzj� s tu � � u wv � x x t� x y x� v z w� � u } �� �v { �� � ��

� y x t� �v � u« � z w �up� x tu yz w � y� y x w�v ~ �� z z y� ~ � �~v � y x tz } w�v wv } u | y� ® �{ x ú °� �{ � ú � ±�

� � i # � % � m m k � r�i � �
 
 l m � q � k m k m
 m & m �� m
 k r� r�� � k r mi

�� � 	 � � �, � � � ��

s tu } z v v x t y� ~ � �~v � y x tz |u }� � y � u | y� ³ u� x yv � � z � � { � �v � x{ � � x u �� � v x � u � w w � yu | xv x�{ } } xv wv �v ~ � v w x y�z y�� x yv � w�v � �u z } � v { xv �� t y� t

(W)

y} � x� w y� � � u« � z w �u� s tu �� x x u � w�v � �u z � yv �� x u} } u �u �� �� } } { z w x yv � }x t� x� � u � y x� � �v � x tu } z v v x t y� ~ � �~v � y x tz v � �� � � t y� u y u x� �� ® � û 6 ú ú ±� x tu z v } x yz wv � x� � x � u y� ~ x tu �� � ¡

v � x tu { � y �v � z } x�v � ~ z v � v xv � y� y x� �� x tu �v � u �� �u �u � w�v � �u z AVI(q(f), Q(x), Y )� §� � | | y x yv � � } v z u v �

x tu �� � y� � �u} � x t� x y} � u

� z � � � v x � u{ � y �v � z �� �v { � |u |� � � |{ w w u �� �u �u � �v y� x� v � } x�� y� x} �} { � t� } } x � u} }

� v � } x�� y� x} �� � u u } } u� x y� � y� x tu w�v � �u z (W)�§� v � |u � xv v �u �� v z u x tu | y �� { � x yu } v { x � y� u |� u y� x �v |{ � u� � � � x u �� � x y �u w u � x{ � �� x yv � }� tu z u �v � } v � � y� ~

} x� u } } � v � } x �� y� u | � u y ~ t x z y� yz y �� x yv � w�v � �u z } �v � x�{ } } u } y�� �{ | y� ~ { � y �� x u �� �� v � } x�� y� x}p� § x � u} u z � �u}x tu ε� w u � x{ � �� x yv � � w w�v � � tv � ¦ tu� ~ � � | ö{ v ® ¦ t ö ú ÿ ± �� �� ³ u� x yv � ü� õ � �� x tu �� � x x t� x � u y� x�v |{ � u

wv } y x y �u �v � u � �v { � |} v � x tu |u} y~� �� � y� � �u } � x t{ } � u} x� y� x y� ~ x tu |u} y~� |v z � y� � s tu � u � � u yz wv � x� � x| y ²u � u�� u} � tv � u �u �  y� } x u� |v � � u �� « y� ~ x tu x u� t� v �v ~ y� � �� v � } x�� y� x} � u� ~� � } x� u} }� v � } x�� y� x} y� x tu v � y ~ y� � �

w� w u � ® ¦ t ö ú ÿ ± � � u � u �� « x tu u¢ { y � y �� y{ z � v � } x�� y� x© xv � � � v z w � y} t x t y} � � u �v � z { �� x u x tu v w x yz y �� x yv �

w�v � �u z { } y� ~ �� � � x tu |u} y~� � � | x tu } x� x u �� � y� � �u} � } yz y �� � �� xv x tu u« x u� |u | �v � z { �� x yv � v � ³ xv � w u � � |

³ �� � � u � ~ ® ³ x ³ ¯� ± �� �� ³ u� x yv � ü� ü ��
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 � 4� * � 
 � �
 �� � � � � � � �� 
� �

�v � z � � �� � ª« � � � � � y x�� �� ε ≥ 0� � |� v � } y |u � x tu �v � �v � y� ~ w u � x{ � �� x yv � v � x tu �u� } y � �u } u x F(f)

�� �� � õ � � 
Fε(f ) := { (x, s, λ, u) ∈ R

m
+ × R

m × R
r
+ × R

n | x ≥ o(ε)1m,

E(x, s, λ) + Π(x, u) − f tu ≤ ε

Bts + Ctλ = f ,

Cu ≤ g },

� tu � u o(ε)

y} � wv } y x y �u �{ �� x yv � v �

ε} { � t x t� x

limε↓0 o(ε)/ε = 0� � �� v { �} up� x tu � u� ¡ |{ � � y x� x tuv � u z �v �� v � �u« w�v � �u z } yz w � yu } x t� x F0(f ) = F(f )© �v � wv } y x y �u �� �{ u} v �

ε

x tu ¬} x� x u ­ �� � y� � �u } (s, λ, u)

�� t y� t

y� x tu u « x u� |u | �v � z { �� x yv � w �� � � �v �u u¢ { � � xv x t� xv � x tu |u} y ~� �� � y� � �u }
x� � � | |v � v x� v � � u} wv � | xv

� � u¢ { y � y �� y{ z } x� x u v � x tu x�{ } } � � � z v � u �� � u � u ¢ { y� u | xv � u w� yz � �� |{ � � �u� } y � �up� �{ xv � �� ε� v w x yz � ����v z x tu x tuv � u x y� � � wv y� xv � � yu � � � � �v � y� ~ �v � ε� v w x yz � �} v �{ x yv � } xv x tu �v � u �� �u �u � u¢ { y � y �� y{ z w�v ���u z z u� � } x t� x � u ¬� u ~{ �� � y� u ­ x tu � y� �u �u � w�v ~ �� z z y� ~ w�v � �u z (W)� y� x tu } u� } u |u ª� u | �� ® � y£ ú ÿ ±©x t y} � y � �� � �v � { } xv v � x� y� x tu� v � �u � ~ u�� u v � �v x t ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � } � � |} x� x yv � � �� wv y� x} �} u u� u �v � �� . x �u� } xv � u¢ { � � yz wv � x� �� u y} x tu w�� � x y� � � y� x u � w� u x� x yv � v � x tu z u x tv |� � tu � u x tu � u �� « � x yv �

w� �� z u x u � ε� v z u } ��v z x tu � w w�v « yz � x u � { z u � y� � �} v �{ x yv � v � x tu u¢ { y � y �� y{ z w�v � �u z � u� ~� � { } y� ~ x tu

u « y} x y� ~ ª� y x u u �u z u� x} v � x� � � u ��� y� � � �� � �v � u �u �� ε > 0 � u� v � } y |u � x tu �v � �v � y� ~ �� � � � � �� � �u �} yv � v � x tu } x� u} } � v � } x�� y� u | � u y~ t x

z y� yz y �� x yv � w�v � �u z 

(Wε)






min
(x,s,λ,u)

w(x),

}p� x� (x, s, λ, u) ∈ Fε(f ),

σixi ≤ si ≤ σixi, i = 1, . . . , m.

�� � � � � °� õ � §� x tu z { � x y w �u � �v � |� � } u� x tu w�v � �u z (Wε) � y � � t� �u } u �u �� �� v � } x �� y� x} v � x tu �v � z

(x, sk, λk, uk) ∈ Fε(fk)� � tu � u
f

k y} � �u� xv � v � u« x u �� � � �v �� u } � v � � u } wv � | y� ~ xv x tu �v � |� � } u k� � � |

x tu x � y w �u (sk, λk, uk) ∈ R
m × R

r
+ × R

n � u w� u} u� x} x tu ¬} x� x u ­ �� � y� � �u} �v � x tu �v � |� � } u k� k = 1, . . . , `�§� x tu � u} xv � x tu } u� x yv � � � u } x{ |� x tu x tuv � u x y� � � w�v w u � x yu} v � x tu wv y� x� xv � } u x z � w w y� ~ ε ⇒ Fε(f )� t y� t � y � �� � �v � { } xv u} x� � � y} t x tu� v � �u � ~ u�� u v � ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � } � } � u � �� } } x� x yv � � �� wv y� x}

� } ε ↓ 0�
�� 
 
 � � �� � � �� - � (

ε ⇒ F ε(f)§� x t y} } u� x yv � � u } tv � x t� x x tu wv y� x� xv � } u x z � w w y� ~ ε ⇒ Fε(f) u� �v � } z v } xv � x tu � y� u w�v w u � x yu} v � u� � �

u « w u� x ��v z � wv y� x� xv � } u x z � w w y� ~  { � |u � } v z u z y � |� v � | y x yv � } y x t� } � v z w� � x �� � x tv { ~ t� { � �v � x{ � � x u �� �� v � �� v � �u « � yz � ~ u } � � � | y} � �v } u |� � | �v � u � } u z y� v � x y� { v { } � x � u �v ®.{ � ú ¯� ¦ t� w x u � õ ±� �{ � x tu � z v � u�y� ¤ �v wv } y x yv � °� ÷ � u |u z v � } x�� x u � � v � x y� { y x� v � x tu |u } y~� � xv � �v �� u ¬} { �� z � w w y� ~ ­

x ⇒ (s, λ)

�} u u¤ �v wv } y x yv � °� ÷ �v � x tu �v � z � � |u ª� y x yv � �� x tu w�v w u � x� v � y~ y� � � �� u} x� � � y} tu | �v � x tu{ � w u � x{ � � u | �u� } y � �u

} u x F �� ¤u x u �} } v � ® ¤u x ¯ õ ± �v � x�{ } } u} � y x tv { x{ � y �� x u �� �� v � } x�� y� x} � � � | �� x u � ~ u� u �� � y� u | �� ¤� x� y ¡} } v �

� � | ¤u x u �} } v � ® ¤� ¤ ¯ü ±��u �v � z { �� x u x tu � u} { � x} � } � } u¢ { u�� u v �} tv � x w�v wv } y x yv � }p�
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 �� � ��� � �� � �� � �� � � � �� �� � � �

ε ≥ 0

� �� �� � Fε(f)

� �� �� �� � �

�� � � � � s tu� �� yz �v � �v � } u� } y �� ��v z x tu �v � u � } u z y� v � x y� { y x� v � E(·, ·, ·) �� �� ® ¤� ¤ ¯ü � �u z z � �� ü ± � xv ~ u x tu �

� y x t x tu� v � x y� { y x� v � x tu v x tu � �{ �� x yv � } |u ª� y� ~ Fε(f )� ε ≥ 0�

�� � � �� �	 � �
 �� � �� �� � � �� � �� �
 	 �
� �	� � � � �� � � � � ��� �� � � � � � � ε ⇒ Fε(f )

� � �� � � �� � �� � � � �� � � � � � �

¨� � � �
�� � � � � �u x

(x, s, λ, u) ∈ F(f)� s tu� � { (x + o(ε)1m, s, λ, u) } ∈ Fε(f )

�v � � � � u� v { ~ t} z � � �

ε > 0� � tu � u

1
m = (1, . . . , 1)t ∈ R

m
+

�

�� � � � � °� ° � s tu } � z u� v � } x�{ � x yv � u } x� � � y} tu} x tu �v � u � } u z y� v � x y� { y x� v � x tu z{ � x y� �{ �� x yv � } ε → (Fε ∩
K)� � tu � u � y� |u w u� |u� xv �

ε

� x tu� �v } u |} u x

K z � � � u w� u} u� x} x� u} } � } x y ²� u} } � v � ~ �v �� �} x� � y � y x� � v � } x�� y� x} �v �� � � � v z � y� � x yv � x tu � uv ���u } x� u } } x t� x x tu� �� } } y� ε� w u � x{ � �� x yv � v � ¦ tu� ~ � � | ö{ v ® ¦ t ö ú ÿ ± � u} { � x} y� � �� }p� � � z � w w y� ~ y�� �{ | y� ~|u } y~� �� � y� � �u} � � �µ© y� u� � x tu � u z y~ t x � u } v z u | y} w �� � u z u� x �u� xv �} � v � � u} wv � | y� ~ xv x tu � yz y x y� ~ |u } y~�x t� x� � � � v x � u � w w�v « yz � x u | � y x t x tu | y} w �� � u z u� x} � v � � u} wv � | y� ~ xv wv } y x y �u |u } y~� }p�

ø



�� �� �� �	 � �
 �� � �� � � �� �
 � � � � � � �� � � � � ��� �� � � � � � � ε ⇒ Fε(f )

� �� �� �� � � � ¨� � � �

�� � � � � s tu� �� yz �v � �v � } ��v z x tu �v � u � } u z y� v � x y� { y x� v � E(·, ·, ·) �� �� ® ¤� ¤ ¯ü � �u z z � �� ü ± � xv ~ u x tu � � y x t

x tu� v � x y� { y x� v � x tu v x tu � �{ �� x yv � } � |u ª� y� ~ x tu } u x} Fε(f )� ε ≥ 0�

�� �� �� �	 � �
 �� � �� �
 	 �
� �	� � � 	 �� �� � � �
 �	 � � � �� � � � �� � �
 � � � �� � {εk}

�� � � � � � � ��� �� � �� � �� �� � � �� � � �� � � � ¨� � � � � � � �� � � � � �

(xk, sk, λk, uk) ∈ Fεk (f) � � � � � � � � {xk} → x � �� � �� �� �� � � �� � � � � � �� �

� � � �

k = 1, 2, . . . � i = 1, . . . , m � � �� � ��� � �� � � � �� � �� � � σix
k
i ≤ sk

i ≤ σix
k
i

� � � � �� � �� � � � �� � � � � � �� � � � �� � �

{(sk, λk)} → (s, λ) � � � � � � �� � � �� � � � � � � ��� � (C)x(f) � � � � � �� �� � � � �� � �� � u � � �� �� � (P)x(f ) � ®�� �� � � �� � �� � �

(x, s, λ, u) ∈ F � ±

�� � � � � s tu � | | y x yv � � �} x� u} } � v � } x�� y� x} yz w �� x tu{ � y �v � z �v { � |u |� u } } v � x tu } u ¢ { u�� u v �� v z w �u z u� x� ��u� u � ~ yu } {E(xk, sk, λk)}� � } t� } � u u� u} x� � � y} tu | y� ® ¤� ¤ ¯ü ±� s tu � u �v � up� x tu } u¢ { u�� u {(sk, λk)} y} �v { � |u |�v � y� ~ xv x tu� v u �� y � y x� v � E� � t y� t y} �v � � � �� { � y �v � z � y x t � u } w u� x xv x tu |u} y ~� � �u x

(s, λ)

� u � � � � � y x�� ��� yz y x wv y� xv � x t y} } u ¢ { u�� u� s tu �v � u � } u z y� v � x y� { y x� v � E� � | x tu{ � y �v � z �v { � |u |� u } } v � u� u � ~ yu} � yu � |

x t� x

E(x, s, λ) ≤ lim inf
k→∞

E(xk, sk, λk) < ∞.

s tu � u �v � u� x tu w�v � �u z (C)x(f)

y} �u� } y � �u � � | x t{ } wv } } u } } u} � { � y¢ { u v w x yz � �} v �{ x yv � �� �� ® ¤� ¤ ¯ü � s tuv �� u z ü� õ ± ���u x� v � (s̃, λ̃)

� u� � � � � y x�� �� �v �� u | y} x� y �{ x yv � x t� x y} �u� } y � �u y� (C)x(f )� s tu� � ��v z x tu εk

� v w x yz � � y x�v �

(sk, λk)� � | �u� } y � y � y x� v �

(s̃, λ̃)

y� (C)xk(f )

y x �v � �v � } x t� x

E(x, s, λ) ≤ lim inf
k→∞

E(xk, sk, λk) ≤ lim
k→∞

E(xk, s̃, λ̃) + εk = E(x, s̃, λ̃),

� tu � u x tu u ¢ { � � y x� �v � �v � } ��v z x tu� v � x y� { y x� v � E(·, s̃, λ̃)

�� �� ® ¤� ¤ ¯ü � �u z z � �� ü ± �� s tu � u �v � up� (s, λ)

y}

v w x yz � � y� (C)x(f)� § x �v � �v � } x t� x

(s, λ) z { } x � u x tu v � �� � yz y x wv y� xv � x tu } u¢ { u�� u {(sk, λk)}�s tu u« y} x u�� u v �� x �u� } xv � u |{ � �v w x yz � �} v �{ x yv � u

xv (P)x(f)

�v � �v � }p�

�� �� �� �	 � �
 �� � �� � � � �� 	 �� � �� � � � �� �� �� � µ ε > 0 � � �� �� � µ � � � � �� � �

M > 0

� �� �� � { (x, s, λ, u) ∈
Fε | ‖x‖ ≤ M } � �� �� �� � � �

�� � � � � s tu �{ �� x yv � E(x, s, λ) + Π(x, u) − f tu

y} � v � x y� { v { } � } � u � �� } � v u �� y �u y� (s, λ, u)� { � y �v � z �� y�

x

�v � � � �

x ≥ o(ε)1m� � y x t ‖x‖ ≤ M�

§� x tu } { �} u� x yv � } x t� x �v � �v � � u � w w �� x tu� v � x y� { y x� � u} { � x} � u t� �u �{ } x u } x� � � y} tu | xv } tv � x t� x x tu

ε� w u � x{ � � u | w�v � �u z } � � � y� |u u | � u{ } u |� } � w w�v « yz � x y� ~ w�v � �u z } �v � } z � � �

ε� �v x t y �� u � � u y� x u � u} x u |

y� ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � } � � |} x� x yv � � �� wv y� x}p�

�� � 
� � �
 � � � �� � ( (Wε)sv � u v � w�� � x y� � �{ } u� u �u �� � w w�v « yz � x y� ~ w�v � �u z (Wε)} tv { � | � u u� } yu � xv } v � �u x t� � x tu v � y ~ y� � �

w�v � �u z (W)� ¦ �u� � �� � x tu �{ �� x yv � } |u ª� y� ~ x tu� v � } x�� y� x} v �

(Wε)� � u� v � x y� { v { } �� | y ²u � u� x y� � �u v �} v z u � u y ~ t �v { � tv v |v � x tu �u� } y � �u } u x Fε

�v � u �u �� ε > 0© x tu � u �v � u� x tu } z v v x t �� y x �0 ûv t� � v � | y x yv � }

z { } x tv � |� xv w x yz � � wv y� x}p� s tu �v � �v � y� ~ � w{ � u �� � � � |u z y� � u« � z w �u } tv � } x t� x x tu �u� } y � �u } u x} v � x tu

v w x yz y �� x yv � w�v � �u z } (Wε)

|v � v x y� ~ u� u �� � �u � y �� £ � ¦ 6 � � � | x tu � u �v � u � u� � � � v x u« w u� x x tu ù ù s

� v � | y x yv � } xv � u } � x y} ªu |� x u �u �� wv y� xv � �v � � � z y� yz { z� �� x tu v x tu � t� � |� y� ¤�v wv } y x yv � °� ú � u } tv �x t� x{ � |u � �� x tu � z y � |� | | y x yv � � �� v � | y x yv � } £ � ¦ 6 y} �u � y ªu |� } v x t� x} x� � |� � |� v � � y� u� � w�v ~ �� z z y� ~

� �~v � y x tz } � � � � u{ } u | xv ª� | �v � � � �� v w x yz � �} v �{ x yv � } v �

(Wε)�

	
 �� �� � �� �� ¦v � } y |u � � } yz w �u 1� �� � } x�{ � x{ � u } tv � � y� � y~{ � u õ x t� x y} z � |u v � �� � � |u z y� � z � x u � y� �

� y x t x tu �v { � ~ z v |{ �{ } E = 1� �u x

f = 3� g = 2� ε = 1� σ = (2 −
√

2)� � � |� v � } y |u � x tu wv y� xv � ~ �v �� �

z y� yz { z (x, s, λ, u) = (1, 2 −
√

2, 1 +
√

2, 2)� . x x t y} �u� } y � �u y� (Wε) wv y� x x tu � � x y �u� v � } x�� y� x} � � u 




s + λ = f,

− x ≤ −ε2,

u ≤ g,

s ≤ σx,

s2

2x
+ gλ +

1

2
u2x − fu ≤ ε

⇔





s + λ = 3,

− x ≤ −1,

u ≤ 2,

s ≤ (2 −
√

2)x,

s2

2x
+ 2λ +

1

2
u2x − 3u ≤ 1.

ú

� � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � �
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 f
x

g1

� �� �� �� �� �� �� �
� �� �� �� �� �� �� �

� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �
� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �

� y~{ � u õ  õ� �� � x�{ } } } x�{ � x{ � u�

§ x y} u� } � xv �u � y �� x t� x x tu � u y} � v | y� u� x yv �

d ∈ R
4} { � t x t� x





(
0 1 1 0

)
d = 0,



−1 0 0 0
0 0 0 1
−σ 1 0 0


 d ≤ 0

3,

(
− s2

2x2 + u2

2
s
x

g xu − f
)

d < 0,

} v x t� x £ � ¦ 6 y} � yv �� x u |� x

(x, s, λ, u)�

� t y �u £ � ¦ 6 y} � yv �� x u |� x x tu wv y� xv � ~ �v �� � z y� yz { z y� x tu ¥ « � z w �u °� ø � x t y} |v u } � v x w� u �u� x

x tu ù ù s� v � | y x yv � } xv tv � |� x x t y} wv y� x� � u� � { } u x tu z v � u �� } y� . �� | yu �} ¦ 6 y} } x y � � �u � y ªu |� � t y �u �v �

� u� � y} x y� x�{ } } u} x tu �� x x u � ¦ 6 y} � �v } u xv yz wv } } y � �u xv �u � y �� � x tu �v � �v � y� ~ � u} { � x � u } v � �u} x tu w�v � �u z v �

�u � y �� y� ~ � ¦ 6 y� z v } x w�� � x y� � �} y x{ � x yv � }p�

�� � � �� �	 � �
 �� �� �� �
(x, s, λ, u)

�� � �� �� � � � ��� � �� �� �� �� �� � (Wε) � ε > 0 � �� � �� �� � � � � � � µ � � � ���� � ��  �� � � � � � � � � � � � � �� �� � � �� ��

(i) E(x, s, λ) + Π(x, u) − f tu < ε �

(ii) r = 0 � � � � � � � �� � � �� � � � � � � � � �� � � �� ��� �� � � �

(iii) u

� �� � � � �� � �� � � � �� � � � � � � � �� �� � � � �� � � �� � � � � � �� � � �

x �� �� � � � � � � �� � � �� � � � � � �

(x, s, λ, u) � �� �� � � �� � �� � � � �� � � ��� � � � � � � � � � �� � (Wε)

� � � � � � � � � � �� �� � �

�� � � � � ³{ w wv } u x t� x

(i)

tv � |}p� s tu� x tu � u �� « u | u¢ { y � y �� y{ z � v � } x�� y� x y} w� } } y �u� � � | x tu �u� } y � �u } u xv �

x tu w�v � �u z (Wε)

y} �v � � � �� � �v { � |

(x, s, λ, u)

|u ª� u | �� � �� u� v � } x�� y� x} v � �� � � t y� t ~{ � �� � x u u} . �� | yu �}¦ 6� . � x u �� � x y �u �� � � } } { z u x t� x x tu � u � � u � v � y ~ y |v �} x� � �u} � y� u� � (ii)

tv � |}p� ¦v � } y |u � x tu | y� u� x yv � d =
(αx,0m,0r,−βu)� � tu � u α > 0� β ≥ 0� � u w� �� z u x u �} xv � u |u x u � z y� u |� s t y} | y� u� x yv � y} �� � � � � �� � y x t

� u } w u� x xv � � � � y� u� �� v � } x�� y� x} v �

(Wε)� �{ � x tu � z v � u� � � u� } � � � �� { �� x yv � } tv � } x t� x

∇[E(x, s, λ) − Π(x, u) − f tu]td = −α[E(x, s, λ) − Π(x, u)] − β[2Π(x, u) − f tu] < 0,

�v � } v z u α > 0� β ≥ 0� v � y� ~ xv x tu y� u¢ { � � y x�

0 < ε = [E(x, s, λ) − Π(x, u)] + [2Π(x, u) − f tu].

s t{ } � x tu £ � ¦6 y} �u � y ªu |� yz w �� y� ~ . �� | yu �} ¦ 6�. x �� } x� � } } { z u x t� x

(iii)

y} �u � y ªu |� ³ yz y �� � �� xv x tu� � } u (ii) � u� � � } tv � x t� x x tu | y� u� x yv � d =
(αx,0m,0r, β[u(x) − u])} � x y} ªu} x tu � u¢ { y� u z u� x} v � £ � ¦ 6 �v � } v z u α > 0� β ≥ 0� � tu � u u(x)

y} x tu

u ¢ { y � y �� y{ z | y} w �� � u z u� x�� v � � u } wv � | y� ~ xv

x�

�� x{ �� � �� � � � � x t� u u � } } { z w x yv � } v � ¤ �v wv } y x yv � °� ú� � u � yv �� x u | �� ¥ « � z w �u °� ø �§ x y} y� x u � u} x y� ~ xv � v x u x t� x xv wv �v ~ � v w x yz y �� x yv � w�v � �u z } �v � x�{ } } u} � y x tv { x{ � y �� x u �� �� v � } x�� y� x}

� � u � �� � � } ¢ { � � y ªu | y� x tu } u� } u v � £ � � ~� } � � y� �0 ��v z v � y x �© y x y} w�v �� � �� u �u� z v � u y� x u � u} x y� ~ xv } u ux t� x x tu � yv �� x yv � v � £ � ¦ 6 z � � t� w w u� u �u� �v � ¬� y� u ­ �u� } y � �u wv y� x} x t� x �u � y �� � } x� y� x� v z w �u z u� x� � y x�� } } { z w x yv � �v � £ ¤¥ ¦ w�v � �u z } � � y ¡u x tu wv y� x� v � } y |u � u | y� ¥ « � z w �u °� ø ��

õ ¯



�� � � � � � � �
 � �� � �� * � � � �� - ( � � (W)£ v x y �� x u | �� x tu |u}� � y w x yv � v � x tu �u� } y � �u } u x} v � x tu � w w�v « yz � x y� ~ w�v � �u z } (Wε)� ε > 0� y� x u � z } v �

| y ²u � u� x y� � �u y� u ¢ { � � y x yu } � t y� t �u� | xv � x �u� } x �� y x �0 ûv t� � u� u } } � �� v w x yz � � y x� � v � | y x yv � } �} u u ¥ « � z w �u °� ø� � | ¤�v wv } y x yv � °� ú �� � u z � � { } u x tu } � z u |u}� � y w x yv � � y x t

ε = 0

y� v � |u � xv |u �u �v w� v � � } z v v x t� u� u } } � ��v w x yz � � y x� � v � | y x yv � } �v � (W)� s tu � y~ ~ u} x | y �� { � x� � u u�� v { � x u � y} x tu �v } } v �� v � x y� { y x� �� v x xv z u� x yv �| y ²u � u� x y� � y � y x� �v � x tu� v z w �u z u� x� �� u� u � ~ � �{ �� x yv � E� §� |u u |� y �� u �v v ¡� x x tu� v � } x�� y� x y� �v � � y� ~ E 

E(x, s, λ) + Π(x, u) − f tu ≤ 0,

� � �

� u � v x u x t� x x tu �{ �� x yv � v � x tu �u � x� t� � |} y |u v � x tu y� u¢ { � � y x� y} � u y x tu � � y w}� t y x �� v � x y� { v { } � v �� v � �u« �� � | x tu � u �v � u x tu� �� } } y� } { � | y ²u � u� x y� �} v �} { � t �{ �� x yv � } � � u � v x |u ª� u |� �� x tu v x tu � t� � |� � u z � � { } ux tu } x�{ � x{ � u v � x t y} �{ �� x yv �   y x y} � v � x y� { v { } �� | y ²u � u� x y� � �u u �u �� � tu � u u«� u w x � tu� x ∈ ∂R
m
+

� � � | y x y}

� } { z v �� v � �u « � � | � y w}� t y x �� v � x y� { v { } �{ �� x yv � }p� s tu � u �v � up� x tu � v x yv � v � � �� � � �� � � � � � � �� �� � � � � �

∂a

y}

� u � � |u ª� u | �v � } { � t �{ �� x yv � } �} u u ®£ v � ÿ÷ ± �� §� w� � x y� { �� �� y x tv � |} x t� x

∂a[E(x, s, λ) + Π(x, u) − f tu] = ∂aE(x, s, λ) + ∇[Π(x, u) − f tu].

. } � � u } { � x� � u v � x� y� x tu �v � �v � y� ~ � v � � } z v v x t �� y x �0 ûv t� x� w u v w x yz � � y x� � v � | y x yv � }�

�� �� �� �	 � �
 �� �� � �� �

(x, s, λ, u)

�� � �� �� � � � ��� � �� �� �� �� �� � (W) � �� � �� � � � �µ � � � � � � � �  �  � � ��

� � � �� � � � � � � �µ � � �� �� � � � �µ � � � � �� � �� � � � �

(W) �� � �� � � � �� �� �� �� �� �� � � � �� � �� � � � � � �� � �� � �� � �� �� �� �

Ai(x
t, st, λt, ut)t ≤ bi,

Ae(x
t, st, λt, ut)t = be,

 �� ��

Ai ∈ R
Ni×(m+m+r+n) � Ae ∈ R

Ne×(m+m+r+n) � bi ∈ R
Ni � � � �

be ∈ R
Ne

� �� � � �� ��� � � � � �� � �� � � � �

� � �� � �� � � �� � �¨� � � � �� � � � �� � � � � �� � � � � �� � �¨ � �� �� � � � �� � � � �µ � � � � � � � � � � � � � � � �

(x, s, λ, u) � � � � � � � � � �� ��

� �� �� � � � � � µi ∈ R
Ni

+

� µe ∈ R
Ne � � � �� � � �� � � µ0, µ ∈ R+

� � � � � �� �� � � � � ¨� � � � � � � � � � � �

0
m+m+r+n ∈ µ0∇w(x) + At

iµi + At
eµe + µ[∂aE(x, s, λ) + ∇(Π(x, u) − f tu))], � � �

0 = µt
i [Ai(x

t, st, λt, ut)t − bi].

�÷ �

§� ~ u� u �� �� � u� � � � v x u« w u� x x tu ù ù s� v � | y x yv � } xv � u } � x y} ªu |� x u �u �� wv y� xv � �v � � � z y� yz { z � � u �� � { } u x tu w�v � �u z (W)

y} { } { � � �� z{ � t �u } } � u ~{ �� � x t� � y x} � w w�v « yz � x yv � (Wε)� ε > 0� � � | u �u� x tu �� x x u �

w�v � �u z z � � � yv �� x u x tu } x� � |� � |� v � � y� u� � w�v ~ �� z z y� ~� v � } x�� y� x¢ { � � y ª� � x yv � } �} u u ¥ « � z w �u °� ø �� §��� � x� y� ¤�v � �u z 2� ³{ �} u� x yv � �� ü � � u v � x� y� u |� �v � � � �� v w x yz � �} v �{ x yv � x t� x} � x y} ªu} x tu } � } x u z � ÷ �v � ��

� y x t

µ0 = 0� § x y} } � | xv � v x u x t� x x t y} u« � z w �u |v u} � v x� v � x� y� � � � � v � x� � x� v � | y x yv � } � � � | x tu v w x yz � �

} v �{ x yv � � u v � x� y� u | y} � v � � } y� ~{ �� � � y� w� � x y� { �� �� � v �� �} � u � u � u z v �u | �� � u x y x y} v � �� � � û wv y� x y� v { ��v � z { �� x yv � � �� x tu wv } y x y �u } y |u� � x �u� } x y �{ � y �� x u �� �� v � | y x yv � � � u � �} u� x� x tu� v � | y x yv � } �÷ � yz w �� x tu�{ � ª � �z u� xv � x tu ù ù s� v � | y x yv � } �v � � � u �� x u |v w x yz y �� x yv � w�v � �u z x t� x t� } � � �u� � u� ~ y� u u � y� ~ y� x u ��w� u x� x yv � � �� z u �� � x tu } x� x yv � � �� wv y� xv � x� y� u | y} � ù ù s wv y� x �v � � ¬} u z y� ª« u | xv wv �v ~ � ­v w x yz y �� x yv �

w�v � �u z � y� � t y� t x tu ~ y �u� } { �} u xv � x tu �� �} y} � u z v �u | ��v z x tu ~ �v { � |} x�{ � x{ � u© �v � z � � �� � x tu �v � �v � y� ~

� u } { � x tv � |}p�

�� �� �� �	 � �
 �� � �
� � � � �� � � � � � � �� � � � �� �� � � �� � � � �� � �� � � � �� � � �� � � � � � � � � � � �� �� �� �

(x̂, ŝ, û) ∈ R
m
+ ×

R
m × R

n � � � � � �� � � �� � � � � � �� � � � �µ � � � � � � � � � � �÷ � � �� � Î = { i = 1, . . . , m | x̂i = 0 } � � �� � � � �� �� �� �

(x̂, ŝ, û)

� � � � � �� �� �� � �� � � �� �� � �� �� � �� � � �� � �

(Ŵ)






min
(x,s,u)

w(x)

� � � � Bts = f ,

E(x, s, λ) + Π(x, u) − f tu = 0,

σixi ≤ si ≤ σixi, i ∈ { 1, . . . , m } \ Î,

xi = si = 0, i ∈ Î .

�� � � � � ¦ �u� � �� x tu wv y� x

(x̂, ŝ, û)

y} �u� } y � �u y� x tu w�v � �u z (Ŵ)� �{ � x tu � z v � u� y x y} u� } � xv � tu� ¡ x t� x x tu�u� } y � �u } u xv � x tu w�v � �u z (Ŵ) �u � y ªu } � £ � � ~� } � � y� �0 ��v z v � y x � x� w u� v � } x �� y� x¢ { � � y ª� � x yv � � x

(x̂, ŝ, û)®v � u� � � � �v � u« � z w �u� x� ¡u x tu | y� u� x yv � d = (x̂,0,−u) ∈ R
m
+ × R

m × R
n xv �u � y �� x t� x ±� � � | x t{ } x tu � û

� v � | y x yv � } �÷ � ® x t� x� � � � u � yu � u |� } � û� v � | y x yv � } �v � (Ŵ)

±� �} v yz w �� x tu ù ù s� v � | y x yv � }p�

õ õ

s tu � u � � u v �� v { �} u v x tu �� w w�v � � tu } xv v w x yz � � y x� � v � | y x yv � } �v � £ ¤ ¥ ¦� �v � u« � z w �up� ® � ù � úø � s tuv �� u z ÿ� ü ± u } x� � � y} tu} � v � � } z v v x t ù ù s� x� w u� v � | y x yv � } �v � � w�v � �u z �� x tu � } yz y �� � xv (W)�  v � u �u �� x tu

} x�v � ~ � u ~{ �� � y x� � v � | y x yv � v � x tu �v � u �� �u �u � w�v � �u z � } } { z u | y� ® � ù � úø � s tuv � u z ÿ� ü ± y} � yv �� x u | �� v { �

w�v � �u z � � u� � { } u x tu | y} w �� � u z u� x}

u

� � u y� ~ u� u �� �� v x{ � y¢ { u �� |u x u � z y� u | �v � |u} y ~� } x ∈ ∂R
m
+

�

�� � + 
 � � �
 � � � , � � � � � ��

¦v � �u � ~ u�� u v � ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � } xv � u �� « u | � u y~ t x z y� yz y �� x yv � w�v � �u z } � y x t} x � u} } � v � } x�� y� x}

(Wε)

xv � � � |} ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � } xv x tu � yz y x y� ~ w�v � �u z (W)� } ε ↓ 0
�v � �v � } u� } y �� � ~ y �u� x tu

� u } { � x} v � x tu w� u � yv { } } { �} u� x yv � }p�

�� � � �� �	 � �
 �� � �� �� � � � �� � � �� � � � ��� �� ��� � �� {εk}� � � �� � � �� � �� ¨� � � � �� � {(xεk
, sεk

, λεk
, uεk

)} �� �

� � � �� � �� � � �� � �� ��� � �� � � � �� � � � �µ � � � �� � � � � �� � � � � � �� {(Wεk)} � � �� � � � � � � � � �� � � µ � �� � � �� �� � � � � � � �

�� ��� � �� � � � � �� � � � �µ � � � �� � � � � �� � � � � � � � �� � �� � � �� � �� � � �� � (W) �

�� � � � � s t� x ~ �v �� � �� v w x yz � �} v �{ x yv � } xv x tu } u¢ { u�� u v � w�v � �u z } {(Wεk)} u « y} x �v � �v � } �� x tu� v u �� y � y x�v � x tu v �� u� x y �u � � �� x� x tu |u } y ~� �� � y� � �u} � ¤�v wv } y x yv � °� ÿ� � � | �u yu �} x�� } } � s tuv � u z ��� y x tv { x� � � �v } } v � ~ u� u �� � y x� � � } } { z u x t� x

limk→+∞(xεk
, sεk

, λεk
, uεk

) = (x̃, s̃, λ̃, ũ)� s tu� � v � y� ~ xv¤ �v wv } y x yv � °� �� x tu wv y� x

(x̃, s̃, λ̃, ũ)

y} �u� } y � �u y� (W)� sv ~ u x tu � � y x t ýu z � � ¡ °� °� � | x tu� v � x y� { y x� v �

x tu v �� u� x y �u �{ �� x yv � � � x t y} w�v �u} x tu� �� yzj�

§� ~ u� u �� �� x tu | y} w �� � u z u� x� v z wv � u� x {uk}v � x tu } u¢ { u�� u v � ~ �v �� �v w x yz � �} v �{ x yv � } � u } x{ |� y�¤ �v wv } y x yv � °� õ ü � u u |� v x xv t� �u � � � � yz y x wv y� x}p�  v � u �u �� � u z � � { } u x tu �� � x x t� xv { � v �� u� x y �u�{ �� x yv � y} y� |u w u� |u� xv � x tu | y} w �� � u z u� x} � � |{ x y � y� u ¤�v wv } y x yv � °� ÷ xv u} x� � � y} t x tu �v � �v � y� ~ � u} { � x�

�� � � �� �	 � �
 �� � �� �� � � � �� � � �� � � � ��� �� ��� � �� {εk}� � � �� � � �� � �� ¨� � � � �� � {(xεk
, sεk

, λεk
, uεk

)} �� �

� � � �� � �� � � �� � �� ��� � �� � � � �� � � � �µ � � � �� � � � � �� � � � � � � � {(Wεk )} � � �� � � � � � � � � �� � � µ � �� � � �� �� �

(x0, s0, λ0)� � � �� �� ��� � �� {(xεk
, sεk

, λεk
)} � � � � � �� �� � � � � �� � � � � � � � � � � �� � �� � � � � � � �� � � �� � � � �µ � � � �� � � � � �� � � � �

(x0, s0, λ0, u0)

� � � �� � �� � � �� � �� � � �� � (W) �

�� � � � � ³ yz y �� � xv x tu w�v v �v � ¤�v wv } y x yv � °� õ ü � �{ x{ } u } ¤�v wv } y x yv � °� ÷ y� } x u� |v � ¤ �v wv } y x yv � °� ��

�� � ) � � , � � � � � �� � ( - � � � � � � � �� � � �� � -

s tu z � y� � u} { � xv � x t y} w� w u �� s tuv � u z °� õ °� { } u } x tu �� � x x t� x} x� u } }� v � } x �� y� x} � � u yz wv } u |� �{ � x tu � z v � u�� u � u u | xv z � ¡u � � � } } { z w x yv � x t� x x tu } u ¢ { u�� u v � | y} w �� � u z u� x} {uε} w�v |{ � u | �� x tu } z v v x t y� ~

w�v � u |{ � u y} �v { � |u |� } ε ↓ 0� �u� � � � v x ~{ � �� � x u u x tu �� x x u � w�v w u � x� � y x tv { x yz wv } y� ~ u« w � y� y x �v { � |}

v � x tu | y} w �� � u z u� x}© tv � u �u �� v { �� v z w{ x� x yv � � � u « w u � yu�� u � y x t x tu } z v v x t y� ~ � w w�v � � t� u y� x�v |{ � u y�x t y} w� w u �� v � ª� z } x t� x� v � �u � ~ u�� u v � | y} w �� � u z u� x} x� ¡u} w �� � u y� w�� � x y� u� §� � � � � � } u� ¤�v wv } y x yv � °� �

� } } u � x} x t� x y x y} � x �u� } x wv } } y � �u xv � w w�v « yz � x u u �u �� u ¢ { y � y �� y{ z } x� x u { } y� ~ x tu � u �� « � x yv � � w w�v � � t

� u w�v wv } u© x t y} y} � v � x�� �� xv x�� | y x yv � � �

ε� � u �� « � x yv � � � tu � u } v z u u ¢ { y � y �� y{ z | y} w �� � u z u� x} � � � � v x � u

� w w�v « yz � x u |�

� �� �� � � �� � �� �� � � � �� � � �� � � � ��� �� ��� � �� {εk} � � � �� � � �� � �� ¨� � � � �� � {(xεk
, sεk

, λεk
, uεk

)} �� �

�� ��� � �� � � � � �� �� �� � � � � {(Wεk )} � � �� � �� �� � µ � �� � � � � �� � � � � � � � �� ��� � �� � � �� � � � � �� �� � �� � �� � � �� �

�� � � �� � (W) � � � � �� � � � � � � � � � � �� � � �� � � �� � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � �µ � � � � � � � � � � �÷ � �

�� � � � � � y x tv { x �v } } v � ~ u� u �� � y x� � u � } } { z u x t� x {(xεk
, sεk

, λεk
, uεk

)} → (x, s, λ, u)� } k� v � �u � ~ u } xvy� ª� y x� � �� y� ~ xv ¤�v wv } y x yv � °� �� x tu wv y� x

(x, s, λ, u)

y} �u� } y � �u y� (W)�s tu } x� u } }� v � } x�� y� x} yz w �� x t� x x tu ~ �� | yu� x} ∇E(xεk
, sεk

, λεk
)� � u{ � y �v � z �� �v { � |u | �v � k = 1, 2, . . .s tu � u �v � u� x tu } u ¢ { u�� u {∇E(xεk

, sεk
, λεk

)} t� } � x �u� } xv � u � yz y x wv y� x x t� x �� |u ª� y x yv � y} � z u z � u � v �

∂aE(x, s, λ)� § x y} � v � � � u� } � u« u �� y} u xv �u � y �� x t� x x tu wv y� x

(x, s, λ, u)} � x y} ªu} x tu } � } x u z �÷ ��

. ~� y� � x tu v w x yz � � y x� � v � | y x yv � } � u v � x� y� y� s tuv � u z °� õ °� � u �� x tu � � u� ¡� �{ x � u� � � � v x u« w u� x

z v � u ��v z wv y� x} v � �v � � � z y� yz � �v � (W)

y� ~ u� u �� �© } u u x tu | y}� { } } yv � y� ³ u� x yv � °� ��

� � o � #l r q � & #� 
 #l r� #i k %
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¤�v � �u z m n k w ��� w 	
� � �
 � } v { �� u

2 5 4 2 39.9856 33.5000

® ¦ t ö ú ÿ ±

5 4 2 2 185.597 185.667

®  v � ú÷ ±

9 10 8 1 4896.95 4898.31

® ³� � ÿ ° ±

11 10 8 1 1583.99 1584.00

® ³� � ÿ ° ±

13 10 8 1 4425.16 4426.52

® ³� � ÿ ° ±

15 10 8 1 1655.99 1656.00

® ³� � ÿ ° ±

∗17 25 18 5 510.157 545.264

® ³� � ÿ ° ±
18 10 8 1 1583.99 1584.00

® ¦ t ö ú ÿ ±
23 5 4 1 24.0000 24.0000

® ¦ tû úü ±
24 10(6) 8 1 18199.4 18211.8

® ù y� ú ¯ ±
25 10(6) 8 1 20021.8 20035.3

® ù y� ú ¯ ±
26 10(6) 8 1 22799.7 22817.3

® ù y� ú ¯ ±

27 10 8 1 1979.99 1980.00

® ö ¦� ¯ õ ±

28 5 4 2 79.9713 79.9716

® ö ¦� ¯ õ ±
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5 4 2 2 408.312 408.628

®  v � ú÷ ±

27 10 8 1 8553.44 8553.44

® ö ¦� ¯ õ ±

28 5 4 2 105.831 105.831

® ö ¦� ¯ õ ±
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(Λ)





min
(x,s,λ,u,λmax)

λmax,

}p� x� (x, s, λ, u) ∈ F(f),

xi ≤ xi ≤ xi, i = 1, . . . , m,

w(x) ≤ w,

λ` ≤ λmax, ` = 1, . . . , r,

� tu � u xi

� xi� w� � u ~ y �u� wv } y x y �u � { z � u �} � i = 1, . . . , m� §� ~ u� u �� �� � � �v � y� ~ �v � u � �v { � |} v � x tu |u} y ~�

�� � y� � �u } xv � u � u �v � u} { � x} y� � � y � �� wv } u |v w x yz y �� x yv � w�v � �u z � { � �u} } �v { � |} v � x tu� v z w � y� �� u v � x tu
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3 × 3 58 6 3.0 1.0 1.0 1.0
4 × 4 113 6 2.0 1.0 1.0 1.0
5 × 5 190 1.67 2.5 1.0 1.25 1.07

10 × 10 875 2.5 5.0 6 6 2.0
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 � � �� � � (Λ)	

(Λε)





min
(x,s,λ,u,λmax)

λmax,

� � �� (x, s, λ, u) ∈ Fε(f ),

xi ≤ xi ≤ xi, i = 1, . . . , m,

w(x) ≤ w,

λ` ≤ λmax, ` = 1, . . . , r,

� � � � � ε > 0
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