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Sammanfattning

Syftet med denna fallstudie ar att belysa samspelet mellan intuitiva idéer och
formella bevis. Med utgingspunkt i ett perspektiv ddr vi soker den potential
individer kan uppvisa, beskrivs védxelverkan mellan intuitiva idéer och formella
strukturer, sd som dessa strukturer kommer till uttryck i begreppsdefinitioner och
formella bevis. En grupp universitetsstudenter har arbetat med en analysuppgift
som berdr begreppen funktion och derivata samt inkluderar ett induktionsbevis.
Studenternas samtal har analyserats med hjdlp av intentionell analys, en
analysmetod som utgar fran att individers agerande for att kunna forstds maste
uppfattas som intentionella. Denna analysmetod synliggdr tolkningsprocessen och
gor det ocksd mojligt att nd den matematiska inneborden 1 studenternas agerande.

Studien ger flera exempel pd vixelverkan mellan det intuitiva och det formella
samt beskriver funktionen for dessa viaxlingar. Studenterna har rika
begreppsuppfattningar och tillgang till intuitiva idéer for de begrepp uppgiften
berdr. I gruppens resonemang finns alla ingredienser till ett fullstindigt bevis.
Studenterna genomfor ett bevis som kan passas in i det vanliga monstret for ett
induktionsbevis men de har sjdlva intrycket att deras argumentation inte &r i
overensstimmelse med det monster de mott 1 larobdcker och undervisning. De
stéller stora krav pd formalisering av sina idéer. Detta hammar ibland studenterna
men driver dem ocksa vidare och leder till att de vidgar sitt sokande efter idéer for
hur beviset kan fullfoljas.

Abstract

The aim of this study is to illuminate the interplay between intuitive ideas and
formal justification. In a perspective where we focus on the students’ competences
we describe the interaction between intuitive ideas and formal structures, as they
appear especially in relation to concept definitions and formal proofs. A group of
university students have been working on a task in calculus. The task includes the
concepts function and derivative and requires of them to use a proof by induction.
The discussion between the members of the group has been analyzed in
accordance with the principles of intentional analysis, a method by which we
regard the students’ activities as intentional. This method of analysis makes the
process of interpretation visible. It also makes it possible to make explicit the
competences of the students’ and the mathematical content of their actions.

In the study examples are given of the interplay between the intuitive ideas and the
formal structures and also of the function for this interplay. The students have rich
concept images and access to intuitive ideas relevant to the concepts brought to the



fore by the task. During the group discussion all components of a complete proof
are included in the students’ reasoning. The students create a proof by induction
which matches the ordinary pattern for such a proof, but they do not themselves
regard it as a proof fitting into the ordinary scheme of argumentation, as they
remember it from text-books and teaching. The students put heavy demands upon
the formalization of their ideas and these demands are sometimes hampering the
problem solving process, but they also encourage the students to expand their
search for a solution to the problem at hand.
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Inledning

Relationen mellan det intuitiva och det formella

Det finns mycket forskning, bade experimentell och deskriptiv, som visar att
produktiva matematiska resonemang inte enbart kan vila pd formalism (Fischbein,
1987, s. 16). Endast tillgang till formella strukturer ger inte mdjlighet till den
kreativitet som krdvs t ex vid problemldsning.

”The main idea is that the same type of mental attitudes and endeavors
which characterize an empirical attempt at solution intervene also at the
formal level. /.../ Therefore, even when dealing with axiomatical
structures, the mathematical activity resorts to the intuitive forms of
acceptance and extrapolation which may assure its required behavioral
firmness, its productivity, its dynamic, flexible consistency!” (ibid., s. 23)

De matematiska objekten har ofta av en abstrakt karaktdr och kan beskrivas som
mentala objekt. Dessa mentala objekt maste fa en inre konsistens och en tydlighet
pd samma sitt som reella, materiella objekt for att de ska kunna anvindas i
kreativa, produktiva resonemang.

”The mental ’objects’ (concepts, operations, statements) must get a kind
of intrinsic consistency and direct evidence similar to those of real,
external, material objects and events, if the reasoning process is to be a
genuinely productive activity.” (ibid., s. 21)

Sadan inre konsistens for ett begrepp bildas 1 individens mdten med begreppet. En
begreppsuppfattning och en tolkning av begreppet utvecklas hos individen genom
erfarenheter som kan skapas genom formell skolning men som ocksd kan komma
frén vardagen.

Nér en individ har skapat en uppfattning om ett begrepp si att begreppet av
individen uppfattas som nagot sjdlvklart kan vi tala om att individen har en intuitiv
idé for begreppet. Vi vill med den hir studien visa exempel pa hur sadana intuitiva
idéer anvinds 1 kreativa resonemang.

For att skapa ett produktivt och dynamiskt matematiskt arbete krdvs enligt
resonemanget ovan ett samspel mellan intuitiva uppfattningar och formella
strukturer. Det finns emellertid relativt fa studier som fokuserat detta samspel.
Med denna fallstudie vill vi med ett exempel belysa hur samspelet mellan det
intuitiva och det formella kan gestalta sig i en problemldsningsprocess.



Den empiriska studien

For att studera samspelet mellan det intuitiva och det formella har vi valt att
forsdtta en grupp universitetsstudenter 1 en problemldsningssituation. Uppgiften
som valts dr delvis Oppen till sin karaktdr. Men uppgiften ger ocksd en specifik
uppmaning om att problemldsningen ska innehalla ett induktionsbevis. Att vi valt
en uppgift av denna typ gor att det ar troligt att den véxelverkan vi vill beskriva
blir synlig.

Studenter moter i undervisningen inte sa mycket av formalisering av logiska
resonemang. Eventuellt presenteras olika bevistyper mycket kort. Induktionsbevis
dédremot hanteras annorlunda. Ofta ger larobocker ett argumentationsschema for
just denna bevistyp. Den formella strukturen hos ett induktionsbevis borde darfor
vara bekant for studenterna.

Begreppen som berors 1 uppgiften dr hamtade frdn matematisk analys, begrepp
som studenterna métt redan pa gymnasiet men framfor allt arbetat med under de
inledande matematikkurserna. Studenterna kan darfor tdnkas ha utvecklat intuitiva
idéer for dessa begrepp. Manga studier vittnar om att det vid Gvergangen till
matematik pa universitetsnivd sker en stor fordndring i hur matematiken
presenteras. Studenterna mdter pd denna niva matematik som presenteras pd ett
mer formellt sétt. Vid denna brytpunkt verkar det da rimligt att bdde intuitiva idéer
och formella strukturer kan komma till utryck da studenter arbetar med ett
matematiskt innehall.

Ett kompetensperspektiv

Manga didaktiska studier har genomforts for att kartligga individers
begreppsuppfattningar. 1 dessa studier jamfors ofta de forekommande
begreppsuppfattningarna med en vetenskapligt vedertagen uppfattning (for en
oversikt se Duit, 2004). Studierna far genom detta en stark normativ pragel.
Slutsatsen av studierna blir da ofta att det finns en méngd brister hos de undersokta
individernas begreppsuppfattningar. I denna studie har vi valt ett annat perspektiv,
ett perspektiv dir vi forsoker se den potential som kan finnas i individernas
agerande. Studiens syfte dr att beskriva hur samspelet mellan det formella och det
intuitiva gestaltar sig. Det finns d& anledning att leta efter en analysmetod som
siktar in sig pd hur studenterna resonerar. Analysmetoden som anvénts i studien,
intentionell analys, ger en mdjlighet att se den potential som kan finnas i
aktorernas agerande, en potential som ofta forblir osynlig vid en ytligare analys.
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Uppsatsens disposition

I denna uppsats presenteras efter inledningskapitlet en kort teoretisk bakgrund dir
de begrepp som anvinds vid analysen av den empiriska studien definieras och
diskuteras. Analysmetoden, intentionell analys, presenteras ddrefter. Den
empiriska studien och datamaterialet presenteras genom en beréttelse om gruppens
arbete. I analyskapitlet presenteras tvd exempel pa hur den detaljerade analysen
har genomforts. Dessutom finns 1 detta kapitel en analys av det induktionsbevis
studenterna genomfor. Resultaten sammanfattas 1 ett kapitel och uppsatsen
avslutas sedan med att resultaten diskuteras i relation till den teoretiska
bakgrunden. Aven analysmetoden och studiens konsekvenser for undervisning
diskuteras.
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Teoretisk bakgrund

Intuition

Intuition — ett mangtydigt begrepp

Intuition dr ett begrepp som kan definieras pa en méngd olika sétt (Fischbein,
1987). Intuition uppfattades av Descartes som en fundamental killa for en speciell
typ av kunskap. Piaget beskriver intuition som en typ av kognition karaktériserad
av sjalvklarhet och omedelbarhet. Intuition beskrivs av andra dven som en
elementdr primitiv form av kunskap, som sensorisk kunskap ekvivalent med
perceptuell kunskap eller som en a priori kunskap. Dessutom anvinds flera
relaterade termer t ex sunt fornuft, naturligt tinkande, naivt resonemang och
empirisk tolkning. (Se Fischbein (1987) for en grundlig genomgang av olika
definitioner av intuition.)

Fischbein (1987, 1994) anvinder 1 stort Piagets definition och beskriver intuition
som omedelbar kunskap, det vill sdga en form av kognition vilken av individen
uppfattas som sjdlvklar.

”An intuitive cognition is a kind of cognition that is accepted directly
without the feeling that any kind of justification is required. An intuitive
cognition is then characterized, first of all, by (apparent) self-evidence.”
(Fischbein, 1994, s. 232)

For definition av intuition viljer vi 1 denna studie att ansluta oss till Fischbein och
definierar intuition som en typ av kognition som for individen uppfattas som
sjdlvklar. En intuition dr emellertid inte statisk, vilket definitionen kan forleda oss
att tro; den produceras och reproduceras i olika sammanhang dér den aktualiseras,
1 vardagliga sammanhang sévil som i1 formella. Utover sjilvklarhet karaktiriseras
intuition av globalitet och extrapolerbarhet. Detta betyder att intuitiva idéer fyller
ut luckor i informationsmaterialet samt eliminerar information som inte passar in i
sammanhanget.

Intuitiva idéer ar tvingande 1 den mening att de uppfattas som sjidlvklara och
exkluderar andra tolkningsalternativ. Hér finns ddrmed en potentiell problematik
som kan komma till synes 1 en ldrsituation. Intuitiva idéer utgor en integrerad del
av varje intellektuellt produktiv aktivitet och blir darfor kvar d&ven niar de himmar
resonemangen. Men dessa intuitiva idéer dr som ndmnts inte statiska. Fischbein
(1987) menar att det giller att hjdlpa studenterna att analysera, kontrollera och
utveckla sin intuition.
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”The educational problem is not to eliminate intuitions — affirmatory or
anticipatory. This in our view is impossible. The educational problem is
to develop new, adequate, intuitive interpretations as far as possible,
together with developing the formal structures of logical reasoning.”
(ibid., s. 211)

Primar och sekundir intuition

Intuition kan klassificeras i primir respektive sekundir (Fischbein, 1987, s. 64).
Med primdr intuition menas intuition som utvecklas hos individen genom
erfarenheter fran vardagen i det att vi lever och lar. Sekunddir intuition syftar pa
intuitiva idéer som inte har sina rotter i erfarenheter fran vardagen utan ar skapade
genom formell skolning. Sekundir ska hér tolkas som “senare”; en sekundir
intuition &r inte sjdlvklart hierarkiskt dverstilld en primér intuition. Distinktionen
mellan primédr och sekundir dr inte heller absolut. Vad som uppfattas som en
sekundér intuition dr delvis kulturellt beroende. Fischbein menar dessutom att en
primér intuition kan utvecklas och en ny sekundér intuition skapas. Fischbein
(1987, s. 68-69) argumenterar for att intuition kan trdnas och darmed utvecklas.
Han menar att det &r nodvindigt att trdna sin intuition t ex for att utveckla
formégan att finna matematiska bevis.

I denna studie &r det 1 huvudsak sekundér intuition som ar aktuell. De begrepp som
studenterna arbetar med i studien &r begrepp dir intuition inte utvecklas genom
erfarenheter fran vardagen. Erfarenheterna kommer istéllet fran studenternas mote
med begreppen under sin matematikutbildning. Intuition f6r begreppen har
utvecklats genom arbete med definitioner, satser, bevis och 1 problemlosning dir
dessa begrepp anviénds, dvs. genom formell skolning. Det bor ater pdpekas att en
sekunddr intuition inte noddvéndigtvis &r hierarkiskt Gverordnad en primir
intuition. Den intuition studenterna visar 1 denna studie ar helt enkelt av sddant
slag att den inte skapas utan formell skolning. Aven di en sekundir intuition
utvecklas och en ny intuition uppstar behover inte denna utvecklade intuition
normativt uppfattas som “bittre”. Onskvirt 4r forstds en utveckling dir en ny
intuition blir mer konsistent med formella krav.

Med utgidngspunkt i studiens empiriska material vill vi ge exempel pa hur intuitiva
representationer blir viktiga i en kreativ problemldsningsprocess. Vi instimmer
med Fischbein ndr han argumenterar for att studenterna maste tro pa sin intuition
samtidigt som de méste géras medvetna om sina intuitiva uppfattningar och ldra
sig kontrollera dem:

”...it 1s important to develop in students the conviction that: (a) one
possesses also correct, useful intuitions and (b) that we may become able
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to control our intuitions by assimilating adequate formal structures.”
(Fischbein, 1987, s. 209)

Ett samspel kravs alltsd mellan intuition och formella strukturer. Som nédmnts ar
det hur detta samspel gestaltar sig i en problemlosningsprocess som vi avser att
belysa i studien.

Det formella

Den formella sidan av matematiken refererar till axiom, definitioner, satser och
bevis. Matematik ar visserligen mycket mer dn det formella, dock ska vi nedan
nagot behandla de formella delar som fridmst berdrs 1 denna studie; definitioner
som fastlagger begrepp och bevis som utgor kedjor av slutledningar.

Begreppsdefinitioner

Ett begrepp kan ses som en klassificering déar varje objekt kan avgoras tillhora
klassen eller inte (White, 1994). Men begrepp kan ha otydliga grianser. Objekt kan
ofta klassificeras pa mer dn ett sétt, grupperingen kan vara kontextberoende. Nar
en individ gor klassificeringen péd ett annat sitt dn det av vetenskapssamhillet
vedertagna brukar individen sdgas ha en missuppfattning eller mojligen en
alternativ uppfattning (Duit, 2004). Undervisning syftar ofta till att &dndra
individens uppfattning om begreppet sd att klassificeringen gors enligt
vetenskapliga normer (ibid., se dven Caravita & Halldén, 1994, for en diskussion
och kritik av detta synsitt).

Med ett begrepp kan ocksa menas all den kunskap en individ har och forknippar
med bendmningen (White, 1994). Tall och Vinner (1981) anvénder beteckningen
concept image for den kognitiva struktur som &r associerad med ett begrepp.
Denna kognition bestar av individens tolkningar och forstdelse av begreppet. Den
innefattar alla de egenskaper och processer som individen associerar med
begreppet samt de mentala bilder t ex figurer och grafer som individen kopplar till
begreppet. Aven individens intuitiva idéer om begreppet ifriga innefattas i
strukturen. Den kognitiva strukturen byggs upp successivt genom individens mote
med begreppet.

Med den formella definitionen av ett begrepp avses definitionen 1 sitt sprakliga
uttryck. Den formella definitionen medierar en idé men sprékliga uttryck maste
alltid tolkas. For den individuella tolkningen av den formella definitionen kan
termen concept definition image anvandas (Tall & Vinner, 1981). Denna tolkning
av den formella definitionen utgdér en del av individens hela tolkning och
forstaelse av begreppet, dvs. den utgér en delmidngd av individens “concept
image”. Aven den formella definitionen ingér i individens “concept image”
forutsatt att individen kdnner till definitionen. Men begrepp kan definieras pa olika
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satt. Olika idéer kan bilda utgdngspunkt for en definition och samma idé kan ocksé
uttryckas sprakligt pa olika sétt. Nér vi hér studerar relationen mellan det intuitiva
och det formella sa &r det relationen mellan intuitiva idéer och de idéer som den
formella definitionen avser att formedla som stér i fokus.

En intuitiv idé for ett begrepp utgar inte alltid fran samma idé som den formella
definitionen. Den formella definitionen kan grundas pd en idé som é&r svar att
anvianda intuitivt. For kreativ problemlosning dr den formella definitionen dé
knappast fruktbar. Definitionen kan diaremot krivas for att konstruera ett stringent
bevis.

Begreppet gransvirde kan utgdra ett exempel. Den intuitiva 1dén att gransvérdet a
for en talfoljd a,,a,,qa,,... fis genom en process dir vi ndrmar oss griansvardet kan
inte direkt anvidndas for ett bevis. For ett stringent bevis behdvs den formella
definitionens omvinda ordning, starta med ett positivt tal £, “hur litet som helst”,
och studera sedan |a, —a| (Fischbein, 1994). Ytterligare exempel pd begrepp dér

den formella definitionen ar svar att anvédnda intuitivt dr begreppen kontinuitet och
tensorprodukt. Definitionen av tensorprodukt anvidnds framst for att pavisa
begreppets existens och det dr sedan bara begreppets egenskaper som utnyttjas vid
problemldsning.

Bevis

Ett bevis ér en kedja av logiska slutledningar som utgdende fran axiom, eller andra
utsagor som uppfattas som sanna, leder fram till en utsaga, en sats, som darmed
uppfattas som sann. Bevis utgor en viktig del av matematikens formella struktur.
Ett bevis kan dock ha flera olika roller (se t ex de Villiers, 1990 och Hanna, 2000).
Hanna (1991) péapekar att formella bevis ska ses som ett viktigt redskap for
fortydligande, validering och fGrstdelse av intuitiva tankar. Det finns emellertid
enligt Hanna en fara i att vara alltfor formell:

”The starting point for understanding is the naive mathematical idea
rooted in everyday experience. To provide a basis for further progress,
this naive idea must be developed and made explicit. This requires a
degree of formalism. A language must be created: symbols defined, rules
of manipulation specified, the scope of mathematical operations
delineated. Greater precision must be taught, so that the essential can be
separated from the non-essential and greater generality achieved. But this
has its price. Distanced from the original intuitive context, the student
may lose sight of reality and become a symbol pusher.” (ibid., s 60-61)
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En anledning till att studenter misslyckas med att genomfora formella bevis kan
vara att de inte behdrskar begreppens formella definitioner (Moore, 1994). En
annan anledning, som ockséd visas av Moore i samma studie, &r att studenterna
endast har en svag intuitiv uppfattning av begreppen. Fischbein (1987) behandlar
det omvédnda problemet med starka intuitiva uppfattningar och péapekar att
studenterna méiste ldra sig hantera samspelet mellan formellt bevisade
forhédllanden och intuitiva idéer.

“One of the fundamental tasks of mathematical education — as has been
frequently emphasized in the present work — is to develop in students the
capacity to distinguish between intuitive feelings, intuitive beliefs and
formally supported convictions. In mathematics, the formal proof is
decisive and one always has to resort to it because intuitions may be
misleading. This is an idea which the student has to accept theoretically
but that he has also to learn to practise consistently in his mathematical
reasoning.” (Fischbein, 1987, s. 209)

Det ar just detta samspel som vi i denna studie vill undersoka. Vi vill belysa hur
studenter utnyttjar formella strukturer och intuitiva idéer samt pa vilka sétt
vaxelverkan mellan dessa sker.

Vaxelverkan mellan det formella och det intuitiva

Fischbein (1994) pdpekar att man vid analyser av studenters matematiska beteende
maste beakta tre basala aspekter av den matematiska aktiviteten: den formella, den
algoritmiska och den intuitiva aspekten. Interaktionen mellan dessa tre aspekter ar
enligt Fischbein mycket komplex (ibid., s. 244). I denna studie begrinsar vi oss till
att belysa samspelet mellan tva av dessa aspekter, den formella och den intuitiva.

En av de relativt fa studier som fokuserat hur studenter ror sig mellan formella och
mer intuitiva resonemang ér en studie redovisad av Pinto och Tall (1999). De har
foljt studenter under en ldng tid och studerat de strategier som studenterna
anvander for att tolka och skapa mening for den formella matematiken. Studien
visar pa tvd olika ldrandestrategier. Vissa studenter har preferens for en strategi
som Pinto och Tall bendmner giving meaning. Dessa studenter skapar sin tolkning
av den formella matematiken genom att utgad fran intuitiva idéer. De reflekterar
over mentala objekt och forfinar sina idéer for att skapa en tolkning som
overensstimmer med den formella teorin. Andra studenter anvénder i forsta hand
en strategi som bendmns extracting meaning. Dessa studenter skapar sin tolkning
utgdende fran den formella teorin. De extraherar mening fran formella definitioner
och konstruerar begreppens egenskaper genom deduktion. Studenterna visar som
individer preferens for en av larandestrategierna dven om de ocksd anvédnder den
andra strategin.
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Tidigare studier och andra forskares teorier har oftast beskrivit strategier liknande
“extracting meaning” (Pinto & Tall, 2002). Som exempel kan ndmnas APOS-
teorin (Dubinsky, 1991) och Sfards teori om hur en matematisk process reifieras
till ett matematiskt objekt (Sfard, 1991). Dessa teorier ger emellertid inte ndgon
beskrivning som forklarar lirande-strategin “giving meaning”. Pinto och Tall
(2002) argumenterar for att teorierna ddrmed inte inbegriper alla lyckosamma
strategier.

Studenters svérigheter att koordinera formella och intuitiva aspekter av
matematiken behandlas av Raman (2002). Med exemplet kontinuerlig funktion
visar Raman att studenterna inte erbjuds sa manga tillfillen att skapa kopplingar
mellan det formella och det intuitiva. Larobockers framstillningsform och urval av
uppgifter ger enligt Raman inte studenterna incitament att koppla samman
formella definitioner med mer intuitiva karakteriseringar av begrepp.

Perspektiv for studien

I var analys av studiens datamaterial anvénder vi ett perspektiv som fridmst belyser
den potential som finns 1 studenternas agerande. Driver (1981) pévisar att elever
ofta har begreppsuppfattningar som skiljer sig frdn de uppfattningar om begreppen
som &r vedertagna av vetenskapssamhiéllet och som undervisas i skolan. I de fall
dar elevernas uppfattningar skiljer sig fran lararens eller larobokens beskrivningar
av begreppen talar man om missuppfattningar eller alternativa referensramar. En
hel forskningstradition har {6ljt 1 Drivers spar och beforskat elevers
begreppsuppfattningar (Duit, 2004). Studier av elevers uppfattningar har framst
gjorts inom naturvetenskapens didaktik men &ven inom andra d&mnesomraden.
Forskning inom traditionen alternativa referensramar visar att fordndring av
begreppsuppfattning ofta méter stort motstdnd hos individen (Vosniadou, 1994).
Undervisningen inriktas mot att forma individen att byta ut begreppsuppfattningar
som klassificerats som missuppfattningar mot nya uppfattningar som baittre
stimmer med de vetenskapligt vedertagna. Flera studier visar dock att elever trots
undervisning séllan Gverger sina tidigare forestidllningar om begreppen (se t ex
Halldén, 1988, 1999).

Forandringar 1 begreppsuppfattning, conceptual change, beskrivs ofta som en
Oovergang fran en uppfattning till en annan dar den senare oftast uppfattas som
”battre” dn den tidigare (se t ex Vosniadou, 1994). Det finns alltsa ett normativt
inslag 1 teoribildningen dir den vedertagna vetenskapliga uppfattningen uppfattas
som “den ritta”. Halldén (1999) ifrdgasdtter det fruktbara 1 att se
begreppsutveckling 1 termer av ”conceptual change”. Istéllet argumenterar Halldén
for att utvecklingen bittre kan fOrstds som ett kontextualiseringsproblem dir
studenter ibland misslyckas med att infoga ett begrepp 1 ett relevant sammanhang

17



— den kontext som av ldraren uppfattas som den korrekta. Lérsituationen
missuppfattas och studenter ger svar kopplade till vardagserfarenheter och inte
vetenskaplig teori (se dven Sédljo, 2000). Det kulturella sammanhanget ar 1
undervisningssituationer ofta implicit och studenter kontextualiserar ibland
uppgifter 1 ett annat teoretiskt ramverk &n vad som avsetts. For att réatt hantera
larsituationen kréivs att studenter blir inskolade 1 den kultur som rader i &mnet och
1 skolsituationen.

En individs begreppsuppfattning kan ockséd fordndras genom att en ny uppfattning
laggs till utan att den gamla forsvinner (Halldén, 1997; Halldén et al, 2002). De
olika uppfattningarna lever sida vid sida och anvinds i olika sammanhang. Detta
kan beskrivas som en process av differentiering som resulterar i tva eller fler olika
sdtt att uppfatta samma foreteelse. For individen innebér det att repertoaren utokas.
Ett sdtt att forklara ldrande &r att se kunskapsbildning som en differentiering
mellan olika kontexter for tolkning av en situation eller en uppgift. Individen
maste vara medveten om och ha formigan att differentiera mellan olika sitt att
tolka och forstd ett undervisningsinnehéll. Det handlar om att finna en lamplig
kontext och sedan anvinda en begreppsuppfattning i enlighet med denna (Wistedt,
1993). Genom att frigora sig frdn den normativa uppfattningen, att en
begreppsuppfattning dr “’bdttre” dn en annan, Oppnar vi upp for ett synsétt dir vi
kan synliggdra den potential som studenternas uppfattningar eventuellt inrymmer.

Forskningstraditionen alternativa referensramar utgar fran en konstruktivistisk
grundsyn. Det betyder mycket forenklat att individen sjdlv konstruerar sin
kunskap. Stark kritik mot detta synsétt har framforts frin forskare inom den
sociokulturella traditionen (Sdlj6, 2000). Inom denna tradition hidvdar man
larandets starka beroende av situationen och det sociala samspelet. Kunskapen
skapas 1 samspelet mellan individerna (Dysthe, 2001). Forsok finns dock att fora
samman dessa tvd perspektiv. Driver med flera (1994) ser vetenskaplig kunskap
som socialt konstruerad. Larande uppfattas som en socialiseringsprocess som dven
inkluderar individuella processer. Cobb (1994) argumenterar i artikeln ”Where is
the mind?” for att konstruktivismen och det sociokulturella perspektivet ska ses
som tva komplementéra perspektiv dir fokus riktas mot olika problem. Det ena
perspektivet kan utgora bakgrund for det andra. Cobb tolkar lirande badde som en
socialiseringsprocess och som en process av individuell kunskapsbildning.

Vi har 1 denna studie valt ett annat sitt att, utan att limna den konstruktivistiska
grundsynen, forhalla oss till kritiken frdn det sociokulturella perspektivet.
Studenternas agerande har tolkats med hjilp av intentionell analys. I den
intentionella analysen sker en sammanvégning av individernas kognitiva férmaga
och deras tolkning av situationen. Den intentionella analysen hjélper oss dessutom
att se den potential som kan finnas i1 studenternas agerande. Vi ldmnar ett
bristperspektiv och sitter istéllet ljuset pd de ldrandes kompetens.
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Studiens syfte

Med denna fallstudie vill vi belysa samspelet mellan intuitiva idéer och formella
bevis. Vi dr framforallt intresserade av att visa hur detta samspel kan gestalta sig.
Med utgangspunkt i en konstruktivistisk grundsyn och i ett perspektiv dir vi
frimst ar intresserade av att soka den potential studenterna kan uppvisa vill vi
beskriva véxelverkan mellan intuitiva idéer och formella strukturer sa som dessa
kommer till uttryck framst 1 begreppsdefinitioner och formella bevis.
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Metodiska overvaganden

Intentionell analys

Som redan ndmnts anvdnds 1 denna studie en analysmodell som syftar till att
belysa och rimliggora studenters agerande da de stélls infor en matematisk
uppgift; intentionell analys. Intentionell analys har kommit att bli bendmningen pa
en typ av kvalitativ analys som utvecklats av forskargruppen Kommunikation och
kunskapsbildning vid Pedagogiska institutionen vid Stockholms universitet
(Halldén, 2001). Analysmetoden bygger i huvudsak pa von Wrights studier (1971)
av vad som karakteriserar ménskligt handlande och vad som skiljer en historisk
forklaring frdn en forklaring av t ex fysikaliska fenomen. Analysen syftar till att
beskriva individers begreppssystem samt hur dessa anvinds i specifika situationer.

Enligt von Wright (ibid.) maste man for att forsta individers agerande tillskriva
mening till individernas beteende, dvs. uppfatta deras agerande som intentionella.
Det finns ménskligt agerande som inte dr intentionellt. Hjartslag och peristaltiska
rorelser sker icke-intentionellt men det dr inte denna typ av aktiviteter som vi hir
ar intresserade av. En ryckning 1 6gonlocket kan vara intentionslos men det &r
viktigt att kunna skilja en sddan ryckning frdn t ex en flort dir det finns en
intention, medveten eller omedveten, hos den agerande. Det &r 1 ljuset av en
intention som ett agerande blir meningsfullt och kan beskrivas som en handling,
som 1 exemplet *flort’.

Intentionell analys ger en modell for agerande som kan utgora ett hjdlpmedel for
att forstd meningen 1 en individs agerande 1 en given situation och varfor individen
agerade som han gjorde. Grundtanken i1 den intentionella forklaringsmodellen &r
att ett beteende blir begripligt och meningsfullt genom att agenten forutsitts agera
intentionellt (Jakobsson Ohrn, 2001).

For att kunna tolka individernas aktiviteter som meningsfulla handlingar méste
darfor den beskrivning vi utgdr fran vara sd detaljerad att meningen kan
bestimmas. Bendmningen “tjock beskrivning” anvidnds av Geertz (1991) for en
redovisning av vad som sker ddr ocksd sammanhanget for agerandet lyfts fram.
Geertz pédpekar att vi 1 véra beskrivningar av méinskligt agerande méiste vara
aktorsorienterade, dvs. vara tolkningar maéste goras i termer av handlingar som
rimligen kan tillskrivas individen.

Ett sitt att forstd den intentionella analysen &r att se den som skapandet av en
modell. Vi modellerar verkligheten for att forsoka forstd vad som hédnder pa
samma sitt som en tillimpad matematiker skapar modeller for bakterietillvixt,
spridning av luftféroreningar eller andra problem man oOnskar studera.
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Verklighetens agerande och yttranden forsoker vi med hjélp av den intentionella
analysen modellera. I modellen kan vi genom att tillskriva individerna intentioner
tolka deras agerande som handlingar och dirmed 6ka forstaelsen av den verklighet
de upplever. Intentionalitet utgor alltsd ett grundantagande for modellen. I
modellen anvédnder vi begreppen handling, utsaga och determinanter. Dessa
begrepp reserveras for arbetet inom modellen och ska inte forvixlas med
beskrivningar av verkligheten som gors 1 termer av agerande (beteende,
aktiviteter), yttranden samt kognitiva och situationella betingelser.

Intentionell analys dr en systematisering av den tolkande verksamhet som vi alla
anviander 1 vart dagliga liv nir vi forsoker forstd andra ménniskors agerande.
Syftet med att tala om intentionell analys som en specifik metod &r att oka
medvetenheten om tolkandet och darmed Oka systematiken i1 analysen. Dessutom
blir det mojligt for ldsaren att granska de tolkningar forskaren gjort.

Att tolka beteende 1 ett intentionellt perspektiv ar alltsd att forsoka svara pd varfor
individen agerade pa ett givet sidtt. Samma agerande, t ex en serie enskilda
beteenden som “gér mot ett fonster, lyfter handen, griper i handtaget, skjuter
fonstret utét,...” kan ges flera forklaringar: individen agerar s for att Gppna
fonstret, for att vidra eller for att sldppa ut en fluga. Detta for-att-motiv ar
avgorande for vilken beskrivning som passar in 1 modellen. Vi sdker den handling
som gor enskilda beteenden rimliga och meningsfulla 1 ljuset av en avsikt, ett mal
som individen forsoker uppni: fonsterdppning, vidring, flugjakt.

Ett sitt att illustrera en intentionell forklaring &r att konstruera en praktisk inferens
(Halldén, 2001; Scheja, 2001):

Premiss 1: P vill/Onskar/avser att astadkomma x.
Premiss 2: P tror att han kan dstadkomma x genom att gora y.
Slutsats: Darfor; P gor y.

Som observatorer ser vi att P gor y, t ex gar mot ett fonster, tar i handtaget, osv.
P:s beteende blir meningsfullt om vi antar att P har ett syfte x, t ex att vidra.
Relationen mellan x och y skapas av den som tolkar agerandet. I denna mening
tillskriver vi som tolkare en intention for agerandet. Med intention menar vi alltsd
inte hir nodvéandigtvis en medveten mental akt hos aktoren. Intentionen avgor
tolkaren genom att matcha premisserna i slutledningen med konklusionen. Det &r
denna tillskrivna mening som kan provas och forsvaras, eller forkastas, 1 den
intentionella analysen.
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Handlingens determinanter

I en intentionell analys soker vi premisserna for en individs agerande. Det finns
endast indirekta sétt att faststilla en agents intentioner: genom att titta pa faktorer
som kan tdnkas pdverka individen att agera pa ett visst sétt kan vi dra slutsatser om
en persons avsikter (Jakobsson Ohrn, 2001).

von Wright (1979) gor en distinktion mellan tva typer av faktorer som bestimmer
en individs agerande bendmnda interna determinanter respektive externa
determinanter. De interna determinanterna dr interna genom sin association med
den formodade mentala dispositionen hos agenten. De syftar pa individens
emotionella, kognitiva och fysiska tillstdnd. De externa determinanterna far sin
externa karaktdr genom att vara associerade med egenskaper utanfor agentens
formodade viljekraft. De syftar pa individens forestdllningar om och tolkningar av
den situation 1 vilken handlingen utférs och av den kultur 1 vilken situationen dr
inbdddad. Vi skulle ocksd kunna bendmna determinanterna psykologiska/mentala
respektive sociokulturella/diskursiva (Halldén, 2001).

Med determinanter for en handling menas i den intentionella analysen inte
orsakerna till handlingen utan determinanterna konstitueras av de olika typer av
premisser som kan inga i den praktiska slutledningen, inferensen. Determinanterna
ska inte heller ses som psykologiska entiteter hos agenten utan snarare som en
begreppsapparat for att analysera handlande (Scheja, 2001). De é&r inte
observerbara entiteter utan de utgors av de forestillningar eller begreppsstrukturer
som vi tillskriver individen vid konstruktionen av den praktiska inferensen och de
ar harledda genom matchningsforfarandet mellan premisser och konklusion.

COGNITIVE DIMENSION
intrinsic wants, beliefs, abilities
(determinants) intention  action
\ /. N N
extrinsic duties, norms, opportunities

SITUATIONAL/CULTURAL DIMENSION

Fig. 1. Handlingens determinanter (efter Scheja, 2002, s. 58)

Att forma en intentionell forklaring betyder inte 1 forsta hand att isolerat analysera
ett enstaka agerande genom att konstruera en praktisk inferens. Det innebéar
framforallt att leta efter ett filt av sammanlidnkade fakta, en narration om agenten.
Enligt Scheja (2001) &r just detta sokande den intentionella analysens vasentliga

22



kidnnemarke. Att gora en distinktion mellan interna och externa determinanter for
handlingen Oppnar dessutom upp for att ta hédnsyn till bdde kognitiva och
sociokulturella aspekter av larandeprocesserna (se fig. 1).

Den intentionella analysens sdkande efter sammanlédnkade data och den noggranna
tolkningsanalysen ger ocksa en mojlighet att tringa djupt in i1 aktorernas
beteenden. Det ger dirmed en mojlighet att se potential hos aktérerna, en potential
som ofta forblir osynlig vid en ytligare analys.

Nér vi med hjélp av intentionell analys gor en tolkning av ett samtal utgar vi fran
ett datamaterial som hér bestar av dokumenterade samtal mellan studenter som
l6ser en matematikuppgift. Genom transkribering av materialet har vi ”stannat
tiden” och samtalet blir mojligt att atervénda till. Vart material bestar av det
videobandade samtalet och de anteckningar som studenterna gjort i det att de l9ste
en given uppgiftt Men 1 tolkningssituationen tillfor vi  ocksd
bakgrundsinformation. Det 4r med hjélp av denna bakgrundsinformation som de
externa determinanterna konstitueras. Vi som tolkar har t ex kunskap om hur
matematikkurser brukar se ut och hur ldrobdcker vanligen framstéller olika
begrepp. Vi har dessutom egen erfarenhet och kunskap om matematik. Utan dessa
kunskaper skulle férmodligen tolkningen ha varit svar att genomfora.

Validering av analysen

En tolkning av ett agerande innebdr alltsd att en intention tillskrivs en agent.
Tolkningens giltighet, validitet, fir médtas mot det stod tolkningen fir av det
empiriska materialet som samlats t ex genom observationer samt av relevant
teoribildning. Valideringen kan ses som en argumentationsprocess. Den
accepterade tolkningen blir didrmed alltid Oppen for fortsatt argumentation.
Mojligheten att mot det empiriska materialet testa forskarens tolkningar &r en av
styrkorna hos metoden.

Denna typ av analys kan inte valideras genom hénvisning till agentens egen syn pa
sitt agerande. Fragan om hur vi vet att individerna verkligen har de intentioner vi
tillskriver dem &r inte relevant eftersom vér tolkning utgér en modell. Det ar i
denna modell som agerandet blir till meningsfulla handlingar. Om man skulle
fraga aktoren &r tolkningen som denne foreslar i samma grad en tillskriven
intention. Aktdren har mdjligen stérre kinnedom om sina egna bevekelsegrunder
men kan ocksa vara paverkad av andra omstdndigheter t ex av viljan att framstilla
sig i en gynnsam dager. Ett beteende kan ocksa forklaras pa mer dn ett sétt givet
att dessa ar rimliga beskrivningar av individens agerande. Vilken av dessa vi viljer
beror pé syftet for var studie. I denna studie ldgger vi fokus pa intentioner
relevanta for den matematiska verksamheten. Aktorerna skulle, om vi fragade
dem, kunna vilja andra syften ddr matematiska handlingar inte star i fokus.
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Den empiriska studien

Studiens genomférande

Studenterna som deltagit i studien ldser matematik pd universitetsniva. Studien
genomfordes med tre grupper av studenter som frivilligt anmalt sig att medverka 1
undersdkningen som genomfordes utanfor ordinarie undervisning. Den grupp som
narstuderas valdes ut da datamaterialet runt denna grupp erbjod ett rikt underlag
for studier av den hér aktuella fragestillningen. Gruppen bestod av fyra studenter,
tvd kvinnor och tvd mén. De fyra studenterna f6ljde alla ett matematikprogram vid
ett svenskt universitet. Tre av dem var nir studien genomfordes i slutet av sitt
forsta studiear och hade under aret studerat tillsammans. De hade nér studien
genomfordes ldst ca 30 podng matematik. En av gruppmedlemmarna gick i en
hogre arskurs men ldste vid tillfdllet samma kurs 1 flervariabelanalys som de andra
tre.

Den uppgift som valts dr inspirerad av en uppgift som tidigare anvéints som
inldimningsuppgift inom en av  matematikkurserna pa  programmet
Naturvetenskaplig problemldsning vid Goteborgs universitet. Uppgiften fick sin
slutgiltiga formulering efter att ha testats pa enstaka studenter och nagra
matematiker. Studenterna 1 gruppen fick tillgang till uppgiften dagen innan studien
genomfordes, med instruktionen att var for sig fundera igenom problemet men inte
diskutera det med varandra. Valet att ge dem tillgang till uppgiften gjordes for att
gruppen snabbt skulle komma igdng med sitt arbete.

Uppgiften:

Ldt fvara en funktion definierad pa hela R.
a) Hur madnga nollstillen kan funktionen hégst ha om for alla x gdller att

f'(x)z0?

b) Om istillet f"(x)# 0 vad gdller dd for antalet nollstdllen till funktionen?

c¢) Omvi har f (")(x) # 0 vad kan da sdgas om antalet nollstdllen till funktionen?
Anvind induktion for att bevisa ert pastaende.

Gruppen fick inga tidsramar for sitt arbete utan instruerades att arbeta sa linge de
sjalva onskade. Gruppen som har valts som exempel anviande totalt 115 minuter.
Studien har genomforts genom videoinspelning utan nirvarande observator. De
anteckningar som studenterna gjorde har samlats in och analys av dessa ingér 1
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underlaget for tolkningen av gruppens arbete. Gruppmedlemmarna har 1
presentationen givits namnen Alex, Beth, Carl och Diana.

Gruppens samtal har transkriberats i sin helhet. Pauser och tvekan i studenternas
tal har markerats med punkter (...). Punkter har ocksd anvénts dd yttranden é&r
inflatade 1 varandra samt nér yttranden saknar tydlig start eller limnas oavslutade.
Nér betoning av ord eller uttryck avviker frdn normal prosodi har det betonade
ordet markerats med fet stil. De delar av studenternas samtal som finns atergivna 1
berdttelsen om gruppens arbete har redigerats ndgot for att oka ldsbarheten.
Matematiska uttryck har atergivits med matematiska symboler nir det bedomts
forenkla ldsandet utan att paverka tolkningen av studenternas uttalanden.
Felsdgningar som direkt rdttats av studenten sjdlv har strukits och en del
talsprakliga uttryck presenteras i sin skriftsprékliga form. For en diskussion om
detta sitt att presentera ett datamaterial for lasaren se t ex Trankell (1973). De
utdrag frin samtalet som presenteras i analysavsnittet ar inte redigerade pé detta
satt utan dr hamtade direkt frdn transkriptionen. Lisaren ges ddrmed ocksa
mojlighet att granska hur direkta citat har redigerats.

Gruppens arbete

Reflexion éver uppgiften

Gruppen bdrjar sitt arbete med att tydliggéra uppgiften. Uppgiften &r inte
fullstdndigt specificerad men detta leder inte till nigra tolkningsproblem for
gruppen. De konstaterar snabbt att det dr c-uppgiften som ar den viktiga och att a-
och b-uppgifterna utgor en startstracka. De gor en inventering av vad de kan sedan
tidigare och vad de kadnner igen.

Diana: Vi har nog haft nagon sdadan hdr liknande, men...

Gruppen konstaterar att om derivatan inte dr noll sd kan derivatan inte byta tecken.
Funktionen dr ddrmed véixande, eller avtagande, hela tiden. Funktionen kan darfor
ha hogst ett nollstéille. Gruppen dvergar till b-uppgiften och gor en ny inventering.
De konstaterar att om andraderivatan dr skild frdn noll s& 4r derivatan vixande
eller avtagande och d& byter derivatan tecken hogst en gang. De ritar en figur som
visar en parabel och konstaterar att detta innebér att funktionen kan ha hogst tva
nollstillen.

Efter ca fyra minuter kommer gruppen fram till c-uppgiften.

Beth: Men nu har vi induktion hdr, det blir spdannande.
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Formulering av hypotes
En hypotes formuleras snabbt, utan nédgon diskussion alls i gruppen.

Carl: Ja just det, om nollstdllen, n stycken nollstdllen. Det dr det vi tror va?

Alla haller med. Ett problem uppstar dock, vad ska man gora induktion éver? Man
ar ganska klar 6ver den formella gdngen 1 ett induktionsbevis, men har svirt att {4
in denna uppgift i en mall for sddana bevis.

Carl: Da ska man ha ett basfall forst, ... Borjar vi pd f prim x eller borjar man
pd, det finns ingen f noll x va?

Gruppen enas om att man borjar pa /'(x) men &r inte 6verens om huruvida detta

redan ér bevisat eller inte. Man konstaterar att satsen om mellanliggande vérden
nog kan anvéndas men konstaterar ocksé att detta kanske inte dr det viktigaste.

Carl: Men det kan vi gora sen, om vi vill gora ett jdttefint bevis, for det dr ju inte
det svara dndd kdanns det som, utan det svara dr vdl det som man ska
bevisa nu.

De soker en 1dé¢ for att kunna genomfora beviset och funderar Over vari
svarigheten bestar. For att kunna formalisera krdvs att man har idén.
Gruppmedlemmarna skédmtar ocksa lite om vad man gor.

Carl: Enligt satsen om monoton konvergens eller ndagonting sadant (fniss).
Man gor ett induktionsantagande men kénner sig inte trygg i detta.

Carl: Sa vi antar alltsa det hdr for ndgot p da. For ndgot p sa gidller
att ) (x)# 0 och dd sd giller att f har p stycken nollstillen. Det hiir kinns
Jju livsfarligt tycker jag, men det funkar ju, det dr ju sa...

Hér finns inte med att det handlar om hogst p nollstidllen. Man kan emellertid
senare 1 studenternas samtal se att denna specificering tas upp igen nédr den behovs.

Att bevisa med induktion

Gruppen fortsatter diskussionen om vad induktion &r. Diana forsoker forklara. Vid
denna tidpunkt ndr gruppen arbetat i ca 9 minuter presenterar Diana en idé som
senare dterkommer.
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Diana: Alltsd jag tdnker, eller, det kanske bara dr jag som inte har sa ddr
stenhard koll pd induktionen. Det kdnns som att det kan alltid ga tillbaka
ett steg och overfora det pa de hdr tvd (pekar pa a- och b-uppgiften i Carls
16sning) och sdga att om derivatan dr skild fran noll, da har funktionen
bara ett nollstdlle. Och ifall tredjederivatan dr skild fran noll sd har
andraderivatan bara ett nollstdlle och sd fortsdtter man sd.

Beth vidhéller hela tiden en formell mall for induktionsbeviset.

Beth: Man antar vdil det hdir, men sedan sa ldgger man till, steget ovanfor. Men
dd ska det dnda bli antagandet liksom. Det dr vdil sa principen dr. Men jag
vet inte riktigt hur man ska...

Beth vill passa in beviset 1 larobokens mall och aterkommer till detta gdng péa gang
under gruppens arbete. Dessa kommentarer stor gruppens arbete och gor att man
vid flera tillfillen tappar bort goda idéer. Sa t ex uppstir en diskussion om &t
vilket hall induktion ska goras.

Carl: £V (x) den kommer ju att se ut... Det dir ju derivatan av en annan funktion.
Alltsa dr det ju enklare att gd at det hallet i och for sig. Far man gora det?
Men det dr vdl bara bra att géra det, dr det inte det? Om vi borjar med
£V om den dr skild frdn noll, di har ') (x)... Men det var inte det vi

ville visa, precis som vi sa forut...
Det uppstér ocksa en dispyt mellan tva av gruppmedlemmarna.

Alex: Alltsa, jag tdanker att om man bérjar med det hir som antagandet och gar
bakat, alltsa om man gar fran p+1 till p och visar det.

Beth: Induktionen dr vdl att man gadr steget uppdt och sedan visar att det dr det
samma som steget under.

Diana: Ja for du mdste ju, du kan ju inte, alltsa...

Beth: Och da gdller det hela vigen liksom...

Alex: Ja.

Diana: Podngen dr ju att du ska borja pd p sd ska du ta p+1, ...

Alex: Ja, jag tar nog det (tyst och med miner) bla, bla, bla ...

Diana: ... sa du rdknar uppat...

Alex: Ja.

Diana: ... och inte neddt for dd kan du vilja ett p och sd kan du gad nerdt fran det
hdir, for vi vet inte...

Alex:  Mm.

Diana: Annars far du ju borja med vdirldens storsta...
Alex: Ja. Odndligheten.
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Diana: Ja...
Carl: ... kinns som det skulle vara okej med ett ospecificerat p som skulle kunna
vara godtyckligt stort... Det dr konstigt att det inte fungerar, men...

Efter denna ordvixling tar speciellt tvd av gruppmedlemmarna, Carl och Diana,
tag i arbetet och forsoker komma vidare. Diana kommer med en viktig idé:

Diana: Vi kan derivera den dir liksom (pekar i Carls 16sning pa f)), sd far vi
den déir (pekar i Carls 16sning pa /"),

Ett induktionsbevis innebér att senare fall aterfors pa ett tidigare. Vet man hur
detta gar till s ar beviset i princip klart. Carl verkar nu se att kanske den
avgorande idén finns hér.

Carl:  Och sd, antingen dr det firdigt eller sd dr det jdttesvart (skratt).

En inventeringsfas

Efter detta konstaterande sker ett brott i gruppens arbete. De Overgér till en
inventering om vad de vet om derivator och funktioner.

Diana: Om den dr skild fran noll, vad innebdr det da for derivatan? Och om
funktionen dr skild fran noll, vad innebdr det dd? ... om derivatan? (ritar)
Det sdiger ju ingenting, eller, det sdger ju...

Beth: Nej, det sdger ju inte, det kunde hogst vara ett nollstdlle, men den kanske
inte har ndgot nollstille.

Diana: Nej.

Alex: Men, men...

Alex: Det sdger vdl visst nagonting, om en funktion dr...

Diana: Nej.

Alex: ... skild fran noll da sdger det att, da korsar den inte...

Beth: Nej den korsar inte.

Alex: Den korsar inte. Och dd mdste den vara antingen vixande eller avtagande.

Diana: Den kan vdl gd sa har? (ritar, se fig. 2) x-axeln kan ju alltid ligga under.
Det sdger ju ingenting. Funktionen kan ju hoppa och ha sig lite hur som
helst hdr.
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Fig. 2. Dianas bild av funktionen.

Diana visar hér att hon har sddana kunskaper, en begreppsuppfattning, om derivata
att hon enkelt kan konstruera ett exempel.

En strategi for losningen

Efter en kort diskussion om huruvida det ar alla derivator som ska vara skilda fran
noll enas man om att det bara dr hogsta derivatan som ska vara skild fran noll. De
fortsétter diskussionen.

Diana: Men kan man inte anvinda sig av att (f (p)) =f w2 Det dir Jjdttesvart att
prata om vad den p:te derivatan gor for funktionen, man mdste prata om
vad den gor for p-1 derivatan typ, eller vad man ska sdga.

Carl: Jaa... men om... nu lyssnade jag inte pa dig, for nu tinkte jag...

Diana: Ja, vad tinkte du?

Carl: Jag tinkte bara att det kinns ju som vi redan har sagt att f..., om den dr
skild fran noll, da kan den max ha ett nollstdlle.

Diana: Mm.

Carl: Och det kinns som att vi for vilket p som helst hdr uppe kan sdga att om
den dr skild frdn noll, dd har den tidigare...

Diana: Ja.

Carl: ... hogst ett mer nollstdlle dn den innan, eller?
Beth: Jaeller... ja...

Alex: Mm.

Carl: Fast det dr en sak att sdga, en annan sak att skriva det.

Diana: Jo, men dda gor man vdl...

Beth: Det dr vart pdstdende i alla fall, att det dr sa.

Carl: Men dd kommer man ju fran p till p-1, och inte fran p till p+1, och det
kédnns som man kan gora det dnda.
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Att dela upp i intervall

Hér har gruppen hittat en mdjlig strategi till 16sning men de ser inte hur denna ska
kunna genomforas. Dessutom tycker de inte att idén passar in 1 mallen for ett
induktionsbevis. Idén hir dr att overfora fran ett hogre fall till ett lagre. Det enkla
gér hér till synes frin p till p-1 och inte som de Onskar fran p till p+1/. Efter en
stunds funderande och resonerande kommer en ny idé upp.

Carl: Fast vad héinder om vi tdanker oss att vi har den hdr funktionen hdr, och
den har hogst ett nollstille. Kan man inte dela upp den da? Da sa har vi
ett omrade hdr, ddr vi har ett nollstdlle. Sedan har vi... (tyst) det spelar
ingen roll... jag tinker pd, ndr vi far en massa nollstdillen, dd kan man
tdanka att man har omrddend...

Diana: Man kan dela...

Carl: ... liksom ddir man har ...
Diana: Ja, just det dd delar du upp...
Carl: ... sa att man har ett nollstdlle i varje omrade, och da kan man...

Diana: Ja... just det.

Carl: Fast da har man kanske inte ...

Diana: Jo, for da har du ju sa hdr: pa den har du tvd separata delar... ddir
funktionen... eller den hdr, dr skild fran noll.

Carl: Men det jag tinker dr att det kanske blir en massa problem, det ska helst
vara definierat pd hela R liksom for att det ska gd...

Diana: Ja, fast det blir... ja, just det, du far ta bort den punkten ddr, ddr den dr
noll.

Idén att dela upp 1 intervall 4r mycket naturlig men fungerar inte for denna uppgift
pa det sitt gruppen foreslar. Att dela i intervall pa detta sétt ger inte tillrdcklig
information fOr att kunna slutfora ett bevis for den hypotes som uttalats. Diana
greppar idén med intervalldelning men gruppen tappar bort den. Hela gruppen
stors dessutom av att deras idé verkar ha en annan riktning &n de &r vana vid. De
vill formalisera sina idéer 1 mallen for induktionsbevis men klarar inte detta.

Omformulering ger ett lemma

Efter ytterligare funderande, gruppen har nu totalt arbetat ca 40 min, kommer
Diana med en omformulering av en tidigare idé¢.

Diana: Men alltsa om f(p)(x) %0, om det implicerar att f har hogst p nollstdllen,
... omdd £ har hégst ett nollstille, vad implicerar di det?

Carl: En gdng till. Om en funktion har ...

Diana: Alltsd, vi vet ju att £ (x)# 0, implicerar hégst p nollstillen. Det dr virt
antagande liksom. Om vi med det antagandet, liksom ldgger till att vi later
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£ ha hogst ett nollstille. Vad kan vi dé sidga om antal nollstdllen for f?
Kan vi sdiga ndgonting?
Carl  Om ) har ett nollstille, di borde f kunna ha p+1 kiinns det som, eller?

Detta omformuleras ytterligare till ett pastdende som kan uppfattas som ett lemma:

Diana: ...alltsa det som man ska visa tror jag dr att om f' har max sd mdnga

nollstdllen...

Carl: Mm.

Diana: ... dd kan f ha max sa mdnga plus ett nollstdllen, va?

Carl: Mm, och det kinns ju som om det skulle vara antagandet ...

Diana: ... den grejen, fast...

Carl: Javisst. Och dd kinns det vil inte sa svdrt att visa. Det dr liksom det som vi
har gjort fran borjan, eller?

Gruppen har nu alla de ingredienser som behovs for att f4 ihop ett bevis men de
vill formalisera detta och stoter da péd svarigheter. De stéller formella krav pa sitt
resonemang som de inte klarar att nd upp till. De stors av att inte kunna passa in
beviset i den mall for induktionsbevis som de jobbat med under sina kurser. De
gér éterigen in 1 en inventeringsfas. Efter en stund gors en reduktion av problemet
pa sa sdtt att man bestimmer sig fOr att anta att man har funktioner sa att
funktionen har det maximala antalet nollstéllen.

Kanske inte det snyggaste induktionsbeviset

Gruppen har nu jobbat 1 dver 60 min och bdrjar tycka att arbetet dr ganska rorigt.
Men de tar nya tag och kommer med nya idéer och omformuleringar av tidigare
idéer.

Diana: Fast kan man inte sdga dd, att f (x) har p nollstdllen, och det dr det

maximala antalet, da vet vi att dd mdste det vara sd att den p:te derivatan
har inga nollstdllen.

Carl:  Det har du kommit fram till med induktion ddr pa ndt sditt eller?

Diana: Ja det innebdr liksom samma sak, sd att sdga.

Carl: Ja, mm.

Diana: Och om istdllet da den p:te derivatan har ett nollstdlle sd blir det p+1 som
dr det maximala antalet, och... da har du att ... for att det ska bli max ett
dar...

Carl: Mm.

Diana: ... pd p:te derivatan sa mdste det vara p+1 nollstdillen fran borjan. Sa har
man ju det maximala antalet som dr det fixa talet som du alltid mdste ha.
Det blir fel for man borjar i fel dnda, men okej, det dr sa hdr ...
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Carl: Men vi dr ense om att det gar att resonera pa det hallet?

Diana: Ja, men det dr ett godtyckligt p i alla fall, och da kan du anvinda att, om
du, enligt ditt antagande att f (")(x) #0 implicerar att f har hogst p
nollstdllen, siga att ) #0, vilket dd implicerar att ) har hogst ett
nollstdlle, vilket dd implicerar att det finns p+1 nollstdllen, max.

Carl: Mm.
Diana: Kanske inte det snyggaste induktionsbeviset jag har sett men... (fniss)

Hér formulerar Diana ett bevis som passar 1 mallen men beviset har ett fel som
studenterna inte ser i detta ldge. Att f har p+/ nollstéllen kan med studenternas
antagande inte fas av att £(”) har hogst ett nollstille.

Formaliseringskrav

Studenterna kunde kanske ha brutit hdr men &terigen dr det de formella krav de
stéller pa sin 16sning som gor att de gér vidare.

Carl:  Ar du sad fidsch i huvudet sd du kan skriva upp det sd hér tydligt pd ett
papper.

Diana: Nej, jag vet inte. Alltsa dr det sd héir? Kan man resonera sa hdr och tinka
att, jo men da dr det nog sa’, eller 'da vet vi att det dr sa’.

Carl: Det dr det hir max ett som fragan gdller forst och framst egentligen, eller?

Diana: Ja...

Diana: Fast det scdiger ju liksom ingenting...

Alex: Men alltsa, i antagandet hdr, det hdr sdger ju ocksa att f ("), om den dr

skild fran noll, sd sdger det ocksd att f av p inte har ndgra nollstdllen, ...
Diana: Mm.
Alex: ... och da har f hégst p nollstdllen...
Diana: Alltsd, det jag vill fi fram dr ju att om ) har ett nollstdlle, ...
Alex: Mm, jo jag vet, jag...
Diana: ... da har den liksom den, ja... eller vad sdger, ja...

Hér upptéacker Diana felet 1 sitt tidigare bevis och formulerar om sitt resonemang.
Studenterna gor ater igen en inventering av begreppens innebord.

Diana: Fast behéver man verkligen det hdr? Kan man inte bara... Man vet ju att
det dr sa liksom... Det dr ju dnda att derivatan har en egenskap, som
implicerar att funktionen har en viss egenskap, det dr ju det vi vill visa
liksom...

Carl: Mm.

Diana: ... och inte sd hdr, inte tvdrt om egentligen, alltsa...

Carl: Nej, det dr ju vildigt sant ...
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Diana: Mm.

Carl: ... sd pa sa sdtt kdnns det ju som det vettiga hdllet och ga till dr, att vi
borjar egentligen i det f (")(x) vi vill ha. Och sedan sd vill vi ifran den
induktionera oss fram till den hdr, som vi inte vet hur langt bort den gdller,

men...
Diana: Men om man har en liksom...
Carl: ... n:te primitiven, eller p:te primitiven.

Diana: Mm, om den har n, och det implicerar da att den har n+1, ...

Carl  For det dr ju faktiskt det som dr fragan, vad kan sdgas...

Diana: Och vad dr det som har bestimt att det dr den som har det? Jo det dr ju
ndagonting hdr som har sagt att den dr den. Jo det dr ju att den hade n-1,
vilket gav den max, ...

Carl: Mm.

Diana: ... n, vilket som i sin tur liksom dr bestamt av nanting.

Carl: Jag tycker att det far rdcka. (fniss) ... Men, om man ldser fragan alltsd, sd

dar det ju verkligen dt det hdllet pilen gar i alla fall.

Diana: Ja.

Carl (1aser uppgiftstexten): Om vi har f (”)(x) #£0, vad kan sdgas om antalet

nollstdllen till f.

Ett mer generellt pastaende

Carl formulerar nu ett allmdnnare pastdende som gor att den slutsats som tidigare
dragits pd for svaga grunder kommer att vara en korrekt slutsats. Detta pdstdende
formuleras mer exakt nar Carl efter ett tag forklarar for Beth.

Carl: Men ddr, det kdnns lite som ditt induktionsantagande, du har rdtt dar pd
ndt sdtt, att man inte antar att man har noll, att den dr skild fran noll for
alla x, utan att man har ett andligt antal nollstdllen. Om man har p stycken
nollstillen, vad hinder med derivatan...

Diana: Ja...

Carl ... eller vad héinder med den primitiva funktionen.

Alla funderar ndgra minuter under tystnad. Carl och Diana skriver och jamfor
sedan sina l6sningsskisser.

Carl: Det dr ju med hjdlp av det vi gjort, man far pd nat sdtt utgd ifrdan det hdr
ocksd eller hur? (pekar i sina anteckningar: " har n nollstillen = #™

har n+1 nollstéllen) Fast det blir ju max...
Diana: Ja...

Carl: Om £ har n nollstillen och, den primitiva funktionen till den har max
n+1 nollstillen, om vi skulle veta det, ...
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Beth:
Carl:

Diana:

Carl:

Diana:

Carl:

Beth:
Carl:

Diana:
Beth:
Carl:

Mm.

.. och vi vet att n:te, eller p:te, derivatan den har inga nollstdllen, da vet
vi i sd fall att ndsta ...

... har max ett.

... har max ett nollstille, och sa maste vi med induktion kunna fortsdtta
och sdga att om den har max en da har den max tvd, den max... och
faktiskt sdga ndagonting. Det mdste vara en riktig induktion...
Ja, man vet att den implicerar den som i sin tur implicerar den som
implicerar den och sd.
Mm. Och sen sa tycker jag att om man sdger att det hdr dr en funktion
(ritar, fig. 3), sa om vi har nollstdllen pd derivatan...
Mm.

... ja, dom ddr dr inte sa bra att ta med egentligen, dom skulle bara gd ner
sd ddr egentligen (dndrar i det han har ritat, se fig. 3). Om vi har tre
nollstdllen for derivatan dd kan vi hégst ha fyra stycken. Aven om det hdr
kanske inte var ett bra formellt bevis, sa kdnns det som att jag blir vildigt
overtygad om att det dr sd, ...
Ja.
Jo det dr sant.

... och da sa stammer det och dd sd stammer det alltihop.

Fig. 3 Carls bild av en funktion.

Ytterligare formaliseringskrav

Hér finns nu alla ingredienser for beviset men aterigen ar det studenternas krav pa
formalisering som gor att de fortsatter.

Carl:

Och om man skulle géra det hdr formellt, ...

Studenterna gor dterigen en inventering av vad som kan behdvas, den hér gdngen 1
form av formella verifieringar. De hédnvisar till satsen om mellanliggande virden
och ger argument for sin hypotes: f" har n nollstillen = f har n+1 nollstdillen. De
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diskuterar ocksa aterigen huruvida induktionen gar at ritt hall eller inte. Hur
bunden méste man vara av det formella?

Carl: Ndr vi hade det pa baskursen sd var det ju vildigt viktigt vilket hall man
gick dt. Men det kinns ju som att det egentligen inte ska spela ndagon roll,
om man vet att man landar ndgonstans.

Efter nastan 90 minuter arbete kinner sig studenterna nu ganska klara med
uppgiften.

Diana: Det tycker jag dr skitbra bevis det hdr.
Carl: Jag kdnner mig jdttenojd.
Diana: Jag dr jdtteimponerad. (fniss)

Avslutning

Det aterstar 25 minuter av gruppens totala arbete. Denna tid dgnas framforallt at
att diskutera hur kommunikativt deras bevis maéste vara. Alex har starka
invindningar mot att det bevis som gruppen presterat duger. Invindningar &r
framforallt av kommunikativt slag. Alex krdver att forstd. Diana é&tar sig
lararrollen, delvis med hjdlp av Carl. Till sist limnar 4nda gruppen uppgiften utan
att egentligen vara pa det klara med om de har 16st uppgiften eller ej.

Diana: Vad dr klockan nu?

Carl: Den dr 15.04.

Diana: Oj, dd har vi suttit hdr i tvd timmar typ.

Alex: Ska vi inte ge upp nu? (fniss)

Diana: Nej, men jag tycker inte vi ska ge upp, det hdr dr vart bevis.

Carl skrattar.

Diana: Man kan sdga att i kombination med det hdr sd dr det ju ganska... eller sd
sdger vi att vi vet inte hur vi ska gora, (sanker rosten) vi kan inte, det hdr
dar for svart for oss.

Carl: Da ger vi oss. (skratt)
Diana: Ja. Vi dr nojda dnda.
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Analys

I detta avsnitt ges tvd exempel pa hur gruppens samtal analyserats. Darefter foljer
en beskrivning av hur studenterna i stora drag 16ser uppgiften, vilket innebér att vi
framst ser pa hur studenterna genomfor induktionsbeviset.

Védxelverkan mellan det intuitiva och det formella

I denna text finns inte mojlighet att presentera en fullstindig analys av hela
datamaterialet. Har redovisas tva korta utdrag frdn gruppens samtal och nagra
figurer fran studenternas anteckningar samt hur detta kan analyseras med hjélp av
intentionell analys. I det forsta fallet lyfter vi sérskilt fram vixelverkan inom en
begreppsuppfattning. I det andra exemplet fokuserar vi sarskilt vixelverkan mellan
intuitiva och formella resonemang. Resultat fran hela analysarbetet har sedan
samlats 1 ndsta avsnitt.

Vixelverkan mellan formell och intuitiv begreppsuppfattning

Det forsta utdraget dr valt for att visa hur man genom analysen kan synliggdra
vixelverkan mellan formella och intuitiva delar av begreppsuppfattningar. De
begrepp som explicit anvdnds i1 utdraget ar funktion och derivata. Gruppen har
innan utdraget arbetat ca 15 minuter och under denna tid 16st a- och b-uppgifterna.
De har diskuterat hur man i c-uppgiften ritt ska anvinda induktion. De har en idé
men dr osékra pa hur den kan formaliseras. De overgér dérfor till en inventering av
vad deras uppfattningar om begreppen derivator och funktioner kan tillfora
problemldsningen.

[1] Diana: Men fortfarande, hur, hur, ja hur kan vi visa det? Vi kan, vi kan
derivera den dér liksom, sd far vi den dér (pekar i C:s anteckningar
pd f"(x) 2 0 respektive £V (x)#0 )

[2] Carl:  Mm.

[3] Diana: Ja.

[4] Carl:  Ja, precis.

[5] Carl:  Och sd, antingen dr det fardigt eller sa &r det jéttesvért (skratt)

[6] Beth:  Ja, vi har vél principen hur det liksom ska fungera, men sen dr det vél
om man ska ta derivatans eh, hur dr det liksom, hur det fungerar. Att
g pa den liksom, och...

[7] Diana: Om den éar skild fran noll, vad innebar det da for derivatan? Och om
funktionen ar skild fran noll, vad innebdr det dia? ... om derivatan?
(ritar)
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8] Carl: ~ Na, just det...

9] Diana: Det sdger ju ingenting, eller liksom, det séger ju...

10] Carl: Nai det séger ju inte nanting...

11] Beth: N4, liksom, det séger ju inte, det kunde hogst va ett nollstélle, men
den kanske inte har ndgot nollstélle liksom, och derivatan dnda...

2] Diana: Na.

3] Alex: Men, men...

] Alex: Det sdger vél visst ndgonting om, om en, om en funktion ér...

] Diana: N4.

] Alex: ... skild fran noll da séger det att, da korsar den inte...

]

]

Beth: N4 den korsar inte.

Alex: Den korsar inte. Och da kan den, d4 méste den vara antingen vixande
eller avtagande.

[19] Diana: Den kan vidl gd sd hdr? (ritar, se fig. 4) x-axeln kan ju alltid ligga

under, siger ju ingenting, funktionen kan ju hoppa och ha sig lite hur

som helst hér.

Fig. 4. Dianas bild av funktionen.

I yttrande [7] forsoker Diana relatera begreppen funktion och derivata. Hon fragar
vad det innebér att funktionen &r skild fran noll. Ett problem vid analysen av
yttrandena ar de obestimda referenserna. ”Om den dr skild fran noll”, vad syftar
den pa? 1 formuleringen av uppgiften studenterna arbetar med anges f (")(x) #£0 sa
det verkar rimligt att anta att det dr n:te derivatan som &syftas. Vi kan ocksa se att
Diana i yttrande [1] talar om f (")(x). Nér hon sedan frdgar vad detta innebar for
derivatan ar det rimligt att anta att det dr derivatan av /) (x)som avses. Detta stods
av yttrande [1] eftersom derivatan av £ (x) &r 7*(x). Om s &r fallet varfor
overgdr Diana da till att fundera 6ver vad avsaknad av nollstéllen hos funktionen
har for effekt? Kanske &r det s& att hon tror att det hjilper att undersoka ett

specialfall. Aven n:te derivatan ir ju en funktion. Tolkningen skulle i si fall kunna
ges med foljande inferens:
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Premiss 1:  Diana vill underséka hur /) (x)# 0 paverkar f(x).

Premiss 2:  Diana tror att hon genom att undersoka specialfallet g(x)#0
kan fé reda pa ndgot anviandbart.

Slutsats: Diana undersoker hur derivatan paverkas av att funktionen
saknar nollstéllen.

Det kan ocksé ses som rimligt att Diana doper om f)(x) och istillet bendmner
detta funktionen. For tolkning av ”...om derivatan?” blir det viktigt med
intonationen. Transkriberingen &r hér inte tillrdckligt tydlig, men en atergang till
videofilmen gor att tolkningen blir att Diana menar “for derivatan”. Det ér inte
fundering Over ett nytt fall utan en fortsittning pé fragestéllningen om funktionens
paverkan pa derivatan. Med tolkningen att Diana har dopt om f (”)(x) till

funktionen blir di “derivatan” liktydig med f"*)(x). Tolkningen skulle d& kunna
ges av foljande:

Premiss 1:  Diana vill undersoka hur /) (x)# 0 paverkar 7*(x).
Premiss 2:  Diana kallar /) (x) for funktionen.

Slutsats: Diana undersOker hur forhallandet att funktionen saknar
nollstillen paverkar derivatan.

Tekniken att dopa om objekt for att reducera komplexiteten i ett problem é&r
effektiv. Det &r ett vanligt arbetssdtt for matematiker men brukar anses svart att
hantera for nyborjare. Om det ar riktigt att detta dr ndgot som ar svért for nyborjare
kan Dianas arbetssitt ses som en indikation pa att hon har en sa god
begreppsuppfattning om funktion och derivata att hon klarar att hélla isidr dessa
begrepp trots nya benamningar. Det kan ocksa ses som en indikation pa att hon ar
vil inskolad 1 den matematiska kulturen och medveten om att detta dr ett effektivt
arbetssitt samt att hon har ett handlag och en erfarenhet s& att hon klarar att
genomfora detta.

Dianas slutsats av undersokningen blir att ingen information kan fas pa detta sétt.
Carl och Beth hiller med men Alex har invéndningar. I yttrande [14] och [16]
sager Alex “om en funktion dr skild fran noll da séiger det att, da korsar den
inte...”. Hir &r referenserna mycket oklara. Det verkar rimligt att anta att den
syftar pa funktionen. Vad funktionen i s fall skulle korsa finns inget stod for i
Alex uttalande. Hér behovs kunskap om den matematiska kontexten for att géra
rimligt att det Alex asyftar dr hur funktionens graf beter sig 1 ett koordinatsystem.
En funktion utan nollstéllen korsar inte x-axeln. Att det dr korsning med x-axeln
som asyftas stods ocksd av yttrande [19]. Men med denna tolkning blir yttrande
[18] svart att rimliggora. ”Och da kan den, dd mdste den vara antingen vixande
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eller avtagande.” Om den fortfarande syftar pa funktionen drar Alex en felaktig
slutsats. En annan mojlig tolkning skulle vara att den syftar pd derivatan. Men att
funktionen saknar nollstdllen leder inte till att derivatan ar véxande eller
avtagande. Dédremot giller att om derivatan saknar nollstéillen sd dr funktionen
antingen véxande eller avtagande. En rimlig tolkning blir att Alex inte just hér
uppvisar begreppsuppfattningar for funktion och derivata som ridcker i denna
problemldsningssituation. For att validera tolkningen kravs dock mer data dn vad
som finns 1 det hir redovisade utdraget.

Vixelverkan mellan intuitiva och formella resonemang

Som ytterligare ett exempel pa hur materialet har analyserats presenteras ocksa ett
utdrag frdn senare delen av studenternas samtal. Utdraget &r valt for att visa
exempel pa hur studenterna viaxelvis anviander intuitiva och formella resonemang.

Gruppen har innan utdraget arbetat ca 80 minuter. Efter att ha 16st a- och b-
uppgifterna formulerade gruppen snabbt en hypotes for c-uppgiften: Funktionen f
har hogst n nollstillen. Gruppen har sedan gjort flera forsok att bevisa sitt
pastdende. Ett forslag till arbetssatt for att komma vidare 1 problemldsningen har
varit att dela upp x-axeln 1 intervall begransade av funktionens eller derivatans
nollstéllen. Hér diskuterar studenterna ett delproblem, ett lemma, som en del av
hela beviset for den hypotes som de stéllt upp.

[1] Carl:  Om p:te derivatan har n nollstdllen och, den primitiva funktionen till
den har max n plus ett nollstdllen, om vi skulle veta det, ...
[2] Beth:  Mm.

[3] Carl: ... och vi vet att, att n:te, eller p:te derivatan, den har inga nollstéllen,
da vet vi 1 sa fall att, ndsta ...

[4] Diana: ... har max ett.

[5] Carl: ... har max ett nollstidlle, och sa maste vi med induktion kunna

fortsétta och sdga att om den har max en dd har den max tva, den
max... och faktiskt siga nanting. Det méste vara en riktig induktion...

[6] Diana: Ja ja, men att man, att man faktiskt, ja, man vet att den implicerar ju
den som 1 sin tur implicerar den som implicerar den och sa.

[7] Carl:  Mm. Och sen sa tycker jag att om man sdger att, det har ir, en
funktion, (ritar, fig. 5) s& om, om vi har nollstéllen pa derivatan...

[8] Beth:  Mm.

[9] Carl: ... ja, dom dir &r inte s bra att ta med egentligen, dom skulle bara gé,
gd ner sd dar egentligen (dndrar i den figur han ritat, se fig. 5). Om vi
har tre nollstillen for derivatan dé kan vi hogst ha fyra stycken. Aven
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24] Carl:

25] Diana:

26] Carl:

27] Diana:

[28] Beth:

Fig. 5. Carls bild av en funktion.

om det hir kanske inte var ett bra formellt bevis sa kidnns det som att
jag blir véldigt overtygad om att det ér sa, ...

: Ja.

Jo det ér sant.
... och da sa stimmer det och da s stimmer det alltihop.

: Mm.

A om man skulle gora det hir formellt, ...

: Det dér gér ju att bevisa, liksom den...

... det dr ju egentligen det ddr som é&r for ett nollstille 1, 1 intervall
maste det ju vara, ...

: Mm.

... och att om en funktion dr strangt vixande eller stringt avtagande 1
ett intervall sa, sa maste, och den borjar pa ena sidan...

: Mm.

... s dér (ritar, se fig. 6). Den maste ha ett nollstélle da, om...

: Ja, ja men det dr ju liksom sa hédr enligt sa hér...

... alfa till beta och medelvirdessatsen.

: Ja...

... och sant. Och att den maste...

Ja och mellanliggande varde.

Ja, mellanliggande vérde ocksa, ja just det.

Ja, och enligt s& hdar om den &r positiv s dr den vdxande, om
derivatan dr positiv s dr den véxande, och det vet vi och sd det
behdver vi inte, krdngla med, tror jag. Men, ja...

Jag sitter helt tyst, for jag tycker det liksom, de hér grundgrejorna de
forstar man ju sd dé va, men just liksom man ska liksom bevisa med
induktionen nénting liksom, det kdnns som man bara bollar med
samma saker och jag forstar liksom inte hur man ska fa det pé ritt sétt

A
M

Fig. 6. Carl illustrerar satsen om
mellanliggande virden.
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Carl uttalar 1 [1] en hypotes: Om f ") har n nollstéllen sa har f (»=) maximalt n +1

nollstillen. Yttrande [3] lagger till att i detta fall skulle » =0. Héirav skulle da,
enligt Carls yttrande [5], en slutsats kunna dras om antal nollstillen for funktionen
/- Slutsatsen formuleras inte men en rimlig tolkning dr att slutsatsen 4r samma som
den hypotes gruppen tidigt i sitt arbete slog fast: Funktionen f kan ha hogst n
nollstillen. Carl séger i [5] att ’det mdste vara en riktig induktion”. Varfor gar han
dnda vidare? En mgjlig tolkning skulle kunna var att han inte tror pd sin egen
slutsats. Kan detta bero pa att Carl inte uppfattar resonemanget som tillrackligt
formaliserat? Eller kanske att Carl inte kidnner stod 1 nagon intuitiv idé?

[ yttrande [9] ritar Carl en figur 6ver en funktion (se fig. 5). Denna figur kan tolkas
som ett generiskt exempel dér en intuitiv idé kommer till uttryck. Exemplet kan
generaliseras till godtyckligt antal nollstdllen. Funktionen dr ocksd vald sa att
mojliga fall ticks in. Det kan dédrfor ses som en rimlig tolkning att Carl hér inte
bara provar ett enda exempel utan ser det generella 1 exemplet. Carl sdger sig bli
valdigt 6vertygad om att hypotesen stimmer. En tiankbar tolkning av agerandet
kan di vara att Carl forsoker Gvertyga sig sjdlv om sanningshalten 1 hypotesen.
Tolkningen skulle kunna ges med f6ljande inferens:

Premiss 1:  Carl vill 6vertyga sig om hypotesens riktighet.
Premiss 2:  Carl anser att ett generiskt exempel Overtygar.
Slutsats: Carl visar ett generiskt exempel.

Carl ar medveten om att detta exempel @ndd inte duger som ett formellt bevis och
sOker darfor ett sétt att formalisera den intuitiva idén. Vid forsoken att formalisera
gor Carl 1 [16] ett uttalande dir han péstar att nollstéllena maste ligga 1 intervall.
Yttrandena [ 18] — [25] innehdller kopplingar mellan exemplets funktion uppdelad 1
intervall och formella satser som behandlar kontinuerliga funktioner pa intervall.
Mojlig tolkning ar att studenterna hér letar efter en koppling mellan sina intuitiva
idéer och formella uttryck som satser och formella definitioner dér de inblandade
objekten finns representerade. I yttrande [20] och [22] extraherar Carl ut
vasentliga delar i det han kallar medelvirdessatsen. Tolkningen kan presenteras
med foljande inferens:

Premiss 1:  Carl vill formalisera sina intuitiva idéer.
Premiss 2:  Carl anser att en formalisering méste kopplas till en sats.
Slutsats: Carl letar sats dar intervall, funktion och nollstélle finns med.

Carl hittar medelvérdessatsen och Diana fyller 1 yttrande [25] p4 med satsen om
mellanliggande vérden. Med kopplingen till dessa satser verkar de ndja sig. I
Dianas yttrande [27] sdger hon att “om derivatan dr positiv sd dr den vixande”
och det behover vi inte krdangla med”. En tolkning av detta kan vara att hon anser
att denna intuitiva idé dr s dvertygande att det inte krévs ett formellt bevis.
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Premiss 1:  Diana har en intuitiv idé om vad positiv derivata innebar.

Premiss 2:  Diana anser att den intuitiva idén dr s Overtygande att inget
formellt bevis krivs.

Slutsats: Diana genomfor inget formellt bevis.

En annan mojlig tolkning dr att hon menar att i denna kontext anses sambandet
mellan positiv derivata och en védxande funktion vara en del av den gemensamma
matematiska kunskapen och sa grundliggande att bevis inte krdvs. Denna tolkning
kan uttryckas med foljande inferens:

Premiss 1:  Diana vet att positiv derivata innebdr att funktionen &r

vixande.

Premiss 2:  Diana anser att detta dr en del av gemensam grundlidggande
kunskap.

Slutsats: Diana genomfor inget formellt bevis.

Att kunna avgdra vad som i respektive kontext dr gemensam grundliggande
kunskap, och som dérmed inte behdver bevisas, dr ndgot som brukar anses svéart
for nyborjare. Om detta dr en korrekt tolkning kan Dianas handlande ses som en
indikation pé att hon &r vél inskolad i den kultur 1 vilken studenterna befinner sig.

Beth uttrycker i [28] en osdkerhet 1 den formella hanteringen av induktionsbeviset.
Hon har tidigare under diskussionen vid ett flertal tillfdllen papekat att induktionen
bor goras pa ett visst sitt, pa det sitt som induktionsbevis brukar presenteras i
larobocker. Hennes kommentar gor 1 detta fall, precis som 1 ett flertal andra fall,
att de andra studenterna blir osdkra. De Overgar da i en inventeringsfas och
forsoker befdsta sina intuitiva idéer med hjélp av formella definitioner och satser.

Tolkning av studenternas bevis

Studenternas bevis
Studenterna formulerar tidigt 1 sin diskussion en hypotes:

Hypotes: Om [ #0 sd har f hogst n nollstillen.

Denna hypotes ska enligt uppgiften bevisas med induktion. En stor del av
studenternas diskussion berdr formalia runt det induktionsbevis de foresétter sig
att genomfora. Nar Carl uttalar fragan ”Fdar man gora det?” antyder det att Carl
refererar till regler och normer som tillater eller inte tillater vissa sétt att resonera.
Minnen av krav pa formella bevis presenterade i larobocker och undervisning
aktualiseras 1 gruppens diskussioner. Studenternas arbete med beviset bestar 1 stora
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delar av att de forsoker befria sig fran dessa krav och normer, sa som de tolkat
dem. P4 samma géng ar det dessa krav som tvingar studenterna vidare.

Studenterna utnyttjar efter ett tag idén att studera vad som giller d& derivatan f"

har m nollstillen. De Overtygar sig om att funktionen di kan ha hogst m +1
nollstillen. Detta kan ses som ett lemma:

Lemma: Om f' har m nollstdllen sd har f hogst m+1 nollstdllen.

Studenterna anvinder argument frin en figur samt hédnvisar till satsen om
mellanliggande viarden men genomfor inte fullt ut nagot bevis for lemmat.

Studenterna anviander dessutom ett pastdende som foljer av lemmat. Vi kan se det
som en foljdsats dven om studenterna inte sjdlva anvdander den bendmningen:

Foljdsats:  Om ") har (hégst) m nollstillen sd har v hégst m+1
nollstdllen.

Studenternas slutliga bevis for hypotesen kan beskrivas som foljer:

Studenterna antar att f”) # 0 dvs. att #(”)inte har nagra nollstillen alls. Av
detta, och med hjélp av det vi kallat foljdsats, drar de slutsatsen att f’ (p=1)
har hogst 1 nollstille. Samma resonemang upprepat ger att #*~> har hogst

2 nollstdllen. Upprepning pa detta sitt ger till sist att f har hogst p
nollstéllen.

Det sitt pa vilket studenterna genomfor beviset d&r mycket naturligt och uppfattas
troligen av de flesta matematiker som ett induktionsbevis. Studenterna ser
emellertid inte att deras bevis passar in 1 den mall for induktionsbevis som de mott
tidigare 1 undervisning och larobocker.

Ett induktionsbevis
Lat oss kort rekapitulera den huvudsakliga idén for induktionsbevis:

Lat P, vara ett pistdende for varje naturligt tal n, dvs. for n=123... .
Péstdendet " P, gdller for alla (positiva) naturliga tal” sidgs vara bevisat
med induktion om péastidendet P, pa ndgot sitt hirleds frdn de foregaende,
dvs. frén P,P,,.... P

n-1°
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I ménga fall, troligen 1 alla de fall studenterna mott tidigare, kan P, hirledas fran
P

n—1

och beviset kan da genomforas pa foljande sitt: Verifiera forst P, och visa
sedan att P_, medfor P,. Detta ger tillsammans ett fullstindigt bevis. For

studenterna verkar detta ge kédnslan av en process som gar fran lagre till hogre,
eller "uppét”. Ibland &ar det mer naturligt att tinka sig att P, reduceras till, fors
tillbaka pa, foregdende pastdende (eller pastdenden). Detta giller sirskilt nér flera
av de foregdende pastaendena behdvs for att hiarleda P, eller, som ar fallet i

n

uppgiften 1 denna studie, nér P, dr av formen 4, = B, .

For att mojliggora induktionsprocessen maste det finnas ndgon form av relation
mellan de olika pastdendena P,. I méanga fall &r den avgdrande punkten att komma

underfund med hur denna relation kan utnyttjas praktiskt i hiarledningen av P, frdn
P, (eller eventuellt frdn P, P,,...P_,). I detta fall &r nyckeln att /) &r derivatan

av £, S snart denna nyckel har hittats giller i de flesta, sannolikt i alla, fall

studenterna mott att bevisen inte krdver ndgra nya idéer utan endast viss teknisk
fardighet for att genomfora de berdkningar som aterstar. For denna uppgift krévs
diaremot ytterligare idéer for att beviset ska kunna genomfGras, lemmat och
foljdsatsen ar de idéer studenterna utnyttjar.

Ett bevis som passar in i mallen

Att fora tillbaka pa foregdende pastdende dr precis vad studenterna gor nir de
genomfor sitt bevis. Det verkar som att detta att reducera till foregaende ger dem
kinslan av att gd frin hogre till ligre, eller “nerdt” (“’bakét”). Detta gor dem
konfunderade eftersom de fér intrycket av att beviset inte passar in 1 det monster
for induktionsbevis som de dr vana vid.

Forutom att studenterna upplever en skillnad mellan att ett pastiende P, medfor
P, och att pastdendet P,reduceras till P _, finns det ocksa ett mer fundamentalt
problem. Vi later P, beteckna hypotesen:

P - Om " #0 sd har fhégst n nollstillen.

n

Da ska, enligt det monster studenterna dr vana vid, P, hirledas frén P .
Studenterna lyckas inte med detta och soker darfor nya végar. For att héirleda P,
fran P, behdvs, for n = p -1, pastdendet:

*Om £ har 1 nollstdlle si har f hégst n+1 nollstdllen.”
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Dessutom krévs for n = p—-2, n= p -3, osv. pastaendena:

*Om £ har 2 nollstillen sd har f hogst n+2 nollstdllen.”,
*Om £ har 3 nolistdllen sé har f hogst n+3 nollstdllen.”,
oSsV.

For att formalisera studenternas resonemang i enlighet med det vanliga monstret
maste vi darfor formulera ett mer generellt pastdende, P, dér vi later m beteckna

ett godtyckligt naturligt tal:

P Om " har hégst m nollstillen s har f hégst n+m nollstillen.

n

Med detta mer generella pastaende kan vi nu uttrycka resonemanget 1 enlighet med
det vanliga monstret:

Att P’ ar sann foljer direkt ur lemmat. Antag sedan att P, géller {for alla
k < p. For att hirleda P, antag att f #) har m nollstillen. Foljdsatsen ger
da att £ har m+1 nollstillen. Med P, fas sedan att f har hogst
(p—1)+(m+1)= p +m nollstillen. Eftersom m &r godtyckligt &r dirmed P
bevisad och beviset for ” P, gdller for alla n” ar klart. Med m =0 far vi P,
och den ursprungliga hypotesen ar bevisad.

Aven om gruppen inte anvinder de av oss inforda benimningarna finns dessa
idéer 1 gruppens resonemang. Gruppen producerar inte nagon nedskriven l6sning,
vilket de ger intryck av att ha en vilja till, men i1 deras resonemang finns alla
ingredienser till ett fullstandigt bevis for den korrekta hypotes de stéllde upp 1
borjan av arbetet. De genomfor ett induktionsbevis och beviset kan passas in i det
vanliga monstret for ett sadant bevis. De ser inte hur beviset kan passas in i
monstret, vilket inte dr anmérkningsvért eftersom det 1 detta fall, som framgar av
ovan, kravs ett mer generellt antagande som ett mellansteg. Studenterna har sjélva
intrycket att deras argumentation inte dr 1 Overensstimmelse med det
argumentationsschema for induktionsbevis som de mott 1 ldrobdcker och
undervisning. Gruppen har trots detta arbetat fram ett korrekt formellt bevis om 4n
uttryckt 1 ett muntligt resonemang.

Alternativt bevis

Studenterna utnyttjar i sitt bevis att () 4r derivatan av f (=) Det géller dessutom
att f () 4r (p - 1) :te derivatan av f'. Som en anmirkning kan ndmnas att om detta
samband anvéinds kan ” P, gdller for alla n” bevisas utan att det mer generella
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pastdendet P, behdver utnyttjas. For att hdrleda P, frdn P _, antar vi da att
f (") £0. Da géller att (p —1) ite derivatan av " saknar nollstdllen. Fran P _, kan

vi dé& dra slutsatsen att /' har hogst p—1 nollstdllen. Lemmat ger di att f har
hogst p nollstéllen.
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Resultat

Intuitiva idéer och formaliseringskrav

Intuitiva idéer

Vid analysen av studenternas arbete med uppgiften har vi funnit att studenterna
har intuitiva idéer om de begrepp som uppgiften behandlar, idéer som de ocksa
anvander 1 den kreativa delen av problemldsningen. Deras intuitiva idéer behovs
for att de ska kunna vara kreativa och hitta végar till en 16sning (Fischbein, 1987;
Hanna, 1991). Studenterna sédger sig t ex bli mycket Overtygade om att deras
hypoteser ér korrekta nér de tar stod 1 dessa idéer. Moore (1994) visar, 1 en studie
vi tidigare refererat till, att en orsak till att studenter inte klarar av att genomfora
formella bevis dr att de saknar tillgdng till intuitiva uppfattningar for de inblandade
begreppen. Vara studenter visar att de har tillgang till sédana uppfattningar.

Formaliseringskrav

Studenternas arbete handlar till stor del om hur de ska ta sig fran sina intuitiva
idéer till ett formellt bevis. Men trots att studenterna siger sig vara overtygade av
de intuitiva idéerna stéller de dnd4 stora krav pd formalisering av sina idéer. De
arbetar fOr att kunna presentera ett bevis formaliserat pa det sitt som de anser vara
korrekt. De vill passa in beviset i den mall de mott 1 undervisningen. Hanna (1991)
papekar att det dr viktigt for studenterna att inte bli alltfor formella sé att de endast
blir symbolhanterare. Hanna tar ockséd upp problematiken med att finna en lamplig
nivé for kraven pa exakthet och stringens. Hon menar att studenterna méste bli
medvetna om var och nér de kan tilldta sig att vara mindre strikta i definitioner och
tolkningar.

“Ironically for a discipline touted as precise, the student of mathematics
has to develop a tolerance for ambiguity. Pedantry can be the enemy of
insight. Sometimes an explanation is better given pictorially, loosely, by
example or by analogy. Sometimes distinctions are better left blurred
(e.g., the various roles of the minus sign and the use of “f(x)” as both the
function and the value of the function at x). Sometimes the role of a
symbol in the discussion should be allowed to vary (e.g., the parameter
which is sometimes held constant, sometimes allowed to vary). At the
same time, when there is a danger that genuine confusion might develop,
the student must learn to become conscious of looseness and to apply the
necessary amount of rigour. It is this judgmental aspect of reasoning, so
essential in mathematics education, that must be communicated to
students.” (Hanna, 1991)
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Induktionsbevis presenteras i inledande universitetskurser ofta pa ett mycket
formaliserat sitt. Studenterna arbetar i1 denna studie héart for att skapa ett bevis men
de blir inte riktigt ndjda eftersom de inte tycker att deras bevis passar in 1 den mall
de tidigare mott. Men de presterar ett bevis och detta ar ett induktionsbevis som é&r
korrekt och som dven stimmer med den mall for induktionsbevis som brukar
presenteras 1 larobocker och undervisning. Studenternas oférmaga att se att deras
formalisering passar in i denna mall oroar dem dock 1 deras arbete med uppgiften.
Detta fenomen har ocksd andra studier pédvisat (se t ex Wistedt, Brattstrom &
Martinsson, 1996).

Formalisering i samband med induktionsbevis

Ett induktionsbevis innebér att senare fall aterfors pa tidigare. Vet man hur detta
aterforande gar till sa dr beviset 1 princip klart. Carls yttrande ”Och sd, antingen dr
det fdardigt eller sa dr det jdttesvart” kan vi tolka som ett uttryck for att han kdnner
att han kan ha hittat denna avgérande idé¢ for hur aterforandet ska genomforas.
Carl visar med detta att han behérskar den biarande idén for induktion. Emellertid
gor studenternas krav pa formalisering att de inte vigar sitta sin tillit till denna
birande idé nir de inte kdnner igen sig fran tidigare genomforda induktionsbevis.

Studenterna dr vl fortrogna med den mall for induktionsbevis som de mott i
undervisning och ldrobdcker. De visar ett basfall och gar vidare for att genomfora
induktionssteget. Studenterna gor ett induktionsantagande men kénner sig inte
trygga med detta antagande: “Det hdr kdnns ju livsfarligt tycker jag, men det
funkar ju, det dr ju sa..”. Denna osdkerhet studenter kénner 1 att
induktionsantagandet kan goras, trots dess likhet med det som ska visas, har
patalats dven 1 andra studier (Wistedt & Brattstrom, in press; Wistedt, Brattstrom

& Martinsson, 1996, s. 90).

Studenterna diskuterar vid ett flertal tillfillen om de gor beviset 7ét rétt hall”. De
ar vana vid att 1 induktionssteget arbeta fran » till n+1. De upplever inte att de
forsok till 16sning som de presenterar innehéller en rorelse i denna riktning.
Studenterna vidhéller vid l16sandet av uppgiften mycket kraftigt det
argumentationsschema for induktionsbevis de métt 1 undervisning och larobocker.
Detta stor och hdmmar 1 flera fall problemlésningsprocessen. Precis som Hanna
(1991) papekar, vilket vi redan ndmnt, finns en fara i att vara alltfor formell.

Kontroll av intuitiva idéer

Det dr emellertid studenternas egna krav pd formalisering som vid flera tillfillen
driver dem vidare trots att de uttalar att problemet ar 16st. Vid nédgot tillfdlle raddar
det dem fran att presentera ett felaktigt bevis for sin hypotes. Vid flera tillfillen
gor studenternas formaliseringskrav att de tringer djupare in 1 uppgiften och letar
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efter nya végar 1 bevisprocessen och didrmed hittar nya idéer. Studenternas starka
krav pd formalisering, och det att de vid flera tillfdllen inte lyckas formalisera sina
idéer pé det sitt de sjdlva Onskar, leder ocksa till att de vid flera tillfdllen vidgar
sitt sokande och vill stimma av sina intuitiva idéer. Mycket tydligt Gvergar
studenterna da 1 en inventeringsfas och forsoker befdsta sina intuitiva idéer med
hjalp av formella definitioner och satser. Precis som Fischbein (1987) skriver (se
teoriavsnitt ovan), dr det viktigt att studenterna lér sig kontrollera sin intuition. Det
ar de formella bevisen som de maste luta sig mot eftersom intuition kan vara
missledande. Studenterna soker ocksa nya infallsvinklar for sitt intuitiva tdnkande
genom att gé tillbaka till formella definitioner och satser. De inventerar sitt forrad
av relaterade begrepp och tolkningar, sitt ”concept image”.

Véxlingar mellan det intuitiva och det formella

Strategier

Pinto och Tall (1999) talar som ndmnts om tvd strategier som studenter utnyttjar
niar de tolkar och skapar mening for den formella matematiken. Forfattarna
anvinder bendmningarna giving meaning och extracting meaning for dessa
strategier och diskuterar hur studenter visar preferens for nagon av dessa. I var
studie finner vi stod for att de bdda strategierna ar tillgéngliga for studenterna 1
problemldsningssituationen. Vi kan se att gruppen inte uteslutande héller sig till en
strategi. Studenterna anviander de bada strategierna vixelvis. Emellertid blir dessa
kategorier svdra att tillimpa vid analysen av materialet som presenteras i var
studie. Pinto och Tall har studerat ett antal individer under en lang tid. I denna
studie har vi bara tillgdng till en grupps samtal under en jamforelsevis mycket
begrinsad tid. Detta betyder att vi har svart att uttala oss om hur studenterna 1
denna studie som individer forhéller sig till dessa strategier. Vi kan didremot ge
exempel pa hur gruppen som helhet utnyttjar en vixelverkan mellan det intuitiva
och det formella.

Vixling fran formell till intuitiv

I analysavsnittets forsta exempel har vi sett hur Diana 6vergar frén att tala om £
till att bara tala om ”funktionen”. En rimlig tolkning av detta &r, som vi
argumenterat for i analysavsnittet, att hon doper om ). Att byta benimningar pa
de matematiska objekten dr en formell &tgdrd som i detta fall ger mojlighet att
utnyttja intuitiva idéer om derivatan. Diana reducerar komplexiteten 1 problemet
genom att skira bort overflodig information. Hon skaffar sig dessutom en ny
intuitiv utgdngspunkt som kan vara fruktbar i det fortsatta arbetet med att finna ett
bevis for den uppstillda hypotesen.
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I samma analysexempel forekommer ocksé en diskussion mellan Diana och Alex.
Alex har invdandningar mot Dianas slutsats att ingen information om derivatan kan
fds ur kunskapen att funktionen &r skild fran noll. Alex ldmnar i diskussionen
uttrycket “funktionen &r skild frdn noll” och 6vergér till att tala om att funktionen
“inte korsar” x-axeln. Att ndgot ar skilt fran noll dr ett formellt pastiende medan
“korsar” hor till den intuitiva sfiren. Nollstdllen har ingen tydlig intuitiv
motsvarighet vilket det mer geometriska uttrycket ’korsar” har. Alex ldmnar alltsd
den formella sfiaren och overgar till en mer intuitiv uppfattning. Detta 6ppnar upp
for geometriska, eller figurativa, resonemang.

Vixling fran intuitiv till formell

En beskrivning av den omvinda vixlingen, en dvergéng fran det intuitiva till det
formella, kan himtas frdn det andra analysexemplet. Carl har genom ett generiskt
exempel Overtygat sig om den uppstillda hypotesens korrekthet. Men han vill
formalisera sina idéer. Han soker d& kopplingar mellan idéerna och formella
definitioner och satser, detta for att sdkerstilla de intuitiva idéerna och befésta
hypotesens korrekthet med formella argument.

Ytterligare exempel pd véxlingar dér studenterna gar fran det intuitiva till det
formella dr da studenterna dvergar i en inventeringsfas. Vid ett flertal tillfdllen kor
studenterna fast 1 forsoken att formalisera sina intuitiva idéer. De forsoker da, som
vi redan ndmnt, befasta sina idéer genom att gé tillbaka till formella definitioner
och satser, eller, som Fischbein (1987) uttrycker det, att kontrollera sin intuition.

Samspelets funktioner

Vi ser alltsa flera exempel pé vixlingar mellan det intuitiva och det formella. Men
1 ett intentionellt perspektiv dr det inte bara intressant att belysa hur studenter
resonerar kring en given uppgift utan ocksa varfor de resonerar som de gor, vilken
mening deras agerande kan ségas ha. Med ett ”{Or att”-perspektiv kan vi inte bara
ge exempel pa vixlingar, vi kan ocksa beskriva véxlingarnas funktion.

Ekonomisering av resonemang

Nir Diana vergdr fran att tala om £ till att bara tala om “funktionen” ser vi ett
exempel pd hur studenterna ekonomiserar sina resonemang genom att byta
beteckningar for begrepp. Det finns i materialet fler exempel didr studenterna
forsoker minska den kognitiva belastningen 1 resonemangen. Nir studenterna
arbetar med uppgiften kan vi se att de vid ett flertal tillfillen utelamnar
specifikationer som t ex att funktionen har 4ogst n nollstéllen. Studenternas sitt att
uttrycka sig kan vid forsta anblicken synas slarvigt och ofullstindigt. Man kan
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dock senare 1 studenternas samtal se att denna specificering aterkommer nir den
verkligen behovs. Detaljer som for tillfdllet inte behdvs reduceras bort men tertas
senare. For att kunna hantera ett komplext problem krdvs att man sorterar bort
detaljer som for tillfdllet inte dr viktiga. Detta sétt att reducera komplexitet bor
alltsa varken tolkas som missforstind eller ses som uttryck for att studenterna inte
kan hantera det matematiska spraket.

Etablering av en ny intuitiv utgangspunkt

Vi har ockséd gett exempel pa véxlingar mellan det formella och det intuitiva dar
dessa ger upphov till nya intuitiva utgangspunkter. Genom att byta benimningar
for matematiska objekt fir Diana tillgang till fler intuitiva idéer. Alex skaffar sig
ett utgdngslage for ett geometriskt, eller figurativt, resonemang genom att Gvergé
till att tala om att funktionen “’korsar” x-axeln.

Kontroll av intuitiva idéer

Vi har ocksa sett exempel pd dvergang frdn det intuitiva till det formella. I de
exempel vi diskuterat kan funktionen beskrivas som forsok att sdkerstélla de
intuitiva idéernas korrekthet. Det dr 1 de formella definitionerna och de formella
bevisen studenterna maste ta stod. Precis som Fischbein (1987) papekar maste
studenterna ldra sig hantera samspelet mellan intuitiva idéer och formellt bevisade
forhallanden. Vi har 1 denna studie sett ménga exempel pd@ hur studenterna
hanterar detta samspel.
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Diskussion

Slutsatser i relation till teoribakgrunden

”Concept image” som teoretiskt begrepp

Vi har i1 denna studie anvént oss av bendmningen “concept image” (Tall & Vinner,
1981) for en individs tolkningar och forstaelse av ett begrepp, dvs. for den
kognitiva struktur som &r associerad med begreppet. Vid analysen av studenternas
samtal har vi sett spar av sddana kognitiva strukturer. Vi har sett studenterna ge
uttryck for tolkningar av begreppen, aktualisera relaterade begrepp och processer
samt anvdnda exempel som de troligen métt tidigare. Trots att det &r omojligt att
direkt utforska studenternas rika repertoar och associationer knutna till de aktuella
begreppen har “concept image” @ndd varit anvdndbar som en grov ram for
analysen.

Tall och Vinner (1981) har definierat ”concept image” som en kognitiv struktur.
Att studera hur studenterna i vixelverkan mellan intuitiva idéer och formella
strukturer hanterar begrepp dr att komma nédrmare att beskriva den struktur som
“concept image” utgdr. Som ndmnts &r ett sitt att uppfatta begreppsutveckling att
tolka denna utveckling som en differentieringsprocess dir individen lér sig skilja
mellan olika inneboérder i ord och uttryck genom att hinfora dessa till skilda
sammanhang, kontexter (Halldén, 1997; Halldén et al, 2002). Detta antyder att en
global uppfattning av ett begrepp kan struktureras i delomrdden. Vi kan tala om
differentiering mellan kontexter, t ex mellan formella respektive mer vardagliga
sammanhang for tolkning av en uppgift. Vi kan ocksé tala om differentiering inom
en kontext som hdr inom ett matematiskt begreppssammanhang. Vixlingar mellan
det intuitiva och det formella utgér exempel pd hur studenter strukturerar sitt
vetande om de begrepp som uppgiften aktualiserar och hur dessa &r relaterade till
varandra. Att ytterligare utforska strukturen hos individers “concept image” ar
ndgot som kan vara en kommande forskningsuppgift.

”Giving meaning” och ”extracting meaning” som beskrivningskategorier

Resultat frin studien visar hur studenterna ror sig mellan intuitiva idéer och
formella strukturer i en viaxelverkan dir bade det intuitiva och det formella éar till
hjilp, men ocksé 1 flera fall belastande. Studenternas krav pd formalisering av sina
idéer hammar ibland problemlosningsprocessen, men driver ocksd processen
vidare. Pinto och Tall (1999) talar om tvé strategier som studenterna uppvisar
preferens for. Vi har emellertid funnit denna kategorisering av studenters
resonemang svar att tillampa. Studenterna 1 vart exempel anvdnder, om 4n 1 en
gruppdiskussion, de bada strategierna omvéxlande. Vi har ocksa sett exempel pa
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variation 1 uttryck for det Pinto och Tall kallar ”giving meaning”; anvindande av
generiska exempel, figurativa resonemang och omformuleringar; en variation som
ocksé kan knytas till den funktion som stodet i intuitiva idéer kan ha. En sddan
variation blir knappast synlig om vi nojer oss med en grovre karakteristik i termer
av resonemangstyper.

Analysmetoden

Nir en tolkning av ett samtal ska goras med hjdlp av intentionell analys utgar vi
frén ett datamaterial som hér bestdr av dokumenterade samtal mellan studenter
som loser en uppgift i grupp. Genom transkriberingen har vi stannat tiden” och
samtalet blir mdjligt att atervdnda till. Samtidigt ar det viktigt att vi verkligen har
en “tjock beskrivning” dvs. ett material som inte bara beskriver individernas
agerande utan ur vilket ocksa agerandets mening kan utlédsas sa att vi kan tolka det
som handlingar. I denna studie betyder det t ex att vi behdver tillgéng till nyanser i
yttranden. Héir har vi utnyttjat mdjligheten att kunna ga tillbaka till det bandade
samtalet.

Vért material dr det videobandade samtalet och de anteckningar som studenterna
gjort, men 1 tolkningssituationen tillfor vi ocksd viss bakgrundsinformation. Som
namnts anvinder vi vid tolkningen kunskap om t ex hur matematikkurser brukar se
ut och hur larobocker vanligen framstéller olika begrepp. Vi har dessutom egen
erfarenhet och kunskap om matematik. Utan en matematisk kunskap som &ir
relativt omfattande blir formodligen tolkningen svar att genomfora. Nér ett av
syftena med att anvinda intentionell analys &r att synliggdra tolkningsproceduren
och gora tolkningen tillgénglig for ldsarens kritiska granskning kan det uppfattas
bekymmersamt att tolkningen ocksa ar beroende av material som ligger utanfor
det dokumenterade samtalet mellan studenterna. Vi har emellertid 1 denna studie
forsokt att redovisa dven sadant underlag genom att t ex hdnvisa till vr erfarenhet
av kurser och lirobdcker och hur dessa vanligtvis framstiller begrepp. Aven detta
underlag kan pd sé sitt kritiskt granskas genom att ldsaren provar det mot egen
erfarenhet och andra kallor.

I denna studie har den intentionella analysen varit ett anvandbart verktyg for att ur
en samtalssituation gora tolkningar av studenternas agerande. Analysmetoden har
sin utgdngspunkt 1 ett perspektiv dir vi soker den potential som studenternas
agerande kan inrymma. Ett exempel som belyser detta dr niar Diana uttalar sig om
funktionen istéllet for att tala om p:te derivatan. Vi kan tolka detta som att hon
blandar thop begrepp, att hon inte klarar att hélla isér funktion och derivata, men
vi kan ocksa tolka hennes yttranden som uttryck for en fortrogenhet med begrepp
diar hon klarar att byta bendmning och péd det sittet underldtta arbetet med
problemet, ett arbetssétt som dr effektivt och vanligt bland matematiker. Med den
intentionella analysen har vi givits mgjlighet att nd den matematiska inneborden 1
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studenternas yttranden, den innebord som kan ge information om deras intuitiva
idéer och tolkningar av formella strukturer som t ex bevis.

Generaliserbarhet

Denna studie dr genomford som en fallstudie. Med den typ av noggrann analys
som anvints, med syftet att verkligen trdnga in 1 detaljer, blir det inte mojligt att
anvinda en stor undersokningspopulation. Det &r naturligtvis inte mojligt att fran
studien av en grupp av studenter generalisera och dra slutsatser géllande alla
studenter. Det dr emellertid inte heller syftet. Vad studien dstadkommer &r att den
pavisar existensen av ett samspel mellan intuitiva idéer och formella strukturer.
Studien ger ocksa exempel pd hur detta samspel gestaltar sig. Dessutom pévisar
studien funktioner som detta samspel kan ha.

Konsekvenser fér undervisning

Studenters svérigheter att koordinera formella och intuitiva aspekter av
matematiken behandlas som ndmnts av Raman (2002). Enligt Raman erbjuds
studenter inte s manga tillfillen att skapa kopplingar mellan det formella och det
intuitiva. Vi har 1 var studie sett att studenterna har svért att se likheten mellan
deras egna formaliseringar och de formaliseringar de mott 1 larobocker.
Studenterna ser inte att deras formaliseringar stimmer 6verens med de givna nir
de uttrycks pé@ olika sitt. For induktionsbevis ger ofta ldrobocker ett
argumentationsschema och de uppgifter studenterna arbetar med 4r ganska lika
varandra, t ex uppgifter innehéllande algebraiska uttryck. Ett sétt att hjdlpa
studenter att bearbeta och skapa tolkningar av de formella strukturerna kan vara att
anvanda ett urval av uppgifter sé att dessa visar en storre variation dn vad som &r
brukligt i larobocker i samband med induktionsbevis.

Vi har 1 denna studie fokuserat studenternas kunskaper och hur dessa kommer till
uttryck 1 en problemldsningssituation. Med en sddan fokusering pé studenternas
satt att uttrycka sig och hur detta kan tolkas fir vi mgjlighet att se den potential
som kan rymmas 1 deras agerande. Ett sddant perspektiv, ett kompetensperspektiv
snarare dn ett bristperspektiv, kan ocksd ge en ldrare goda mojligheter att mota
studenter 1 utvecklande lérsituationer.
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