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���
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���� ���� P̂ �� ���� �	����

��� P ��� ���� ��� 	
���� �� P̂ ��� ���
 �����
	��
�� 
������ ���� ���� 	
��� �� P̂ �� ��
�� �
 �

�
	
��� �� P � B�� 
������ ����
����� �� 2:4 ��� ���
 ���� �� 2-E4 �� ��"��� �� ��� 
�����

%���& (P̂) = max
x∈P

{
min
y∈P̂

c(x,y)
}
, �6�

����� ��� ������
� c : Rn × Rn → R+ 
������� ��� �
���
��� 
� � 	��� 
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����� !��� 
���� ����
%���& �� ��� ������� �������
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� � 	
��� �� P ��
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��� �� P̂ � *� ���� �
 "�� 
�� �
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Pβ ���� '����
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� ��� ������� 	�
���
� �		�
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���� P  ��� ���
 ��� 
		
����( �
� ���� P
�		�
$�
���� Pβ� !�����
�� �� �$���� ��� 
������ %���& �
 ��� �����)�
�� %����
�9 �������� 
������ 
����� 
������� �
� ������� ��
 �
���
	�� �

	���� ���� ��� �� � ������� 
������ *��� d(·, ·) ���
����
��� �������� 
����� ��� %����
�9 �������� ������� ��� ��
��� �������� ��� �
���
	�� ���� E ��� F  
�� ��"��� ��

dH(E,F ) = max
{

max
u∈E

min
v∈F

d(u,v); max
v∈F

min
u∈E

d(v,u)
}
. �>�
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8�� ��� 	
��� ��� ���� ��� ��� 
� ��� ������� 
� K �� ���
��� �� 2K = {K1, . . . ,K2k}� B�� ��
 �� �

"�� � ������ 
� 2K ���� �� 

�� r ���
���� ��	�������� �� {s1, . . . , sr} ⊂ K̂ = {1, . . . , 2k} ��� ��"����
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 {gs1 , . . . , gsr} �����
r < k, gsj = 1

|Ksj
|
∑

i∈Ksj
fi ��� ����� ��� ��� Ksj ��������� ����� 
� ��� 
������� 
��������� ���� ���

�������� �� ��� 
�������� gsj �� ��� ������� 	�
���
� *� ���
 ��&���� ���� ���� 
�������� ������
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�������� �
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�� gsj  ���� ∪r
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βp =

{
1, �� �
������
� p 
� 
��������� �� ��
��� 

0, 
�������� 
p ∈ K̂. �.�

8�� A ∈ Bk×2k

�� �� ��������� 
����$ ���� ���
����

aip =

{
1, �� 
�������� fi �� �
������� �� �
������
� p 

0, 
�������� 
i ∈ K, p ∈ K̂.
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Aβ ≥ 1k,

β�12k ≤ r, �C�

β ∈ {0, 1}2k
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�
��������� �	� ��
����� ����
�	 ���� !�� Kβ = {j ∈ K |βj = 1} �
������ � ������ �� ��� ���������
��
����
�� !�� Pw ⊆ X (Pβ

w ⊆ X) �� ��� ��� �� ��� 
� ������ ����	�
 ������� ��������
��
� �� ��� ���
K (Kβ)� ���
� Pβ

w ⊆ Pw�

�
���	 ��		
�� ���� y∗ ∈ Pβ
w� !��� �
	���� ���� �y ∈ X ���� ���� fi(y) < fi(y∗), i ∈ Kβ � �����

Kβ ⊆ K, �y ∈ X ���� ���� fi(y) < fi(y∗), i ∈ K ��� ���� y∗ ∈ Pw�
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� �	� '��� ���� ��� �
�
����� �����	�
� �� ����������
 -�� ����� ��� ������ ����	�
��� �� ���
�
���� �� ������ ����	�
��� �� ��
��� ��
����� ��� ���� k = n = 2, {f1(x), f2(x)} ���� X� ���� f1(x) = x1�
f2(x) = x2� �
� X = {(1, 2); (2, 1); (3, 1)}� ���
 P = {(1, 2); (2, 1)}� (� ������
� f1 ������ ��� β = (0, 1)�
�� �����
 Pβ = {(2, 1); (3, 1)} 
⊆ P�
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������ ��� ������� ��� �� ��������� ��
����
� ����� ���
���� ��� ���������� ��� ���
���� �� � ��������
� �������� ��	� ����� {w1f1 +w2f2, f3, . . . , fk}, w1, w2 > 0�
!�� P ⊆ X (Pβ ⊆ X) �� ��� ��� �� ������ ����	�
 ������� ��������
��
� �� K (Kβ)� ���
� Pβ ⊆ P�
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���� �
 
����� � ��� Pβ ���� ��9��� ��� ����� ��

 P �
� ��� �
����
�� ���� ���
��)��� �
 �� ��
��� �� "��� �
����
�� � ���������� 	���
���� ρ ∈ [0, 1] �� ��"��� ��� ��� ����
�� x ∈ E 
����� E �� ��� ������ 
� X ����� P 
� Pβ� ��� 	������
��� ���
 � ρ���
���
 ��� � 
�
�ρ���
���
 	����

.



���������� �	� 
ρ ����
������ ��
����� ��� 	�
������������ ����	�)����
 ����
�	 ���� ��� ρ��������
���� Eρ ⊆ E �� � ��� E ⊆ X �� ���
�� ��

Eρ =
{
x ∈ E

∣∣ fi(x) ≤ (1 − ρ)z�����i + ρz�����i , i ∈ K}
. �:�

�
��������� �	� *�� �
� ������ E ⊆ X �� ��
�� ���� Eρ = E ∩Xρ�

#� �
��� ��� ρ�������� 	��� 
� ��� '����
 
	��
�� ��� Pρ = P∩Xρ �
������ 
� ��� '����
 
	��
�� ����
��
���� ���� �
 
�������� ������
� ����� �������� �
 ��� �	�� 
� ���� 
�������� 
��� P  ��
��� ���� ρ �
 ���
�

	
���� 
� ��� 
���� ����
�� 0� �	����� ����� �� ���� �
� � ��� E ⊆ X  E0 = {x ∈ E

∣∣ f(x) ≤ z����� }
��� E1 = {x ∈ E

∣∣ f(x) ≤ z����� } �= ∅ �� ��� 
��������� ��� 	�������� �� �
������� +����� � ����������� ���
�
���	� 
� �����������

f(X)

f(Pρ)

f(P\Pρ)

f(P\Pρ)

f1

f2 z

���

z���
�

f(Eρ)

f(E\Eρ)

f(E\Eρ)

+����� �( 0� ����������
� 
� ρ����������� �� ��� 
�������� �	��� �
� ��
 
�������� ������
��� %��� ρ ≈ 0.2
��� E �� � ������� ������ 
� X �


�! "�������� ���������

*� ���� �
 �		�
$�
��� ��� '����
 
	��
�� ��� �� ���� �� �� 	
������ ����� ��� 	�����	��� ��������� ��
���
!�����
�� � �
������� 	���
���� τ ≥ 0 �� ����
����� ���� ��� ��
 
� ��������� ��� '����
 
	��
�� ��� 
�
��� ������� 	�
���
 �
 ���� ��� ��������� ��� ��9�� ��� ����� ��

 ��� '����
 
	��
�� ��� �
����	
�����
�
 ��� 
������� ��� 
� 
���������� *� ��"�� ��� τ������� ����	�
 ��� Pτ  �� �
��
���

���������� �	� 
τ ��
��� ����������� ��
����� ��� ����
�	 ���� *�� τ ≥ 0� � ������ x∗ ∈ X ��
���
�� �� τ �'����
 
	��
�� �� ����� ������ 
� ������ x ∈ X ���� ���� fi(x) + τ ≤ fi(x∗), i ∈ K� �
�
fj(x) + τ < fj(x∗) ��� �� 
���� �
� j ∈ K� �
 ��������� ������ z∗ = f(x∗) �� ��

�� τ �'����
 
	��
�� ��
��� ��������
��
� ������ x∗ �� τ������� ����	�
� ��� ��� �� τ������� ����	�
 �������
 ������� �� ��
����
�� Pτ ⊆ X�

/� �
��������
� P ⊆ Pτ̃ ⊆ Pτ �
��� �
� ��� τ ≥ τ̃ ≥ 0� =
��
��� �� ����� Pβ
τ �
�

(Pβ
)
τ
�


�# $	�����%��& �	� &���

*� �
� ��

����� 
�� �
��( 7���� ��� 	�
���
 ��� ��� ��
��� r < k 
� 
�������� ������
�� �� ���
������� 	�
���
 ��� ��� ����� ρ ∈ [0, 1] 
� ��� ���������� 	���
���� �� ���� �
 "�� ��� 
	��
�� ��� 
�
�
������
�� ��	�������� �� {s1, . . . , sr} ⊂ K̂ ��� ��� ����� 
� ��� �
������� 	���
���� τ ≥ 0 ���� ����
��� %����
�9 ��������� dH(f(Pρ), f(Pβ,ρ

τ )) �� 
���
���� ���� +����� -�� !�� 	�
���
 �� 
����
��������

�2�  ���� Pβ,ρ
τ -�� (Pβ

τ )ρ!

C



������ ��


���
���
β,τ

δ(β, τ) := dH(f(Pρ), f(Pβ,ρ
τ )),

������� �
 Aβ ≥ 1k,

β�12k ≤ r, �3�

β ∈ {0, 1}2k

,

τ ≥ 0.

X

E

F

dH

+����� -( 0� ����������
� 
� ��� %����
�9 �������� �� ��� ��������� 
����� ������� ��� ��
 �������� ����
E ⊆ X ��� F ⊆ X �

� ��
 
�
�� ���
�

�������� ��

 ��� ��������������
� 
� '����
 
	��
����� �� '�
	
����
� ��. �� �
������� ��� ;�����< 

���
�
� �
����� ��� 	�
���
 �3� �� � ������ ������ 	�
���
�

��� '� �(������ ����	������ �� ������ ��������� 

?������ Pβ,ρ
τ ��	���� 
� ��� ��
���� 
� β ��� τ � !��� � �����	
��� 
	��
�����
� 	�
���
 ��&����� ��

�$	����� �
�
�����
� 
� '����
 
	��
������ ���� � �
�
�����
� �� 	�
����� ���
��� '�
	
����
� ��.� #� ���
�
��
���� ��������
�� �� �����
	 �$	����� �
��������� ���� ��	����� τ �'����
 
	��
�� ��� �
��τ �'����


	��
�� ����
��� *� ����� ���� � �
�
�����
� 
� ��� ������� 	�
���
 ��� ����� �� �� �����
� 6�- �		����
�
 ��� ������� 	�
���
�

G���� ��� �����
 �-� �� �
������� � �
�������� �����
 
� ���&�������� ����� �� ���� �
 	������
� ���
��� X ���
 � '����
 
	��
�� ��� � �
��'����
 
	��
�� ���� ?
��������� 
� �-�� �-�� ��� �-�� �� ��&�����
��� ������ ��������� w�, � ∈ N  ��� ����
����� ���������� ������� ���
 �-�� �
��� �
� � �	���"� ����
�
x�� *� ��� ��� ����
�� xj ��� x� �� ��
 �	���"� ����
�� �� X ��� ��"�� ��� ������
� ���������

uij� =

{
1, �� fi(x�) < fi(xj),
0, 
��������,

j, � ∈ N , i ∈ K,

u0j� =

{
1, ��

∑
i∈K fi(x�) ≤ ∑

i∈K fi(xj),
0, 
��������,

j, � ∈ N ,

vj� =

{
1, �� xj �
�� �
� �

����� x� ����� ��

∑
i∈{0}∪K uij� ≥ 1),

0, �� xj �

������ x�,
j, � ∈ N ,

w� =

{
1, �� x� ∈ P ����� �� vj� = 1 ∀j),
0, �� x� /∈ P, � ∈ N .

:



G���� ����� �������� ���������
�� �� �
�
����� �
� ���� � ∈ N  ��� �
��
���� �����
 
� ���&��������(

−Muij� ≤ fi(x�) − fi(xj) < M(1 − uij�), j ∈ N , i ∈ K, �F��

−Mu0j� <
∑

i∈Kfi(x�) − ∑
i∈Kfi(xj) ≤M(1 − u0j�), j ∈ N , �F��

vj� ≤
∑

i∈{0}∪Kuij� ≤ (k + 1)vj�, j ∈ N , �F��

Nw� ≤
∑

j∈N vj� ≤ w� +N − 1, �F��

uij�, vj�, w� ∈ {0, 1}, j ∈ N , i ∈ {0} ∪ K. �F��

*� ���� ��� �
��
���� ������(

�
��������� �	� *�� ��� ����
�	 ���� ��� �����	 �F� �� �
�"��
����� ��������
� ��� ������� x� ∈ X, � ∈
N � �
�� � ������ ����	�
 �
� � 
�
������� ����	�
 ���� ����� ��� �����
������� �� ��� ��
��� �� ���
������
�� w�, � ∈ N �

����
� �	� ��� ������ �
�"��
����� �
 �F�� ��
 �� ���
���� �� #
�
�������$ �
�"��
����� �� ��� ��
���
�

ξ = min
{|fi(xj) − fi(x�)| : i ∈ K, j, � ∈ N , |fi(xj) − fi(x�)| > 0

}
> 0,

�� ����� �
 ��� 
������
� ���� �� ���� �
�"��
���� �
�
����� ���
����
� ��
 �� ���� �� �
�	�
��� ��� ������
�
�"��
����� �
 �F��� ��E��� ������ ������ ��.��� �
� ��F���

����
� �	� +� ��� ���
 �� �� �
� ��� ������ ����	�
 ��� P ⊆ X� ��
� �� ��� �
�"��
����� �
 �F� ��
 ��
���
���� �� �
 ��������� ��
����
� �������
� ��


�$�
���
∑

�∈Nw�,

������� �
 fi(x�) − fi(xj) < M(1 − uij�), j, � ∈ N , i ∈ K, ��E��∑
i∈Kfi(x�) − ∑

i∈Kfi(xj) ≤M(1 − u0j�), j, � ∈ N , ��E��

vj� ≤
∑

i∈{0}∪Kuij�, j, � ∈ N , ��E��

Nw� ≤
∑

j∈N vj�, � ∈ N , ��E��

uij�, vj�, w� ∈ {0, 1}, j, � ∈ N , i ∈ {0} ∪ K. ��E��

��
 '� �(������ ����	������ �� ������ ��������� ��� ��� ���	��� �������

!���� ��� 2k 	
������ 
��������� �� ��� ������� 	�
���
5 ��� 
��� ��
��� ��� ��������� �� ��� ������ 
�
βp, p ∈ K̂ = {1, . . . , 2k}� %
����� �� ��� ���������� �� τ �'����
 
	��
����� �
� ��� ������� 	�
���
 
������
�� {f1, . . . , fk} �� �F� ����
� �� �������� ��	����� ���� {β1g1, . . . , β2kg2k}� !�� ����
� �� ���� ��
�

� 
�������� ������
� hi 
�	� ��� x ∈ X �
 ��� ��
� ����� ���� �
� ��� x∗ ∈ X ��� τ > 0 ����� �$����
�
 x ∈ X ���� ���� hi(x) + τ ≤ hi(x∗)5 ���� ��� x ∈ X ���� �� τ �'����
�
	��
��� !��� ���� �� ��� ����
�
� ����� 
�������� ������
� gp �
����	
����� �
 βp = 0 ������ �� �
 βpgp ≡ 0�� !�����
�� ��� �����
 �F�

��� �� 

��"�� �
 ���� ��� ���&�������� ���
����� ���
� 
� �� 
�������� gp ���� ���� βp = 0 ���

�
���������� *� ����"�� ��� u, v ��� w ��������� ���
����� �


upj� =

{
1, �� gp(x�) < gp(xj) + τ  ��� �
������
� p �� ��
���,

0, 
��������,
j, � ∈ N , p ∈ K̂,

u0j� =

{
1, ��

∑
p∈K̂ βpgp(x�) ≤ ∑

p∈K̂(βpgp(xj) + τ),
0, 
��������,

j, � ∈ N ,

vj� =

{
1, �� xj �
�� �
� τ ��

� x� ����� ��

∑
p∈{0}∪K̂ upj� ≥ 1�,

0, �� xj τ ��

������ x�,
j, � ∈ N ,

w� =

{
1, �� x� ∈ Pβ

τ ����� �� vj� = 1 ∀j),
0, �� x� /∈ Pβ

τ ,
� ∈ N .

3



8������ βp, p ∈ K̂ ��"�� ��� 
��������� �
� ��� ������� �����
 ��� �
��
���� �����
 �
� � ∈ N  	
�������
� �
����
� ���� w� = 1 �� ��� 
��� �� x� ∈ Pβ

τ (

−Mupj� ≤M(1 − βp) + βpgp(x�) − [
βpgp(xj) + τ

]
< 2M(1 − upj�), j ∈ N , p ∈ K̂, �����

−Mu0j� <
∑

p∈K̂βpgp(x�) − ∑
p∈K̂

[
βpgp(xj) + τ

] ≤M(1 − u0j�), j ∈ N , �����

vj� ≤ ∑
p∈{0}∪K̂upj� ≤ (r + 1)vj�, j ∈ N , �����

Nw� ≤
∑

j∈N vj� ≤ w� +N − 1, �����

upj�, vj�, w� ∈ {0, 1}, j ∈ N , p ∈ {0} ∪ K̂. �����

!�� 
��� ��9������ ������� ��� �����
� �F� ��� ���� �� ��� 	���
���� τ ����� �� ����
����� �
 ��"��
��� τ �'����
 
	��
�� ���� H
�� ���
 ��� ��9������ ������� ��� ���&�������� �F�� ��� ����� ����� ���
�
��� ����� �
 
�)� ���� ���� upj� = 0 �������� βp = 0� 0��
 ��� �
������ k + 1 ��

 �F�� �� �� �����
��	����� �� r + 1� +�

 ��� ����
���� ��
�� �� ���� ��� �
��
���� �������

�
��������� �	� !�� ��� ��� {g1, . . . , g2k} ��
���� �� ��� ����
���
 ��������� ��
����
� ��� � ������� ����

���
 �� ��� �
� 
�� β ∈ {0, 1}2k

�
������ ����� #�� 	��� r$ �� ��� ���������� ��� �����
� ���
 � ������
�
��
����
 �� ���� ��������
� ��� ������� x� ∈ X, � ∈ N �
�� � τ������� ����	�
 �
� � 
�
�τ������� ����	�

����

��� '� �(������ ����	������ �� ��������� 

!�� 
�������� ������
� dH(f(Pρ), f(Pβ,ρ
τ )) �
 
���
��� 
��� ��� ������
� ��������� β ��� τ ��	���� 
�

��� ���������� 	���
���� ρ� !�����
�� ���������� ���
����� �
 ,�"����
� -�> 
��� ���
 �� �������������
�$	������� ����� �
���������� #� ��� �
��
���� ��������
�� �� ������ � �����
 
� ������ ���&�������� �����
	������
�� ��� ��� X ���
 � ρ�������� ��� � �
��ρ�������� 	���� '�
����� ���� dim(P) = k ����� ���
��	����
���

fi(x) :=
fi(x) − z�����i

z�����i − z�����i

, i ∈ K, ��-�

�� �
��
�� ���� f(X) ⊆ Rk
+ ��� f(x) ∈ [0, 1]k, x ∈ P � '�
	
����
� 6�. ���� ���������� ��� �$������� 
� �

������ ���&������ �����
 �������������� ρ������������

�
��������� �	� +
 ���� ����	� ���� fi : X → R+, i ∈ K� 
�� X = {x1, . . . ,xN}� �
� 
�� ρ ∈ [0, 1] �
�
M � 1� !�� P ⊆ X �� �
������� �� ��� ��
��� ������
�� w� = 1 �� �
� �

� �� x� ∈ P� ���
� x� ∈ X ��
ρ���
���
 �� �
� �

� �� ��� ���� i ∈ K� m ∈ N ����� ������ � j ∈ N ���� ����

fi(x�) ≤ (1 − ρ)wjfi(xj) + ρfi(xm) +M(1 − wm). ��6�

�
���	 +���� 
������ ���� ��� ��"����
� �:� 
� ���������� ��� �� ��������� �� �
��
��( +
� � ����
�
x� ∈ X �
 �� ρ�������� � ��������� ��� ��1����� �
�����
� �� ���� �
� ���� i ∈ K ��� ���&������

fi(x�) ≤ (1 − ρ) max
j: wj=1

fi(xj) + ρ min
m: wm=1

fi(xm), ��>�

�
���� 8�� ĵ ∈ argmaxj∈N {fi(xj) | wj = 1} ��� m̂ ∈ argminm∈N {fi(xm) | wm = 1}� H
�� ����
{j | wj = 1} �� �
���
	�� ����� ��� ��� X �� ��
��� ��� �
����� ��� ������
�� 
��� �
����� '����


	��
�� ����
��� H
� ��� �&��������� ������� ��6� ��� ��>� �
��
�� �� ��� ��$� ����
���� �� �����
��� ���
� ���
����� xj ��� ��� ���
� ���
����� xm ��� ������� ��	��������

⇐ #� ��>� �
��� �
� ĵ ���� ��6� �
��� �
� �� ����� 
�� j ∈ N � #� ��>� �
��� �
� m̂ ���� ��6� �
��� �
� ���
m ∈ N  ����� �
� ��� m ���� ���� wm = 1 fi(xm) ≥ fi(xm̂) ��� ���
 �� �
��� �������� wm = 0�

⇒ #� ��6� �
��� �
� �

� j ∈ N  �� 
��� �
�� �
� ĵ ����� �
� ��� j fi(xĵ) ≥ wjfi(xj)� !�� ����������
���� 
� ��6� �� �
������ �
� m = m̂ ����� M � 1 ��� wm = 1 �
� �� ����� 
�� ����$ m ∈ N � #� ���
���&������ �
��� �
� ��� m ∈ N  �� �
��� �
� m̂ ��� ���� ��>� �
����

0 ��������������
� ��
���� �
 ���� �� '�
	
����
� 6�. ��� �� �
�
������ ����
�� ��� ����
	��
� 
� �
��
���������� 
� fi ����
��� ������
� 
� 

�� ����� �
��������5 �
����� ��� ������� ��-� 
�� ���
 �� �
��
�������� ���� ��
����

F



*� ����
���� ��� �
�� ���� 
� ������ ���������

bijm� =

{
1, �� fi(x�) ≤ (1 − ρ)wjfi(xj) + ρfi(xm) +M(1 − wm),
0, 
��������,

j,m, � ∈ N , i ∈ K,

cij� =

{
1, ��

∑
m∈N bijm� ≥ N,

0, 
��������,
j, � ∈ N , i ∈ K,

ei� =

{
1, ��

∑
j∈N cij� ≥ 1,

0, 
��������,
� ∈ N , i ∈ K,

a� =

{
1, �� x� ∈ Xρ ����� ��

∑
i∈K ei� ≥ k),

0, �� x� /∈ Xρ,
� ∈ N ,

��� �
�
����� �
� ���� � ∈ N  ��� �
��
���� ���&������ �����
 ����� ��� � �
����
� ���� a� = 1 �� ���

��� �� x� ∈ X �� ρ�������� ����� �� ��� 
��� �� x� ∈ Xρ�(

−2Mbijm� < fi(x�) − (
(1 − ρ)wjfi(xj) + ρfi(xm) +M(1 − wm)

)
, j,m ∈ N , i ∈ K, ��.��

M(1 − bijm�) ≥ fi(x�) − (
(1 − ρ)wjfi(xj) + ρfi(xm) +M(1 − wm)

)
, j,m ∈ N , i ∈ K, ��.��

Ncij� ≤
∑

m∈N bijm� ≤ cij� +N − 1, j ∈ N , i ∈ K, ��.��

ei� ≤
∑

j∈N cij� ≤ Nei�, i ∈ K, ��.��

ka� ≤
∑

i∈Kei� ≤ a� + k − 1, ��.��

bijm�, cij�, ei�, a� ∈ {0, 1}, j,m ∈ N , i ∈ K. ��.��

�
��������� �	� *�� ��� ����
�	 ��� ���� ��������� ��
����
� fi : X → R+� i ∈ K� ��� ������� x� ∈
X, � ∈ N � ��� ��������
�� �
�� � ρ���
���
 �Xρ� �
� � 
�
�ρ���
���
 �X \Xρ� ���� �� ��� �����	 ��.� ��
�
�"��
������

?

������ ��� �����
� �F� ��� ��.� ��� ����
������ ��� ������ ���������

η� =

{
1, �� x� ∈ Pρ,

0, �� x� /∈ Pρ,
� ∈ N ,

��� ��� �
���������

w� + a� − 1 ≤ 2η� ≤ w� + a�, � ∈ N , ��C��

η� ∈ {0, 1}, � ∈ N , ��C��

"����� ������ � �����
 ���� �������� �
����
�� ���� ���"� η� = 1 �
� � ∈ N ���� ���� x� ∈ Pρ �x� �� '����


	��
�� ��� ρ��������� ��� η� = 0 �
� � ∈ N ���� ���� x� ∈ X \ Pρ�

��! ��� �(������ ����	������ �� ��������� ������� �� ��� ���	��� �������

*� ��$� ���� ���) �
 ��� 

��� ���� � ������� ��� 
� 
���������� B�� ��
 �� ���� �
 ������ ����� ����
��
x ∈ X ���� ��� ρ�������� ���� ���	��� �
 ��� ���)�
��� ��� 
� 
��������� {gs1 , . . . , gsr}� 8�� �� ���
�� ����
��� �� Xβ,ρ ⊆ X � !�� ,�"����
� -�> 
� ���������� �
	���� ���� �� ��� ��� �	 ��� ���������� ���&�������� �
�
��� �)�
��� ��� 
� 
��������� {β1g1, . . . , β2kg2k} ����� �
� ��� p ���� βp = 0 ��� �
����	
����� ���&������
�� �:� �� ���"����� %
����� �� �� �
� 	
������ �
 ��� ����
�
�� �������� ��"����
�� ����� ���� �
��� ����
�
 �
�������� �
��������� �
����	
����� �
 ��.��� #������ �� ������� ��� ���&������ ��6� ��(

∃j ∈ N : fi(x�) ≤ (1 − ρ)fi(xj) −M(1 − wj) + ρfi(xm) +M(1 − wm), i ∈ K, m ∈ N . ��:�

D�	������ fi �� βpgp ���� ����� �$���� � j ∈ N ���� ����

βpgp(x�) ≤ (1 − ρ)βpgp(xj) −M(1 − wj) + ρβpgp(xm) +M(1 − wm), p ∈ K̂, m ∈ N . ��3�

�E



0���
�
���� �
 �����
� 6�6 �� ��� ��� �
��
���� �������� ���������
�� �
� p ∈ K̂ ��� j,m, � ∈ N ����
"��� ��"����
� �� 

��"�� �� 
���� �
 ��
�� ��� �
������������(

bpjm� =

{
1, �� βpgp(x�) ≤ (1−ρ)βpgp(xj) −M(1−wj) + ρβpgp(xm) +M(1−wm),
0, 
��������,

cpj� =

{
1, ��

∑
m∈N bpjm� ≥ N,

0, 
��������,

ep� =

{
1, ��

∑
j∈N cpj� ≥ 1,

0, 
��������,

a� =

{
1, �� x� ∈ Xβ,ρ ����� ��

∑
p∈K̂ ep� ≥ 2k),

0, �� x� /∈ Xβ,ρ�

+
� ��� ��� 
� 
��������� {β1g1, . . . , β2kg2k} ��� ρ����������� �����
 �
����	
����� �
 ��.� �� ���� �$	������
��(

−2Mbpjm� < βpgp(x�) − (
(1−ρ)βpgp(xj)−M(1−wj)+ρβpgp(xm)+M(1−wm)

)
,

j,m, � ∈ N , p ∈ K̂, ��F��

M(1−bpjm�) ≥ βpgp(x�) − (
(1−ρ)βpgp(xj)−M(1−wj)+ρβpgp(xm)+M(1−wm)

)
,

j,m, � ∈ N , p ∈ K̂, ��F��

Ncpj� ≤
∑

m∈N bpjm� ≤ cpj� +N − 1, j, � ∈ N , p ∈ K̂, ��F��

ep� ≤
∑

j∈N cpj� ≤ Nep�, � ∈ N , p ∈ K̂, ��F��

2ka� ≤
∑

p∈K̂ep� ≤ a� + 2k − 1, � ∈ N , ��F��

bpjm�, cpj�, ep�, a� ∈ {0, 1}, j,m, � ∈ N , p ∈ K̂. ��F��

0� �� ��� 	����
�� �����
� �� �

���� ��� �����
� ���� ��� ��F� ��� ����
���� ��� ������ ���������

η� =

{
1, �� x� ∈ Pβ,ρ

τ ,

0, �� x� /∈ Pβ,ρ
τ ,

� ∈ N ,

��� ��� �
���������

w� + a� − 1 ≤ 2η� ≤ w� + a�, � ∈ N , �-E��

η� ∈ {0, 1}, � ∈ N , �-E��

�
 �
�
 � �
�������� �����
 ���� ���� η� = 1 �� ��� 
��� �� x� ∈ X �� ρ�������� ��� τ �'����
 
	��
�� ��
��� ������� 	�
���
 ����� �� x� ∈ Pβ,ρ

τ � � ∈ N �

��# )���	�����& ��� ����� �����

G���� ��� �$	����� �
�
�����
� 
� '����
 
	��
����� �
������ ���� ρ����������� ��� ����� �
�
�����
� 
�
��� 	�
���
 �3� ��� �
� �� ������� 0���
� ���� ��� ��
��� 
� ρ�������� '����
 
	��
�� 	
���� �� ���

������� 	�
���
 ��� �� Q ��� ��"�� Q = {1, . . . , Q}� !��� ����
�� ��� �
�� 
� ���������� �� ����
� ����
Pρ =

{
x1, . . . ,xQ

}
� !�� 	������� ��������� �� ��� 
�������� �	��� ������� ��� 	���� 
� 	
���� xq ∈ Pρ

��� x� ∈ X ��� ���
��� �� dql = ||f(xq) − f(x�)||, q ∈ Q, � ∈ N � #���
������ �� ��$������ ��������
θ ∈ R+ ��� 
�������� �� �3� ��� ���� �� �
�
������ ��


���
��� θ,

������� �
 θ ≥ min
�∈N :
η�=1

dq�, q ∈ Q, �-��

θ ≥ min
q∈Q

dq�, � ∈ N : η� = 1,

��



����� ��� ��������� η� �
	������� ��	��� 
� ��� ������
� ��������� β ��� τ � !�� 	�
���
 �-�� ��� ��
�$	������ ��


���
��� θ,

������� �
 θ ≥ min
�∈N

{
(1 − η�)M + dq�

}
, q ∈ Q, �--�

θ ≥ min
q∈Q

{
dq� − (1 − η�)M

}
, � ∈ N ,

����� M ≥ max
{
dq� | q ∈ Q, � ∈ N}

� !�� min�
	����
�� ��� ���� ��	����� ����� ��� ������ ���������

yq� =

{
1, �� θ ≥ (1 − η�)M + dq�,

0, 
��������,
q ∈ Q, � ∈ N ,

zq� =

{
1, �� θ ≥ dq� − (1 − η�)M,

0, 
��������,
q ∈ Q, � ∈ N ,

��� "����� ��� ����� 

��� �3� �� �
�
������ �� ��� ������ ������ 	�
���



���
��� θ,

������� �
 (1 − η�)M + dql − θ ≤ 2M(1 − yq�), q ∈ Q, � ∈ N , �-6��

−(1 − η�)M + dql − θ ≤M(1 − zq�), q ∈ Q, � ∈ N , �-6��∑
�∈N yq� ≥ 1, q ∈ Q, �-6��∑
q∈Qzq� ≥ 1, � ∈ N , �-6��

yq�, zq� ∈ {0, 1}, q ∈ Q, � ∈ N , �-6��

τ ≥ 0, �-6��

β �����"�� (6), �-6��

(u, v, w,β, τ) �����"�� (11), �-6��

(b, c, e, a) �����"�� (19), �-6��

(w, a, η) �����"�� (20). �-6��

!�� 	�
���
 �-6� ��� �� ��� 
���� 
� N32k ������ ��������� ��� �
��������� ����� ��� 
�������� ��
������� �� ��� �$	����� �
�
�����
� 
� ����������� !��� 	�
���
 ����
� �� �
���� �� ����
����� ��
� �
�
	�������� ������ 
� N ��� k�

*��� �� ���� �
�� ����� �
� �� �
 ���
�
����� 
�� �
�� ���
 �� �$��� 

��� ����� 
� �� �$	�����
��������������
� 
� '����
 
	��
������ H
� ���� �� )�
� �
� ���� �

)� ��)� ��� ��

 ����� ���
�

	��$��� ������ �� ��� ����� �1����� �		�
$�
���
�� 
� ��� �$��� 

���� !�����
�� �� ��� ��$�
�����
� �� �
�
����� �� �		�
$�
��� 

��� ���� ��	������ ��� 
	��
�����
� 
��� ��� ������
� ���������
β ��� τ  ��������� �� � ��&����� 
� ��
 ������ ������ �
���� 	�
���
��

� ��
 ������
���
 ���
�

!�� ���������� �������������� 
� ��� ����� 

��� �-6� ���� ������ ��� ���� �

	��$��� �� ���� ��� 
	�
��
�����
� �� 
��� ��
������
���� 
��� β ��� τ � !
 ���

	���� ���� τ �'����
 
	��
����� �� ���� ��
ρ����������� 
��� ����� ��� 

��� ��� �
��������� �� 	�������� �� �����
� 6� !��� ����� �
 �� �$	�
��
� 
�
������ ��������� ��� �
���������� #� �� �		�
$�
��� 

��� �
 �� 	�������� �� ��	����� ��� 
	��
�����
�

��� ��� ��������� β ��� τ � !�� 
��� �
��������� ��

 ��� ����� 

��� ���� ��� )�	� ������ ��� �C� 
����� �������� ��� �
������
� 
� 
���������� !�� ���� 
� ��� �
���������A��������� ��� ����� ���� 
� �
��
�������� ���� ��� ��F�A���� �
 �
���� �� ��������� ���� ������� ���� ��� ��������� ����
����� �� �����
�����
��� #������ � ������� 
�������� ������
� �� ���� �� � "��� 	�
���
 ���� �-C� 
� 	��� �>� ����� ��
��
�� �� ���������� ��� �������� 
� � �

� �
������
� 
� 
��������� ��������� �� β ����
�� 
�)��� ���

� ��� �
������� 	���
���� τ � !��� ��
	�� 	
���

��� ���
����
� ��� ���� �
 "�� ��� �E��'����
 
	��
��
ρ�������� 	��� 
� X �
� ��� ������� 	�
���
 ��� ����� ���� � ���
�� 	�
���
 ���� �-:� 
� 	��� �>� ��
�
���� �
 "�� ��� 
	��
�� ����� 
� τ ����� ��� ������� ��
��� ����� 
� β�

B���
���� � �
����
� �
��� ����� ��� �		�
$�
��� 

��� 
���� �
� �� 
	��
�� �� �-6� ����� ������
��
��� 
��� ���
�� ��� ���
�
���
� �� )�
�� ���� β �� �������� ���
�� �� �� )�
�� �$����� �
� τ ���� �9���

�-



��� '����
 
	��
�� ���� 0��
 ����� �� �
 
������ 
� 
	��
����� 	�
����� �
� ��� �		�
$�
��� �
����
��
%
����� ��� 
�������
 �
� ��������� β �� �������� ��� ��� �

	��$��� 
� ��� 	�
���
 �
�
�����
�
��������� ��
�

����� !��� 

������� ��� ��� 
� ��� �		�
$�
��� �
�
�����
��

!�� ����������� ������� ���������


!�� �����
����
 ���,���
� 
� ��
 
�������� ������
�� fi ��� fj 
��� � ��� 
� ������
� ����
�� X =
{x1, . . . ,xN} �� ��"��� ��

ρ̂(fi, fj) =
sij√
siisjj

∈ [−1, 1], i, j ∈ K, �->�

�����

sij =
1
N

∑
�∈N

(
fi(x�) − 1

N

∑
m∈N

fi(xm)
)(

fj(x�) − 1
N

∑
m∈N

fj(xm)
)
, i, j ∈ K.

!�� ����� 
� ��� 	������� �
�������
� �
�1������ ������� ��
 
�������� ������
�� ����� � 
������ 
�
�
� ��
���� ��� ������
�� �������� ��� ��� X = {x1, . . . ,xN}� #� ��� �
�������
� �� 	������ ���� ρ̂(fi, fj) =
1 ���� ��� '����
 
	��
�� ��� P �
��� �� ��������� �� ��� 	��� 
� 
��������� ��� ��	����� �� ��� 
���5

�� 
� ��� 
��������� �� ��� 	��� �
��� �������� �� ���������	� G���� ���� ����
���� �� �������� �� �
	���
����
��
� 
�������� ������
� �� � ������
� ������ � ���� �����
����
 ���� �

� 
���� 
�������� ������
��
*��� ���� �� � �������� 	
��� �� ���� �� �����
� >�- ������ ��� "��� 	�
���
 �
 �
��� �� ��� �		�
$�
���


����

!�� 
�������� ���� �������� 
� ��� 
	��
�� ����� 
� β �� �
 
�$�
��� ��� ����� �
�������
� �
�1�
����� ������� ���� 
������� 
�������� ������
� fi ∈ {f1, . . . , fk} ��� ��� 

�� ��
���� ����� ���	��� �

�
�������
�� 
�������� ������
� �� ��� ������� ��� 
� 
��������� {gs1 , . . . , gsr}� 0 �
��� ����������
� 
� ����

�������� �� ����� �� +����� 6 �� ��	��������� {f1, . . . , fk} �� ����
�� ��� ���� �
���I����� ������ �������
	
��������I���������� �
�������� fiJ�� !�� 
�������� �� ���� �
 "�� �� 

�� r ���� Ksj  j = 1, . . . , r ��
��� 	
��� ��� 
� K ���� �
����	
����� �
 � �
������
� 
� 
��������� fi i ∈ Ksj  ���� ���� ��� 
�$�
�

�������� ������� � ����
� �� ��� �
������
� ��� ��� 
��� 
� ����� ����
�� �� �� 
���
�
�

Δρ

+����� 6( 0� �������� ����������
� 
� 
������� 
�������� ������
�� �����)� 
	��
���� ���������� �����
r = 2� 
�������� ������
�� ������ ��� 
� ��� ;�
�������
� ���
�< Δρ �
� ���� ���������
��

!�
 )�����& ��� ������� ����������


#� ��� ����� 

��� 2K ���
��� ��� 	
��� ��� 
� K �� ����� ���� ���
��� ��	������� � ��� 
� 
�������

��������� ���� 
�� �� ��
		�� ��

 ��� �����
 ��� ��	����� �� ����� �������� 
���� !
 ������
��� �

	�����
��� �

	��$��� 
� ��� 

��� �� ����
���� � ������
�� α ��� 
��� ���
� �
������
�� 
�

������� 
��������� ���� ���� ��� �
�������
� ������� ��� ��
 
��������� �� ��� �
������
� �� �� ����� α�
+
� α ∈ [−1, 1] �� ��"�� ��� ���������� ��� 
� �
������
� ���������� ��

Kα :=
{
� ∈ K̂ | ρ̂(fi, fj) ≥ α, ∀i, j ∈ K�

}
, �-.�

����� K� ∈ 2K � ∈ K̂� 0� 	����
���� �� ���� �
 ������ ��� ��� 
� 
������� 
��������� {f1, . . . , fk} �
 ���
�
����� ��� {gs1 , . . . , gsr} ����� gsj = 1

|Ksj
|
∑

i∈Ksj
fi sj ∈ Kα� 0���
�
���� �
 �����
� - ��� ������
�

�3��� �	
� ρ̂(fi, fj) = 1 �� 
�� 
 
�����
�� ��
�����
 -�� P �� ���
�
 �
�
��4 �!�!� �- fi(x) = x �� ����
�

� �
 

��������5������ �"����6
���
 "������� �	�
 �� �� fj(x) = x2� ��� �
 ��
��
� ρ̂(fi, fk) �= ρ̂(fj , fk) -�� k �∈ {i, j}!
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����
� β ∈ {0, 1}|Kα| ��������� ����� ������
�� gsj �
 ��

�� ��� ��� ��������� 
����$ A ∈ Bk×|Kα| ��"���
����� 
������� 
��������� fi ���
�� �
 ���� �
������
� gsj 
� ������
���

8�� ψp := mini∈Kp ρ̂(gp, fi) ��� ����
���� �� ��$������ �������� z ∈ R ��� � ������ M ≥ 2� !��
	�
���
 
� ��

���� ��� ���� ��� 
� �� 

�� r �
������
�� �� �
�
������ �� ��� ������ ������ 	�
���



�$�
���
z,β

z,

���� ���� z ≤ ψp + (1 − βp)M, p ∈ Kα,

Aβ ≥ 1k, �-C�

β�1|Kα| ≤ r,

β ∈ {0, 1}|Kα|,

����� r < k� +
� α = −1 ���� 	�
���
 ����� �� � ��� �
������ 	�
���
 2�F4 ���� ������
��� �

	��������
�
��������� ��� 2k ������ ���������� %
����� ��� ��
��� 
� ��������� ��� �� ������������� ������� ��
�
	�
���� � ������ ����� 
� α ������ ��� �

	��$��� 
� �-C� ���� �
� �� � ����
�� ������

0� 
��������
� �
 �� 
��� �� ����� �� '�
	
����
� >�� ��
�� ������ �� &���� 
���
�� ��

 +����� 6�

�
��������� �	� !�� ��� ��� �� ����	�
 ��
����
� �� �-C� �� ��
���� �� B� ���
 ��� ��	� (z∗,β∗) ∈ B�
�����
� r ���������� ��� ����� ����

∑
p∈Kα β∗

p = r�

�
���	 8�� s = 0 ��� ��		
�� ���� (zs,βs) �� 
	��
�� �� �-C� ����
∑

p∈Kα βs
p < r� *� ���� ����

r < k ≤ |Kα| ����� �
� ��� α ∈ [0, 1] �� �
��� ���� i ∈ Kα �
� ���� i ∈ K �
����	
����� �
 �� 
�������

�������� fi� *���
�� �
�� 
� ���������� ��� ��� k "��� ���
���� �� ��� ��� Kα �
����	
�� �
 ��� ����
K� = {�} � ∈ K� !��� ψ� = 1 � = 1, . . . , k ��� ����� �$���� �� ���
��� q ∈ K ���� ���� ���

�������� fq �� �
� �������� �� �� 
�������� �
� ��� ������� 	�
���
 ����� �
	���� ���� βs

q = 0� 8������

βs+1
p = βs

p �
� p ∈ Kα \ {q} ��� βs+1
q = 1 �� �
��
�� ���� (zs+1,βs+1) ∈ B ����� zs+1 = zs ��� ����∑

p∈Kα βs+1
p =

∑
p∈Kα βs

p + 1� 8�� s = s+ 1 ��� ��	��� �����
∑

p∈Kα βs
p = r� !�� ������ �
��
���

!�� )�����& ��� ������� ��������� ���������

�
����� �-C� ������ �� 
	��
�� �
����
� (z∗,β∗) ����� ��"��� ��� 
��������� �
 ��� �� ��� ������� 	�
���
�
B������ ���� ;
	��
��< ���� 
���� ���� ���	��� �
 ��� �		�
$�
��� 

��� �-C� ��� ���� (z∗,β∗) 
��
�� �
��
	��
�� ���� ���	��� �
 �-6�� /� 	������� �

	����
�� ������� ��� ��� 	
���� �� X  ��� '����


	��
�� ��� ���� ���	��� �
 ��� �������� 
��������� Pβ∗

 �� ���� �$�������� +������ �� ����)��� ���
ρ����������� ��������������
� ��

 ,�"����
� -�> �
� ��� ����
�� x ∈ Pβ∗

��� ρ�������� 	��� Pβ∗,ρ ⊆ Pβ∗
��

�$�������� !�� ���� �� ����A�������� ��

 Pβ∗,ρ
0 A�
 �������� ��� ����� 
� ��� �
������� 	���
���� τ ��



���
 ��� "�� ��� ����� τ∗ �
� ����� ��� %����
�9 �������� ������� f(Pρ) ��� f(Pβ∗,ρ
τ ) �� 
���
�����

!�� ���
�� 	�
���
 �� ���� �



���
���
τ

dH(f(Pρ), f(Pβ∗,ρ
τ )), �-:�

���� ���� τ ≥ 0.

!�� �
����
� 	�
���� 
� ��� �		�
$�
��� 

��� �� ����������� �� +����� >�⎡⎣ X
ρ

{f1, . . . , fk}

⎤⎦ =⇒=⇒ =⇒ =⇒=⇒�����

�-C�
�����

�-:�
β∗ τ∗(β∗)

[ Pρ

Pβ∗,ρ

]

+����� >( !�� �
����
� 	�
������ �
� ��� �		�
$�
��� 

��� ��������� ��	��� ��� 
��	��� 
� ��� 	�
���
�
�-C� ��� �-:��

?������� ��� ����� 
� τ ������� ��� '����
 ��� ���� ρ����������� ������� �
 �� ,�"����
� -�>� !���
�
	���� � ��1����� ����� ��� ����� 
� τ ���� �
� �� )�
�� ����� ����� �-:� ��� ���� �
����� !�� ρ�����������
	������
���� �
��� �� �
�� �� ���� �������
� 
� ��� �
����
� 	�
������ �
� �-:� ��"��� �� 0��
����
 >�� 
��� �
 ������� �� ������ �
���� 
	��
�����
� 	�
���
 
��� τ �	�������� ���
�� �� 
�)� ��� �
��
����

�>



�		�
$�
���
�( +�$ ��� ��� �
 ������ �
 �
� ρ����������� �� �		�
$�
����� Pβ∗
τ �� P �� ��� ρ�����������

	������
���� ���� ��� ���� ,�"����
� -�>�

Pβ∗,ρ
τ :≈

{
x ∈ Pβ∗

τ

∣∣∣∣ gp(x) ≤ (1 − ρ)max
y∈P

gp(y) + ρmin
y∈P

gp(y), ∀p ∈ Kα

}
. �-3�

+�

 �����
� - �� �� ����� ���� Pβ∗ ⊆ P � #� �� ���
 ����� ��

 ,�"����
� -�> ���� Pρ ⊆ P � *� ���

�
������ ���� Pβ∗,ρ ⊆ Pρ ����� Pβ∗,ρ = Pβ∗ ∩Xρ ⊆ P ∩Xρ = Pρ ����� ��� "��� �&������ ������ 
� ���
�		�
$�
���
� �-3� ����� ��� ��� Xρ ��	���� 
� ��� 
�������� ������
��� !���� ������
�� ��� �����������
�� +����� . �
� ��� 
�������� �	����

f(X)

f(Pρ)

f(Pβ∗,ρ
0 )

dH

+����� .( B���������� ��

 � ������ 
� Pρ ��� 	�
���
 �-:� �������� ��� ����� ��� �� ���������� ��� �����

� τ �

*� ��"�� ��� ������
� φ1(τ) �� ��� 
�$�
�
 �������� ��

 � 	
��� �� Pρ �
 ��� ������� 	
��� �� Pβ∗,ρ
τ

��� φ2(τ) �� ��� 
�$�
�
 �������� ��

 � 	
��� �� Pβ∗,ρ
τ �
 ��� ������� 	
��� �� Pρ ���� 

φ1(τ) = max
x∈Pρ

{
min

y∈Pβ∗,ρ
τ

d
(
f(x), f(y)

)}
, �-F�

φ2(τ) = max
y∈Pβ∗,ρ

τ

{
min
x∈Pρ

d
(
f(y), f(x)

)}
. �6E�

!��� ��� 	�
���
 �3� ��� �
� � "$�� ����� β = β∗ �� ��������� �� ���� �
 
���
��� δ(β∗, τ) 
��� τ ≥ 0 
�����

δ(β∗, τ) = dH(f(Pρ), f(Pβ∗,ρ
τ )) = max {φ1(τ), φ2(τ)} . �6��

����� ���������� ��� ����� 
� τ ���� �������� ��� ���� 
� Pβ∗,ρ
τ  φ1(τ) �� � 

�
�
������� ���������� �
���

��
���
�����
�� ������
�� 0���
�
���� φ2(τ) ��������� � 

�
�
������� ���������� �		�� ��
���
�����
��
������
�� !�� ���� Pρ ��� Pβ∗,ρ

τ ��� �������� ������ ��� ������
�� φ1(τ) ��� φ2(τ) ��� 	�������� �
�������
!��� δ(β∗, τ) �� � 	�������� �
������ &������
���$ 2-4 ������
� 
� τ � +����� C ����������� ��� ������
��
φ1(τ) φ2(τ) ����� ���
 ��� ������
� δ(β∗, τ) = max {φ1(τ), φ2(τ)}� ��� ��� 

�
�
������� ����������
�		�� ��
���
�����
�� ������
�

φ(τ) := φ2(τ) − φ1(τ). �6-�

*� ��� ���������� �� "�����
τ∗ ∈ Tδ := arg min

τ≥0
δ(β∗, τ). �66�

#� φ1(0) ≤ φ2(0) ���� τ∗ = 0� +
� ��� ���� ���� φ1(0) > φ2(0) �� ��"�� �
� ε > 0 

T1(ε) = {τ ≥ 0 | φ(τ + ε) ≥ 0, φ(τ) ≤ 0} ��� T2(ε) = {τ ≥ 0 | φ(τ) ≥ 0, φ(τ − ε) ≤ 0}. �6>�

!��� ������ T1(ε) ⊆ Tδ T2(ε) ⊆ Tδ 
� �
�� �
�� �� ����������� �� +����� :�

�.
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7�8 φ(τ)

+����� C( !�	���� �		�������� 
� ��� ������
��( ��� φ1(τ) ��� φ2(τ) ��"��� �� �-F� ��� �6E� ���	��������
���� δ(β∗, τ) ��"��� �� �6���5 ��� φ(τ) ��"��� �� �6-�� +
� ���������� ����
�� ��� ���	�� 
� ��� ���
������
�� ���� ���� ��
����

φ1(τ )

φ2(τ )

Tδ#
T1(ε)#
T2(ε)#

ε

7
8 T2(ε) ⊆ Tδ

φ1(τ )
φ2(τ )

Tδ #
T1(ε)#
T2(ε)#

ε

7�8 T1(ε) ⊆ Tδ

φ1(τ ) φ2(τ )

Tδ#
T1(ε)#
T2(ε)#

ε

7�8 T1(ε)⊆Tδ ⊇T2(ε)

+����� :( #���������
� 
� ��� ���� Tδ T1(ε) ��� T2(ε) �
� ����� ��9����� ������

+
� � ��1������� �
��� ����� 
� ε > 0 �� ���� ��1��� �
 "�� τ1 ∈ T1(ε) ��� τ2 ∈ T2(ε) ��� ����
��

�� τ∗ ∈ {τ1, τ2} ���� ���� τ∗ ∈ Tδ� !��� �� �
�� ����� � ��
	�� �������
� ������&�� 
� φ(τ) �
� �����
�� ���
����
 �� 	����
��
�� �� ����� �� 0��
����
 >��� #� 	�����	�� ����� X �� � �������� ��� 
� 	
���� 
����� �$���� � ����� 
� ε > 0 ���� ���������� �� 
	��
�� �
����
� �
 �-:� ����� 0��
����
 >��� !��� �����
�� �
����� � 	��
�� ��)�
���

!�� 
��� 
��	�� ��

 ��� ���
����
 �� τ∗ ��� ��		�
$�
���� 
	��
�� ����� 
� ��� �
������� 	���
����
τ ������ ��� ������� ��
��� ����� 
� β∗ ��

 �����
� >�-�� B���� 
��	��� ��� ��� ��������� %����
�9
�������� δ (β∗, τ∗(β∗)) ��� error
� ����� ���
��� ��� 
�$�
�
 ���
� �� δ(β∗, τ) ��� �
 � 	
������ �


����� ����� 
� ε > 0�

#������ 
� �
����� 
��� τ �
� ���� 
�� ����� 
� β = β∗ �� �� 	
������ �
 ������ � 	

� 
� ���������
βJ� ����� �� �
����� ��� 	�
���
 �-C� ��	������� ��� �� ���� �������
� ��� � �
�������� ���� ���� ����
��� 	����
�� �
����
�� ��� �

	��� τ∗(β) �
� ���� ����� 
� β �� ��� 	

�� /� �

	����� δ(β, τ∗(β))
�
� ��� βJ� �� ��� 	

� ��� 	��� (β, τ) ���� ������ ��� �
���� ����� 
� δ(β, τ) ��� �� �������� �� ��
�		�
$�
��� �
����
� �
 ��� 
��� �������
� 	�
���
 �3�� /� ���������� ��� 	

� ��� 
�������� ������
�
����� ��������� 

�
�
������� ���A�
� � ��1������� ����� 	

�A�� 
	��
�� �
����
� �
 �3� ���� ����������
�� �
��� 	�
����� ���� ε > 0 �� ����� ��
����

�  � 
��������
�� 
�����


!�� ������� ������� �� ��� 	����
�� �����
� ��� ���� ����������� �
� �� �		������
� 
� ��� �		�
$�
���


��� �
 � �
��� �$�
	�� ���
��A�� �����
� CA�� �� �		���� �
 � ������ ���������� 	�
���
� !�� �$�
	��
��������� ���� ;��
����< 
��������� 
�� �� ���������� ���� 
��� � 
��
� �
�� 
� 	������
� 
� P  �������
��� �
�� ���� �� ����� �� ;�
����
����< 
��������� ��� �
���� �
 �� ����������� %
����� �� ���
 ���������
���� ��� ���������
� 
� ��� �
������� 	���
���� τ ��� ������������� ��	��� ��� ��
���� ��

 ����������
���������
��� !�� 

��� ��� ���� �
	��
����� �� ������ 2�C4 �� �

������
� ���� ���� 2�E4 ��� ���

�C



��������	 
�� '����
��
�� �
� ��� τ �
	��
�����
� ���
����
�
���	
 ����
 ����
 ���
 �������

���� 
�	�� � �

���� 
�	�� ��� ���	�� ��
� ����
�	��� � �

	�
�� 
�	�� � 
�	�� � ������� �

��
 
�	�� � �
�	��  
�	���!�

�" ����
�	��� � � �

��
 
�	�� � 
�	�� #

�����" ����
�	��� � � �

��
 
�	�� � 
�	�� #

���� �

�	
�	
 
�	��
�$ � 
�	��

%��
���
�$ � �����
�	��
�$�

�$$�$&	� � � #

#

�	
�	
 
�	��
�$ �� �$�'����
�	��

�	��# '�(������
�	�
�����
�	��

�	
�	
 %��
���
�$ � '�(������
�	��
�$�
�����
�	��
�$��

�	
�	
 �$$�$&	� � ����
�	��� � ����
�	���

���	
 �
���� 2�64 �
� �
����� 	�
���
 �#��
!�� �$�
	�� �������� 
� ��� �� ��"��� ��

f1(x) := (x1 − 6)2 + 4 (x2 − 4)2, f4(x) := 25
4 (x1 − 4)2 + 9

4 (x2 + 5)2,

f2(x) := 4 (x1 − 5)2 + 9
4 (x2 − 5)2, f5(x) := (x1 + 3)2 + (x2 + 3)2,

f3(x) := 4 (x1 − 11
2 )2 + 4 (x2 + 3)2, X := {x1 × x2 | xi ∈ {−10,−9.75,−9.5, . . . , 10}, i = 1, 2}�

+����� 3 ��
�� ����� ������ 
� ��� 
�������� ������
�� ��� ���� �
���$ ���� 
�� ��� '����
 
	��
�� ������
P ⊆ X � !�� 	������� �
�������
�� ��"��� �� �->� 
� ��� 
�������� ������
�� f1, . . . , f5 ��� ��
�� ��
!���� ��

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

 

 

P

x1

x
2 f1

f2
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+����� 3( 8���� ������ 
� ��� "�� 
�������� ������
��
��� ��� '����
 
	��
�� ������ P ⊆ X �

f1 f2 f3 f4 f5
f1 � E�:> E��6 E��� �E�-3
f2 � E�C6 E�CF �E�6.
f3 � E�F: E��.
f4 � E�EF
f5 �

!���� �( ?
�������
� �
�1������ �
� ��� 
��������
������
�� �� ��� �$�
	���

�
����� ��� �		�
$�
��� 

��� �
� ��� �$�
	�� 	�
���
 ��� ���� ��� ��
��� 
� 
��������� �� ���
������� 	�
���
 ���������� �
 > 6 - ��� � ���	�������� ����� �
 ��� ������� ��
�� �� +������ F���K����
!���� "����� ��
� ��� ����� ������ 
� ��� ���	������ ���������� 
�������� ������
�� ��� ��� ���������
��
���$ ����� 
� ���� '����
 
	��
�� ���� �
� ��� ���	������ ������� 	�
���
� ���� ��� ����
�� � �
�������
τ > 0 �� �

	���� �
 ��� 
������� Pρ� *� �
	�
��� ��� ����� ρ = 0.15� H
�� ���� ��� %����
�9 ��������
�� 
������� �� ��� .���
����
��� 
�������� �	����

+������ F���K��� ������� �������� ���� �� �
�� �� 
��� 
��������� ���� ����� 	������� �
�������
�� ���

�:



−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

 

 

x1
x

2

Pρ

Pβ,ρ

Pβ,ρ
τ

7
8 r = 4, dH = 0.11, τ∗ = 0.00068

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

 

 

x1

x
2

Pρ

Pβ,ρ

Pβ,ρ
τ

7�8 r = 3, dH = 0.19, τ∗ = 0.0037

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

 

 

x1

x
2

Pρ

Pβ,ρ

Pβ,ρ
τ

7�8 r = 2, dH = 0.39, τ∗ = 0.15

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

 

 

x1

x
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+����� F( #���������
� 
� ������� �
� ��9����� ��
���� 
� 
�������� ������
�� �� ��� ������� 	�
���
�

���������� ��� �
�� 
� 	������
� 
� ��� '����
 
	��
�� ��� ���� �� �
���� 0��
 �� ���
���� � �
�������
τ > 0 ��� ��
��������� ������� ��� 
������� ��� ������� '����
 
	��
�� ��� ��� �� ���������

!  � 
������
�� ����
	��
��

!�� �		�
$�
��� 

��� �����
	�� �� �����
� > ��� ���� �		���� �
 �� ���������� 	�
���
 ���������
��� �
�"������
� 
� ���������� ����)�� =
���� ��� ���� ���� ���� ��		���� �� L
��
 6' ����� �� ���
�������� ���� ���	
������ �
� �

�� 
���� ������ 	�
���� �����
	
��� �
� ��� ����)� ������ �� ��� L
��

7�
�	� !�	������ ����)� ��� ���� ����

�� ���	��� ��	������ 
� ��9������� �� ��� �����
�
���� ��
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� �
�"������
�� �	���X ′ �
������ 
� ��� 	
������
�

������
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� � ��
��� 
� ���� ��
�� �$�� ����������
�� ���� �$�� ����������
�� ��� ��	�������������
#� ���� �$�
	�� |X ′| = 1296�
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 ��� ����� {f1, . . . , f12} ��	������ ��� �-
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������ 
� ��� �-FC �������� �
�"������
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��� ���� ��� 	�
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�����
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��� ����� 0 �
�"������
� �� ��"��� �� ��� 	
����
�� lx ��� lz ��� �	����
�
������� k ��� ��
	��� �
������� c ��� 
����� m ��� ��� 


���� 
� ������� J � #�	��� �
 ��� 

���
��� �
�� �$������
�� z0 ��� 
��	��� ��� ���	����
���� ���
������ ����������
�� ��� �
���� �� ��� �������

� �����

 x z ��� ϕ�

�
�������� ��� �

� ��� ������ ����	������ 
� ���� 
�����

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12

f1 ) �*�+, *�+- �*�*. *�)- *�/0 �*�)1 *�+1 �*�2) *�2- �*�*0 �*�+)
f2 ) *�.2 �*�,* *�)- �*�)/ *�++ *�2/ *�)2 �*�,1 �*�++ *�*-
f3 ) *�*. *�// *�2- *�)) *�.) �*�)0 �*�)- �*�+- �*�)*
f4 ) *�.0 �*�*2 *�)2 *�*1 *�)1 *�), *�)0 *�))
f5 ) *�+0 *�)0 *�,- �*�*2 �*�*, �*�*- *�*)
f6 ) �*�+, *�++ �*�,1 *�2- �*�*/ �*�+0
f7 ) *�,, *�0* *�*0 *�1* *�0)
f8 ) *�*. �*�2- �*�2+ *�)-
f9 ) *�++ *�/2 *�0)
f10 ) *�/. *�+)
f11 ) *�10
f12 )

!���� -( ?
�������
� �
�1������ �
� ��� 
�������� ������
�� �� ��� ���������� �		������
��

+
� ��� ��"����
� 
� τ �'����
 
	��
����� �
 
�)� ����� �� �� �
	
����� ���� ��� 
�������� ������
�� ���

� �		�
$�
����� ��� ��
� 
��������� 0� ����
����� �� �����
� 6�6 ��� 
�������� ������
�� ��� ������
��� ���� fi(x) ��	����� �� ��� �$	�����
� �� ��-� �
 ���� fi(x) ∈ [0, 1] i ∈ K x ∈ P �

#� ��� ��
������ �$	���
����A���� �
����� ���� �� �	���"��A��� 	���
���� ��� �
	�
��� �� r = 6 
ρ = 0.15 α = 0 � ��������� �������� 
������ ��� ε = 10−4�

!
 ��
����� � ���� �		������
� 
� ��� 
���
� �����
	�� X ′ �� ����

�� 	������
��� ���
 ��
 ���� X
��� X��� ���� ���� |X | ≈ |X���|� !�� ��� X �� ���� �
 "�� ��� ������ 
� β ��� τ ���� ��"��� ��� �������
	�
���
� X��� �� � ��������� ��� �
 ����� ��� ������� 	�
���
 �� �		���� ��� �
� ����� ��� &������ 
�
��� ��������� ρ�������� ��� τ �'����
 
	��
�� ��� Pβ,ρ

τ �� 
�������� !��
��� ���� 	�
������ ��� ���) 
�

����"����� ��� ���� ���� �����
� -� �� �������� #� !���� 6 ��� ������� �
� ��9����� ������ 
� r ��� ��
���

#� 	������� ��� %����
�9 ��������� dH(Pρ,Pβ∗,ρ
τ∗ ) ��� ��"��� �� �>�� ��� ��� 
��� �������� 
��� ��� 	
����

�� Pρ ��� Pβ∗,ρ
τ∗ �
 ����� ���	������ ������� 	
���� �� Pβ∗,ρ

τ∗ ��� Pρ ���	�������� ��"��� ��

d
���(Pρ,Pβ∗,ρ
τ∗ ) =

1

|Pρ| · |Pβ∗,ρ
τ∗ |

∑
x′∈Pρ

∑
y′∈Pβ∗,ρ

τ∗

{
min

y∈Pβ∗,ρ
τ∗

||f(x′) − f(y)||; min
x∈Pρ

||f(x) − f(y′)||
}
. �6.�

�F
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	���� ���� ���	��� �
 �
�� X ����� ��� &��������� dH ��� d
���� ��� X��� ����� 
��� &��������� d���H ��� d���
����� 0��
 ��� 
	��
�� �
������� ����� τ∗ ��� ��� 
	��
�� 
�������� ����� z∗ 
�� 	�
���
 �-C� ��� 	��������� 0�� ������ �� ��� ����� ��� �������� 
��� �E �����

r dH d
��� d���H d���
��� τ∗ z∗

�� E��3 E�EE- E�-F E�EE. E E�F.
�E E�-6 E�EE> E�63 E�EEF E E�F6
F E�-C E�E�� E�>> E�E�. E E�F6
3 E�6C E�E-� E�>: E�E-- E E�F-
: E�>C E�E6> E�:C E�EC3 E�EE3 E�F�
C E�>C E�E>� E�:. E��E6 E�E�C E�3F
. E�.C E�EC3 ��E. E��:E E�E66 E�::
> E�.6 E�E3. E�F3 E�-E: E�E:3 E�CF
6 E�.3 E���6 E�F6 E�-�C E��E. E�..
- E�.C E��EC E�36 E�-�6 E��FE E�>>
� E�.- E�EFF E�:. E��.- E�-6C E��3

!���� 6( H�
������ ������� �
� ������� ��
���� r 
� ���������� 
����������

!���� �� �
 ����	 ����)	
��� ��

 ����� ��� ���
� ��������� ���
�������� ���� r �� ��������� ����
�� �� ���� �
 ���� ��� ������� �
������
�� 
� �
� 
��� 
�������� ������
�� ���� ��� ��&����� �
� �
����
����� �
��� ���
�� 0��
 �� �� �
� 	
������ �
 ���� ��� ����� �
������
�� 
� �
� ��� ���
�� ����
���� 
�� ����� 
� ��� �
�������
� 
����$� !
 ������ � ������ �����	������
� 
� ��� ��
���� �� !���� 6 
�� 	������ �� !���� >A�� ��� "��� ��
 �
��
��A��� 
�������� ������ ��
��������� �
� ��� 	��� (x̂, ŷ) 
�
�
����
�� ��"���� ��� %����
�9 �������� ���� �>� ��� +����� ��� ���
����� �


(x̂, ŷ) ∈ arg max
x,y

{
max
x∈Pρ

min
y∈Pβ∗,ρ

τ∗
||f(x) − f(y)||; max

y∈Pβ∗,ρ
τ∗

min
x∈Pρ

||f(x) − f(y)||
}
, �6C�

�
� � 	��������� ��� ��������� �� ��� �������� ||f(x̂) − f(ŷ)|| = 0.585�

f(Pρ)

f(Pβ,ρ
τ )

dH
f(x̂)

f(ŷ)

+����� ��( #���������
� 
� ��� ������ 	��� 
� 	
���� (x̂, ŷ) ��"���� ��� %����
�9 ���������

!�� ����� �
��
� 	������� ��� ��9������ ������� ��� ������� ��� ��� �
������ ����� 
� ���� ������
�

��� ��� �
�"������
� �	��� ��"��� �� �	��i = maxx∈X fi(x) − minx∈X fi(x)� !�� �
���� �
��
�
	������� ��� ��9������ ������� ������
� ������ �
� ��� 	��� (x̂, ŷ) �������� �
 �	��i ��"��� �� ,�9(x,y)i =
|fi(x)−fi(y)|

����i
�

!���� > ��
�� ���� ��� ��9������ ������� � 	
��� x̂ �� ��� ρ�������� 	��� 
� ��� 
������� '����
 
	��
��
��� ��� � 	
��� ŷ �� ��� ρ�������� 	��� 
� ��� τ �'����
 
	��
�� ��� 
� ��� ������� 	�
���
 
�� �� &����
������ +
� ��� 	��� (x̂, ŷ) ���� ���� ||f(x̂)− f(ŷ)|| = 0.585 ��� �������� ��9������� ������� ��� 	
���� ���

��� -EM �
� ����� 
� ��� 
���������� *� ��"��

(x̃, ỹ) ∈ arg min
x∈Pρ, y∈Pβ∗,ρ

τ∗

∣∣∣ ||f(x) − f(y)|| − d
���(Pρ,Pβ∗,ρ
τ∗ )

∣∣∣ �6:�

�
 �� ��� 	��� ��
�� �������� �� ��
���� �
 ��� 
��� ��������� !���� . ��������� ���� ���� ��
��� ���

�$�
�
 ��9������ 
�� �� ����� ��� ��9������� �
� � 	��� (x̃, ỹ) ��� �
���� +
� ��� 	��� (x̃, ỹ) ��

-E



i fi(x̂) fi(ŷ) �	��i ,�9(x̂, ŷ)i

1 ��FE. ��FFE E�CF E��-
2 -�-.� -�63E E�.3 E�--
3 ��-3E ��663 E�:F E�E:
4 -�:-� -�:36 ���. E�E.
5 ��>>: ��.>C ��-F E�E3
6 ��C6- ��CC- E�33 E�E6
7 ��...E ��...E �EEE E�EE
8 -:>CE -:>>E 6F>E E�E�
9 �3F�3 �F��6 >6�3 E�E>

10 :63�C 3--�F 6E6 E�-3
11 ��EC� ���EE E�6F E��E
12 -�>3C 6�-C: 6�>- E�-6

!���� >( ,�9������ ������� ��� 	��� (x̂, ŷ) ��"����
��� 
�$�
�
 %����
�9 �������� dH = 0.585�

i fi(x̃) fi(ỹ) �	��i ,�9(x̃, ỹ)i

1 ��3F6 ��3FC E�CF E�E�
2 -�-:. -�-.: E�.3 E�E6
3 ��663 ��6E- E�:F E�E>
4 -�:>� -�:.E ���. E�E�
5 ��>�C ��6F- ��-F E�E-
6 ��..C ��.6E E�33 E�E6
7 ��...E ��...E �EEE E�EE
8 -:C-E -:C>: 6F>E E�E�
9 �F��- �FE�F >6�3 E�E�

10 :6-�C :6F�C 6E6 E�E-
11 ��E.: ��EC3 E�6F E�E6
12 -�>-: -�.6F 6�>- E�E6

!���� .( ,�9������ ������� ��� 	��� (x̃, ỹ) ��
��
�������� �� ��
���� �
 ��� 
��� �������� d
��� =
0.093�

!���� . ��� �������� ��9������ �� 
��� � ��� 	������ �
� ���� 
� ��� 
��������� ��� ���� � 
�$�
�
 �����

� 4% ��� � 
��� ����� 
� 2%�

!���� C ��
�� �
� ��� ����� 
� ��� ���������� 	���
���� ρ �9���� ��� �������� 0� �$	����� ��� ���������

ρ dH d
��� d���H d���
��� τ∗

E E�.6 E�E>> E�CF E�E.� E�E�:
E�E. E�>F E�E.E E�3F E��6� E�E--
E��E E�>3 E�E>: E�3� E���: E�E-�
E��. E�>C E�E>� E�:. E��E6 E�E�C
E�-E E�6: E�E6> E�C. E�EF- E�E�.
E�-. E�6> E�E-3 E�:: E��>: E�E�>
E�6E E�-- E�E�3 E�:3 E��F. E�EE:

!���� C( H�
������ ������� ���� ������� ��� ���������� 	���
���� ρ �
� r = 6�

���� �
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	��
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 �� ������������ !���� C ���
 ��
�� ���� ��� ������ 
� ��� ��������

������� �
� ��� ��������� ��� X��� �
 �
� �������� �� ������ �� �
� ��� ��� X � 0 	�������� �$	������
�
�
� ���� �� ���� �
� ������ ������ 
� ρ |Pρ| �� �
����� ����� ��������� ��� ���) 
� 
����"����� ��� ������
�
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