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ª@«`´D­¶µ�¤�¬�ª ÑF±�©m°`¤�­¶®

c (x)utt = ∆u
¤�®

R3 × (0,∞) ,
Æ�ù¥Ë�Ü�Ç

u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = δ (x− x0) .
Æ|ù\Ëjù¯Ç

É0Ñ¶±D©m°�¤�­¯®OÆ�ù\Ë�ÜyÇ ¼ ­m³¶ª@«`®�¦$© » ¤�À\ª
«`©¯® ¼ ª�­¯²Z©c§¥§�µ�¤�¬@©c°�¤�­¯®�¦ ºÊ¤�®D¬-µ�±�À\¤�® ¼ ª¶Ë ¼ Ë�ºÊ§¥«`­¯§D© ¼ ©c°�¤�­¯®á­c²Z©¶¬-­¶±�¦p°`¤�¬!©c®�À
ª µ�ªy¬,°`«�­¶¿�© ¼ ®¥ª@°�¤�¬ » ©�³¶ª ¦ Ë�Ä^®�°�£¥ª	©¯¬-­¶±�¦u°�¤�¬@©cµI¬@©¯¦�ª

1/
√
c(x)

¤�¦2°`£¥ª+¦�­¯±¥®�À�¦�§Dª ª ÀCË�Ä^®�°`£¥ª	ù�Í^È�¬ ©¯¦�ª*­c²RÉ��
» ©�³¯ªy¦¢§¥«`­¯§�© ¼ ©m°`¤�­¶®á¤�®Ù©�®�­¯®\Í�¿�© ¼ ®�ª-°�¤�¬�¿�ª À\¤�±¥¿�ºR°�£�ª
À\¤�¿�ª@®�¦�¤�­¶®¥µ�ª ¦`¦$¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°

c(x) = εr(x),
» £¥ª@«`ª

εr(x)
¤�¦*°`£¥ª�«`ª@µ�©m°`¤�³¶ª�À\¤�ª µ�ªy¬,°`«�¤�¬6²H±¥®�¬-°�¤�­¯®Ù­¯²0°`£¥ª!¿�ª À¥¤�±¥¿�ºÊ¦�ª@ª�·�Üy¸y¹�º » £¥ª@«`ª�°�£¥¤�¦$ªyÑF±�©m°`¤�­¶® » ©¯¦+À\ª@«`¤�³¶ª À

²H«`­¯¿��Á©mÝ » ª@µ�µ � ¦¢ª ÑF±�©c°�¤�­¯®�¦¢¤�®â°�£¥ª!ùmÍ�Èû¬ ©¯¦�ª¯Ë �4ª@°
d1

©¯®�À
d2

´
ª�° » ­�§
­¶¦�¤Ì°`¤�³¶ª�¬-­¯®D¦p°d©c®F°`¦*©¯®�À
Ω ⊂ R3

´
ª+©�¬@­¯®9³¯ª@Ý!´D­¶±¥®�À\ªyÀ�À\­¯¿�©¯¤�® » ¤�°�£�°�£�ª$´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾
∂Ω ∈ C3.

æ ª+©¯¦`¦u±�¿6ª¢°`£�©m°Z°�£¥ª+¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°
c (x)

­c²
ªyÑF±�©m°`¤�­¶®âÆ|ù\Ë�ÜyÇ0¤�¦Z¦u±�¬d£
°�£D©m°

c (x) ∈ [d1, 2d2] , d1 < d2, c (x) = 2d1
²H­¶«

x ∈ R3�Ω,
Æ�ù¥Ë åFÇ

c (x) ∈ C2
(
R3
)
,

Æ|ù\Ë ×FÇ

æ ª$¬-­¶®�¦�¤�À\ª «�°�£¥ª¢²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼
�@�����F��
��á)¢�m��������� � �9±¥§¥§
­¶¦�ª*°�£D©m°Z°`£¥ª+¬@­Fª@Ã�¬-¤�ª@®F°

c (x)
¦`©m°`¤�¦uÎ�ª ¦+Æ�ù\Ë å¶Ç¨©c®�ÀúÆ|ù\Ë ×FÇ,º » £¥ª@«`ª*°`£¥ª+§
­¶¦uÍ

¤�°�¤�³¯ª�®9±¥¿	´Dª «`¦
d1

©c®�À
d2

©¯«�ª ¼ ¤�³¯ª ®4Ë	Þ�¦�¦�±¥¿�ª6°�£�©c°*°�£¥ª6²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
c (x)

¤�¦¢±¥®¥ã9®¥­ » ®â¤�®%°`£¥ª�À\­¯¿�©c¤�®
Ω
Ë

È�ª-°`ª@«`¿�¤�®¥ª�°`£¥ª�²H±¥®�¬,°`¤�­¶®
c (x)

²H­¯«
x ∈ Ω,

©¯¦`¦u±�¿6¤�® ¼ °�£�©c°�°`£¥ª�²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ²H±�®�¬,°`¤�­¶®
g (x, t)

¤�¦�ã9®¥­ » ®�²H­¶«�©
¦�¤�® ¼ µ�ª*¦u­¶±¥«`¬@ª�§
­¶¦�¤�°�¤�­¯®

x0 /∈ Ω

u (x, t) = g (x, t) , ∀ (x, t) ∈ ∂Ω × (0,∞) .
Æ�ù¥Ë ¸¶Ç

Þö§¥«�¤�­¯«`¤¥ã9®¥­ » µ�ª À ¼ ª2­c²4¬-­¶®�¦u°`©c®F°d¦
d1, d2

¬@­¯«`«�ªy¦u§
­¯®�À�¦ » ª µ�µ » ¤Ì°`£�°�£¥ª�¡�¤�ã9£¥­¶®¥­m³+¬-­¶®�¬-ª §\°�²H­¶«�¤�µ�µ�Í|§
­¶¦�ª À
§�«�­¶´¥µ�ª ¿�¦�· å ��¹�Ë
Ä^®Ù©¯§¥§¥µ�¤�¬ ©m°�¤�­¯®D¦¢°�£¥ª
©¯¦`¦u±¥¿�§\°`¤�­¶®

c (x) = 2d1
²H­¶«

x ∈ R3�Ω
¿�ª ©c®D¦¢°�£�©c°$°�£�ª�°`©¯« ¼ ª-°

¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°
c (x)

£�©¶¦�©*ã9®¥­ » ®�¬@­¯®�¦u°`©¯®¶°�³m©¯µ�±¥ªZ­¯±\°d¦u¤�À\ª¨­¯²C°�£¥ª¨¿�ªyÀ\¤�±�¿Û­¯²C¤�®F°�ª «�ªy¦p°
Ω.

Þ¨®�­c°�£�ª@«0©¯« ¼ ±¥¿�ª@®F°
£�ª@«`ª$¤�¦Z°�£D©m°Z­¶®¥ª	¦�£¥­¯±�µ�À�´
­¯±¥®DÀ�°�£¥ª6¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°

c (x)
²H«�­¶¿�°`£¥ª+´
ª@µ�­ » ´9¾�©�§D­F¦u¤�°�¤�³¯ª$®9±¥¿	´Dª «¨°`­!ª@®D¦u±¥«`ª

�



°�£�©c°I°`£¥ª0­¶§Dª «`©c°�­¶«=¤�®
Æ�ù¥Ë�Ü�Ç4¤�¦R©¨£9¾9§Dª «�´
­¯µ�¤�¬�­¯®�ª0­¶®+©cµ�µ9¤Ì°`ª@«d©m°�¤�­¯®D¦=­¯²¥­¯±¥«;¿�ª-°�£�­9À4Ë �9¤�®�¬@ª » ª�À¥­Z®¥­¯°;¤�¿�§D­F¦uª
©c®9¾ Ï ¦�¿�©¯µ�µ�®¥ªy¦�¦pÐ2¬@­¯®�À¥¤Ì°`¤�­¶®�¦�­¶®�®F±�¿+´
ª@«d¦

d1
©c®DÀ

d2
º9­¯±¥«�®9±¥¿�ª «�¤�¬@©¯µ�¿�ª-°`£¥­\À�¤�¦0®¥­¯°0©$µ�­\¬@©cµ�µ�¾	¬-­¶®9³¯ª@« ¼ ª ®F°

­¯®¥ª¶ËI¡�£¥ª�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
g (x, t)

¿�­\À\ª@µ�¦I°�¤�¿6ª¨À¥ª@§
ª@®�À\ª ®F°R¿�ªy©¯¦�±¥«�ª ¿�ª@®F°`¦I­c²¥°`£¥ª » ©�³¶ª�Î�ª µ�À6©m°;°�£�ª�´
­¯±�®�À¥©c«`¾*­c²
°�£¥ª¨À\­¶¿�©c¤�®+­c²L¤�®¶°`ª@«`ª ¦u° ËIÄ^®6§�«`©¶¬,°�¤�¬-ª�¿�ª ©¶¦u±¥«`ª@¿�ª ®¶°d¦R©c«`ª�§
ª@«�²H­¯«`¿�ª À	©m°�©�®F±�¿+´
ª@«Ê­c²CÀ\ª@°�ª ¬-°�­¶«`¦ ºm­c²L¬-­¯±�«`¦�ª¯Ë
Ä^®T°`£¥¤�¦+¬@©¶¦uª6°`£¥ª�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

g (x, t)
¬@©c®á´
ª�­¯´\°d©c¤�®¥ª Àâ³9¤�©�­¯®¥ª�­¯²�¦u°`©¯®�À¥©c«dÀT¤�®F°�ª «�§
­¯µ�©m°`¤�­¶®T§�«�­\¬-ªyÀ\±¥«`ª ¦ º=©

À\¤�¦`¬-±D¦�¦�¤�­¶®T­¯² » £¥¤�¬d£á¤�¦*­¯±¥°`¦�¤�À\ª�°`£¥ª!¦`¬-­¶§Dª�­c²�°�£�¤�¦+§¥±¥´¥µ�¤�¬ ©m°`¤�­¶®4Ë!Ä^®â°�£�ª!¬@©¶¦uª�­c²2©�Î�®¥¤�°�ª�°�¤�¿6ª!¤�®F°�ª «�³m©¯µ�º
­¯® » £¥¤�¬d£á¿�ª ©¶¦u±�«�ª ¿6ª ®F°`¦¢©c«`ª	§
ª@«�²H­¯«`¿�ª ÀCºI­¯®¥ª�¦�£¥­¯±�µ�Àâ©¯¦`¦u±�¿6ª6°`£�©m°¢°�£�¤�¦*¤�®F°�ª «�³m©cµÊ¤�¦¢µ�©c« ¼ ª6ª@®¥­¶± ¼ £á©c®�À
°�£9±�¦ º=°`£¥ª

t
Í�¤�®F°�ª ¼ «d©cµÊ­¯²0°`£¥ª �=©¯§¥µ�©¯¬-ª6°`«`©¯®�¦p²H­¶«�¿ ­m³¯ª «�°`£¥¤�¦$¤�®¶°`ª@«`³m©cµ�¤�¦$©c§�§¥«�­�Ý\¤�¿�©m°�ª µ�¾Á°�£¥ª!¦`©c¿�ª�©¶¦¢­¯®¥ª

­m³¯ª@«
(0,∞) .Â0­¯®�¦�¤�À¥ª@«�°�£�ª �I©c§¥µ�©¯¬@ª�°�«d©c®�¦u²H­¯«`¿û­c²;°�£¥ª¢²H±�®�¬,°`¤�­¶®�¦

u
º

w(x, s) =

∞∫

0

u(x, t)e−stdt,
²H­¯«

s > s = const. > 0,
Æ|ù\Ë Ó¶Ç

» £¥ª@«`ª
s
¤�¦0©$¬@ª@«�°`©¯¤�®�®9±¥¿	´Dª « Ë;Ä�°�¤�¦�¦u±¥Ã�¬@¤�ª ®F°�°�­6¬d£¥­9­¶¦�ª

s
¦u±�¬d£�°�£�©c°�°�£�ªZ¤�®¶°`ª ¼ «`©¯µIÆ�ù¥Ë ÓFÇ » ­¯±¥µ�À�¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª

°�­ ¼ ª-°`£¥ª@« » ¤�°�£ ¬-­¶«�«`ª ¦�§
­¯®�À\¤�® ¼ (x, t)
Í^À\ª «�¤�³m©m°�¤�³¯ªy¦@Ë æ ªÁ¬@©¯µ�µ2°`£¥ª�§�©¯«`©¯¿6ª@°�ª «

s ��� ñ����¯é��dò`ñ
	���ñ@ï
î@ìmËø¡�£¥ª
ª ÑF±�©m°`¤�­¶®!²H­¶«�°�£¥ª¢²H±�®�¬,°`¤�­¶®

w
¤�¦

∆w − s2c (x)w = −δ (x− x0) c(x0), ∀s ≥ s = const. > 0
Æ�ù\ËíÔcÇ

» ¤Ì°`£
°`£¥ª¢²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ¬-­¶®�À\¤�°�¤�­¯®�©m°�°`£¥ª*¤�®¥Î�®¥¤�°p¾

lim
|x|→∞

w(x, s) = 0, ∀s ≥ s = const. > 0.
Æ|ù\Ë Õ¶Ç

� ®�À\ª «�¦�­¯¿�ª�®�©m°`±¥«`©¯µD¬@­¯®�À\¤�°�¤�­¯®D¦�µ�¤�®�ã¯ª À » ¤Ì°`£�°�£�ª�«`ª ¼ ±¥µ�©¯«�¤�°p¾+­¯² ¼ ª ­9À¥ª ¦�¤�¬2µ�¤�®¥ª ¦ ¼ ª ®¥ª@«d©m°`ª À�´9¾6°�£¥ª�ª@¤�ã¯­¶®�©cµ
ª ÑF±�©m°`¤�­¶® ¬-­¯«`«`ª ¦�§D­¶®�À\¤�® ¼ °`­á°�£¥ªÁ²H±¥®�¬,°`¤�­¶®

c(x)
°�£¥ªÁ²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ©¯¦�¾9¿6§¥°�­c°`¤�¬�´
ª@£D©�³F¤�­¯«�°d©cã¶ª ¦�§¥µ�©¯¬@ªÙÆ?¦�ª@ª

�4ª@¿�¿�©�ù\Ë�Ü¢¤�®á·j¸y¹EÇ

Dβ
xD

γ
sw(x, s) = Dβ

xD
γ
s

{
exp [−sl (x, x0)]

f (x, x0)

[
1 +O

(
1

s

)]}
, s→ ∞,

Æ|ù\Ë Ö¶Ç

» £¥ª@«`ª |β| ≤ 2, γ = 0, 1, x 6= x0, f (x, x0)
¤�¦Z©�¬@ª@«�°`©c¤�®�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®4º

f (x, x0) 6= 0
²H­¶«

x 6= x0
©¯®�À

l (x, x0)¤�¦�°`£¥ª*µ�ª ® ¼ °`£�­c²;°�£¥ª ¼ ª@­\À\ª ¦�¤�¬Zµ�¤�®�ª$¬-­¯®�®¥ª ¬-°�¤�® ¼ §D­¶¤�®F°`¦
x

©¯®�À
x0.æ ª0´¥«�¤�ª��D¾Z¿�ª@®F°�¤�­¯®+®¥­ » °`£�©m°I°�£¥ª�¤�À\ªy©2­c²C·j¸�¹9¬@©c®$©¯µ�¦�­2´
ª�ª-Ý9°`ª@®�À\ªyÀ�°�­Z¦�¤�¿6¤�µ�©c«RÂ0Ä^Å0¦C²H­¯«=°�£¥ª�§�©c«d©c´
­¯µ�¤�¬

Å�ÈZÉ

c(x)Ut = ∆U − a (x)U,
Æ�ù\Ë�Ü �FÇ

U (x, 0) = δ (x− x0) .

¡=­�À\­6°�£�¤�¦ º¥­¯®�ª*®¥ª@ªyÀ¥¦�°�­�©c§�§¥µ�¾!°�£¥ª¢²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼ ©¯®�©cµ�­ ¼ ±¥ª�­c²=°`£¥ª$©c´
­m³¯ª �I©c§¥µ�©¯¬@ªZ°`«`©¯®�¦p²H­¶«�¿

W (x, s) =

∞∫

0

U (x, t) exp
(
−s2t

)
dt.

�¨ª@®D¬-ª¯º
∆W −

(
s2c (x) + a(x)

)
W = −δ (x− x0)

©c®�À�©¯µ�¦�­
W

¦`©m°`¤�¦uÎ�ªy¦$Æ�ù¥Ë ÕFÇ,Ë�Ä^®�°`£¥ª$ª µ�ªy¬,°�«`­¯¿�© ¼ ®¥ª-°`¤�¬
¬@©¯¦�ª�ªyÑF±�©m°`¤�­¶®�Æ�ù\Ë�Ü �FÇ ¼ ­m³¯ª@«`®�¦C§�«�­¶§�© ¼ ©m°�¤�­¯®¢­¯²D©Z¬@­¯¿�§D­¶®¥ª@®F°;­c²\°�£�ª0ª µ�ªy¬,°�«`¤�¬ÊÎ�ª µ�À+¤�®6©Z¬-­¶®�À\±�¬-°�¤�³¯ª�¿�ªyÀ\¤�±�¿

�



» ¤�°�£÷°�£�ª�¬@­¯®�À\±D¬,°�¤�³9¤Ì°p¾á²H±�®�¬,°`¤�­¶®
σ (x) := c(x).

Ä^®Ù°`£¥ª�¬@©¯¦�ª!­¯²�À\¤�Ú
±D¦uª�­¯§\°`¤�¬ ©cµ�°�­¶¿�­ ¼ «d©c§�£F¾â­¯®�ª
¬@©¯®
±D¦u±�©¯µ�µ�¾�©¯¦`¦u±¥¿�ªZ°�£�©c°�°�£�ª�À\¤�Ú
±D¦u¤�­¯®!¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

D := 1/c ≡ const. > 0
©¯®�À�°�£�ª¨°`©¯« ¼ ª-°�­¯²C°�£¥ª$Â0Ä^ÅÙ¤�¦�°`£¥ª

¦�§�©c°�¤�©cµ�µ�¾!¬d£D©c® ¼ ¤�® ¼ ©c´D¦u­¶«�§\°`¤�­¶®
¬@­Fª@Ã�¬-¤�ª@®F°
µa (x) := a (x)

º¥¦�ª@ª¶º\ª¯Ë ¼ Ë�º4· ù�¹|Ë
ÞZµÌ°`£¥­¯± ¼ £ » ª$£�©�³¶ª$­¯®¥µ�¾�­¯®¥ª6¬-­¯®DÀ\¤Ì°`¤�­¶®ÙÆ�ù¥Ë ¸¶Ç2«d©m°�£�ª@«¨°`£�©c® Ï °�«d©¯À¥¤Ì°`¤�­¶®�©cµÌÐ*° » ­�´
­¯±�®�À¥©c«`¾�¬-­¯®DÀ\¤Ì°`¤�­¶®�¦

²H­¶«$­¯±�«*¤�®9³¯ª «`¦�ª�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�º4°`£¥ª�¤�®\²H­¯«`¿�©m°`¤�­¶®á©¯´D­¶±\°*°�£�ª�®¥­¯«`¿�©cµ�À\ª «�¤�³m©m°`¤�³¶ª6­¯²0°`£¥ª�²H±¥®D¬,°�¤�­¯®
w

©c°
∂Ω

¤�¦
©¶¬,°`±�©cµ�µ�¾â¤�®�¦�¬@«�¤�´
ª Àú¤�®OÆ|ù\Ëj¸¯Ç,ºR´
ª ¬ ©c±�¦�ª�°`£¥ª!­¶«�¤ ¼ ¤�®�©cµ0ª ÑF±�©c°�¤�­¯®öÆ�ù¥Ë ÓFÇ*£¥­¶µ�À�¦+¤�®g© » ¤�À\ª «	À\­¶¿�©¯¤�®÷©c®�Àá°`£¥ª
¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

c (x)
¤�¦�ã9®¥­ » ®T­¯±\°d¦u¤�À\ª6­c²

Ω.
¡I­!²H­¶«�¿�©¯µ�¤�ß@ª+°�£¥ª�µ�©m°u°`ª@«yºC­¯®¥ª6¦u£�­¯±¥µ�À%¬@­¯®�¦�¤�À¥ª@«�°�£¥ª�´
­¯±¥®�À�©c«`¾

³m©¯µ�±¥ª�§¥«`­¯´�µ�ª ¿ ²H­¯«¢ª ÑF±�©c°�¤�­¯®÷Æ|ù\ËíÔcÇ¨²H­¯«
x ∈ R3�Ω » ¤�°�£T°�£¥ª�´
­¯±¥®�À�©c«`¾Á¬-­¯®DÀ\¤Ì°`¤�­¶®÷Æ|ù\Ëj¸¯Ç�©c®�ÀT¬-­¶®�À\¤�°�¤�­¯®

Æ|ù\Ë Õ¶Ç-Ë �9­¶µ�±¥°�¤�­¯®+­¯²�°`£¥¤�¦�§¥«�­¶´¥µ�ª@¿ §¥«`­m³9¤�À\ªy¦4°`£¥ª2®¥­¶«�¿�©cµ\À\ª «�¤�³m©m°`¤�³¶ª0­¯²¥°�£¥ª�²H±�®�¬,°`¤�­¶®
w

©m°
∂Ω.

¡�£¥ª�Ñ¶±�ª ¦u°�¤�­¯®
­¯²;±�®¥¤�ÑF±¥ª ®¥ª ¦`¦�­c²;°�£�¤�¦2Ä^®9³¶ª@«d¦uª�Å�«`­¯´¥µ�ª@¿ ¤�¦¨© » ª@µ�µCã9®¥­ » ®
µ�­¯® ¼ ¦p°d©c®�À\¤�® ¼ ­¯§
ª@®�§¥«`­¯´�µ�ª ¿�ËÊÄ�°¨¤�¦2©¯À�À\«�ªy¦�¦�ª À
§
­¶¦�¤�°�¤�³¯ª@µ�¾!­¶®¥µ�¾!¤�²;°`£¥ª*²H±¥®D¬,°�¤�­¯®

δ (x− x0)
©c´
­m³¯ª*¤�¦2«�ª §¥µ�©¯¬-ªyÀ » ¤Ì°`£Á©�¦u±�¬d£�©�²H±�®�¬,°`¤�­¶®

f(x) ∈ C∞
(
R3
)

°`£�©m°
f(x) 6= 0, ∀x ∈ Ω.

Þ¨®�ª@Ý\©¯¿�§¥µ�ª¢­¯²I°`£¥¤�¦2²H±¥®�¬,°`¤�­¶®�¤�¦�²H±¥®D¬,°�¤�­¯®�¤�¦

f(x) = Cε exp

(
−|x− x0|2

ε2

)
,

∫

R3

f (x) dx = 1,

» £�ª@«`ª
ε > 0

¤�¦
©Ù¦�¿�©¯µ�µ�§D­F¦u¤�°�¤�³¯ªT®9±¥¿+´
ª@«�©c®�À °`£¥ª%§
­¶¦�¤Ì°`¤�³¶ª%¬-­¶®�¦u°`©c®F°
Cε

¤�¦
¬d£¥­¶¦�ª@®ö¦�±�¬d£Ø°�£D©m°!°`£¥ª
©¯´D­m³¶ª¨¤�®¶°`ª ¼ «`©¯µ¥ª ÑF±�©¯µ�¦ 1

Ë�Â0­¯«`«�ªy¦u§
­¯®DÀ\¤�® ¼ °�£¥ª ­¯«`ª@¿�¦�©¯«�ª¨§�«�­m³¶ª À6³9¤�©¢°`£¥ª�¿6ª@°�£¥­\À�­¯²;Â�©c«`µ�ª ¿�©c®�ª ¦u°�¤�¿�©m°�ªy¦
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δ (x− x0)−
²H±¥®D¬,°�¤�­¯® » ¤Ì°`£÷©

δ (x− x0)−
µ�¤�ã¶ª
¦�¿6­9­¯°�£

²H±�®�¬,°`¤�­¶®4º » £¥¤�¬d£Ù¤�¦	®�­c°	ß ª@«`­%¤�®
Ω
Ëú¡�£¥ª�«�ªy¦u±¥µ�°�¤�® ¼ ²H±¥®�¬,°`¤�­¶®

w̃ » ¤�µ�µ�´
ª�¬-µ�­¶¦�ª�°�­T°�£¥ª!²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
w
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ª�©c§�§¥µ�¤�¬@©¯´¥µ�ª	°`£¥ª@®=Ë�Ä^®á§¥«�¤�®�¬@¤�§¥µ�ª
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ª�ª@Ý9°�ª@®DÀ\ª À�°`­¨°�£�¤�¦I¬@©¯¦�ª¯º�©cµ�°�£�­¯± ¼ £$©¨¬-­¶«�«`ª ¦�§D­¶®�À\¤�® ¼ À\ª@³¶ª@µ�­¯§¥¿�ª ®¶°I¤�¦=­¯±\°d¦u¤�À\ª
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¦�ª@®D¦uªZ°�­	À¥ª@³¯ª µ�­¶§�®9±¥¿�ª@«`¤�¬ ©cµD¿6ª@°�£¥­\À¥¦ º¥©¯¦`¦�±¥¿�¤�® ¼ °�£�©c°0°`£¥ª�ÑF±¥ªy¦p°`¤�­¶®�­c²4±�®¥¤�ÑF±¥ª ®¥ª ¦`¦0­c²4°`£¥ª�©¯´D­m³¶ª¨¤�®F³¶ª@«d¦uª
§�«�­¶´¥µ�ª ¿ü¤�¦2©¯À¥À\«`ª ¦`¦�ª À
§D­F¦u¤�°�¤�³¯ª µ�¾¶Ë
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²H­¶µ�µ�­ » ¦R²H«`­¯¿ Æ�ù¥Ë ÓFÇ,ºDÆ|ù\ËíÔcÇÊ©¯®�À6°�£�ª¨¿�©mÝ\¤�¿	±¥¿Û§¥«�¤�®�¬@¤�§¥µ�ª2°`£�©m°

w(x, s) > 0, ∀s ≥ s.
Â0­¯®�¦�¤�À\ª@«Ê°`£¥ª¨²H±�®�¬,°`¤�­¶®

v = lnw.
�9¤�®�¬-ª

x0 /∈ Ω,
°�£¥ª ®úÆ�ù\Ë Ó¶Ç�©¯®�ÀáÆ�ù\Ë Õ¶Ç0µ�ª ©¶À�°`­

∆v + |∇v|2 = s2c (x)
¤�®

Ω,
Æ?å�Ë�Ü�Ç

v (x, s) = lnϕ (x, s) , ∀ (x, s) ∈ ∂Ω × [s, s] ,
Æ?å�Ë ù¶Ç

» £�ª@«`ª
ϕ (x, s)

¤�¦�°`£¥ª �=©¯§¥µ�©¶¬-ª	°�«d©c®�¦u²H­¯«`¿�Æ�ù¥Ë ÓFÇ�­c²�°`£¥ª6²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
g (x, t)

Ë æ ª�ª@µ�¤�¿�¤�®�©m°`ª6°�£¥ª�¬-­9ª@Ã�¬@¤�ª ®F°
c (x)

²H«�­¶¿ÛªyÑF±�©m°`¤�­¶®ÁÆ?å¥Ë�ÜyÇ�³9¤�©¢°`£¥ª¢À\¤ÌÚLª@«`ª@®F°`¤�©c°�¤�­¯® » ¤�°�£!«`ª ¦�§
ª ¬,°0°�­
s
º\¦�¤�®�¬@ª

∂sc (x) = 0.
¡I­ Ï ¤�¦�­¯µ�©m°`ª,Ð2°�£�ª

±�®¥ã9®¥­ » ®�¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°2¤�®úÆ�å¥Ë�ÜyÇ,º�¤�®F°�«`­\À\±�¬@ª¢©6®¥ª » ²H±¥®D¬,°�¤�­¯®

H (x, s) =
v

s2
.

Æ�å¥Ë å¶Ç

Ä�°2²H­¶µ�µ�­ » ¦0²H«�­¶¿ Æ�å¥Ë å¶Ç�©c®�ÀâÆ�ù¥Ë ÖFÇ0°�£�©c°

Dα
x (H) = O

(
1

s

)
, Dα

xDs(H) = O

(
1

s2

)
, s→ ∞.

Æ?å�Ë ×9Ç

��¾%Æ�å¥Ë�ÜyÇ

∆H + s2 (∇H)
2

= c (x) .
Æ?å�Ë ¸¶Ç

	



ÈZª ®¥­c°`ª

q (x, s) = ∂sH (x, s) .
Æ�å¥Ë Ó¶Ç

�0¾TÆ?å¥Ë ×FÇ�©¯®�ÀâÆ?å¥Ë Ó¶Ç

H (x, s) = −
∞∫

s

q (x, τ) dτ.

æ ª¢°`«�±¥®D¬@©m°`ª�°�£¥¤�¦2¤�®¶°`ª ¼ «`©¯µL©¶¦

H (x, s) ≈ −
s∫

s

q (x, τ) dτ + V (x, s) ,
Æ?å�ËjÔ¯Ç

» £¥ª@«`ª
s > s0

¤�¦¨©6µ�©¯« ¼ ª�®9±¥¿	´Dª «¨©c®�À

V (x, s) ≈ H (x, s) =
lnw (x, s)

s2
.

Æ�å¥Ë Õ¶Ç

¡�£¥ª¢®F±�¿+´
ª@«
s
¦�£¥­¯±�µ�À
´Dª$¬d£�­¶¦�ª@®!¤�®�®9±¥¿�ª@«`¤�¬ ©cµLª-Ý\§
ª@«`¤�¿�ª@®F°d¦@Ë æ ª$¬@©cµ�µ

V (x, s)
°�£�ª Ï °`©¯¤�µÌÐ,º9°�£¥¤�¦�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

¤�¦+±¥®¥ã9®¥­ » ®4ºÊ©c®DÀâ°�£¥¤�¦+¤�¦ » £9¾ » ª!±�¦uª
” ≈ ”

£¥ª@«`ª¯Ë ��¾ØÆ?å¥Ë ×FÇ¢°�£¥ª�°d©c¤�µ0¤�¦+¦�¿�©cµ�µ�²H­¶«+µ�©c« ¼ ª�³m©cµ�±¥ª ¦+­c²
s.Ä^®Ù§¥«`¤�®�¬@¤�§�µ�ª¶ºR°�£¥ª «�ª@²H­¯«`ª¯ºR­¯®¥ª
¬@©c®÷¦uª@°

V (x, s) := 0.
�¨­ » ª@³¶ª@«yº=­¶±¥«	®9±¥¿�ª «�¤�¬@©¯µ�ª-Ý\§
ª@«`¤�ª ®�¬-ª
¦u£¥­ » ¦$°�£�©c°

¤Ì° » ­¯±¥µ�Àg´
ª�´Dª@°u°`ª@«�°�­á±¥§LÀ¥©c°�ª�¦u­¶¿�ª@£¥­ » °`£¥ª�°`©¯¤�µ�²H±¥®D¬,°�¤�­¯® ¤�®Ø©¯®g¤�°�ª «`©c°�¤�³¯ª�§¥«�­\¬@ª À\±¥«`ª¯Ë æ ª�¬ ©cµ�µ�°�£¥ª
±¥§
À�©m°�¤�® ¼ §¥«`­\¬-ªyÀ\±¥«`ª Ï ¤Ì°`ª@«d©m°`¤�­¶®�¦ » ¤Ì°`£�«�ªy¦u§
ª ¬-°�°`­6°`©c¤�µ�¦^Ð,Ë

¡�£F±D¦@º » ª!­¶´\°`©¯¤�®g²H«�­¶¿ Æ?å¥Ëj¸¯Ç^Í�Æ?å¥ËíÔcÇ*°�£¥ª�²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼ Æ?©¯§¥§¥«`­�Ý9¤�¿�©m°`ªyÇ*¤�®F°�ª ¼ «d©cµ�®¥­¯®¥µ�¤�®¥ª ©¯«	À\¤�Ú
ª «�ª ®F°�¤�©cµ
ª ÑF±�©m°`¤�­¶®

∆q − 2s2∇q ·
s∫

s

∇q (x, τ) dτ + 2s




s∫

s

∇q (x, τ) dτ




2

Æ�å¥Ë Ö¶Ç

+2s2∇q∇V − 2s∇V ·
s∫

s

∇q (x, τ) dτ + 2s (∇V )
2

= 0

Ä^®�©¯À¥À\¤�°�¤�­¯®=º
Æ�å¥Ëjù¯Ç,ºLÆ?å�Ë åFÇÊ©c®DÀ�Æ?å¥Ë Ó¶Ç;¤�¿�§¥µ�¾	°`£�©m°�°�£¥ªZ²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ È�¤�«`¤�¬d£�µ�ª@°�´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾6¬-­¶®�À\¤�°�¤�­¯®�¤�¦ ¼ ¤�³¯ª ®�²H­¯«
°�£¥ª¢²H±¥®D¬,°�¤�­¯®

q

q (x, s) = ψ (x, s) , ∀ (x, s) ∈ ∂Ω × [s, s] ,
Æ?å�Ë�Ü��¶Ç

» £¥ª@«`ª

ψ (x, s) =
ϕs
ϕs2

− 2 lnϕ

s3
.

�9±¥§¥§
­¶¦�ªR²H­¯«=©�¿�­¶¿6ª ®F°C°�£�©c°4°�£¥ª�²H±¥®�¬,°`¤�­¶®
q
¤�¦4©¯§¥§¥«`­�Ý9¤�¿�©m°`ª ÀZ°�­ ¼ ª-°`£¥ª@« » ¤�°�£*¤�°`¦IÀ\ª@«`¤�³m©c°�¤�³¯ª ¦

Dα
xq, |α| ≤

2.
¡�£¥ª ®
°`£¥ª$¬-­¶«�«`ª ¦�§
­¯®�À\¤�® ¼ ©c§¥§¥«`­�Ý\¤�¿�©c°�¤�­¯®�²H­¶«�°�£¥ª¢°d©c« ¼ ª@°2¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°¨¬@©¯®
´
ª¢²H­¯±¥®�À�³9¤�©�Æ�å¥Ëj¸¯Ç�©¯¦

c (x) = ∆H + s2 (∇H)
2
,

Æ�å¥Ë�Ü¯ÜyÇ
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» £�ª@«`ª�°�£¥ª%²H±¥®�¬,°`¤�­¶®
H

¤�¦
©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�ªyÀg³9¤�© Æ?å¥ËíÔcÇ-Ë Þ¨µ�°�£¥­¶± ¼ £ö©¯®F¾÷³m©cµ�±¥ªÁ­c²¢°`£¥ªÁ§�¦�ª@±�À¥­ú²H«�ªyÑF±¥ª@®�¬@¾
s ∈ [s, s]

¬ ©c®Ù´
ª!±�¦�ª ÀÙ¤�®øÆ�å¥Ë�Ü¯Ü�Ç,ºR´¥±\° » ª!²H­¯±¥®�ÀÙ¤�®Ù­¶±¥«+®9±¥¿�ª «�¤�¬@©¯µ�ª-Ý\§
ª@«`¤�¿�ª ®¶°d¦$°`£�©m°	°�£¥ª
´Dªy¦p°6³m©cµ�±¥ª
¤�¦
s := s.

Ä�²�¤�®F°`ª ¼ «d©cµ�¦ » ­¶±¥µ�ÀT´
ª�©¯´�¦�ª@®F°$©c®�À%°�£¥ª6°d©c¤�µÊ²H±¥®�¬-°�¤�­¯® » ­¶±¥µ�ÀT´
ª6ã9®¥­ » ®=ºC°�£¥ª ®â°�£¥¤�¦ » ­¶±¥µ�À%´
ª
°`£¥ª�¬-µ�©¯¦`¦�¤�¬6ÈZ¤�«`¤�¬d£¥µ�ª-°*´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾Á³m©cµ�±¥ª�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿õ²H­¶«�°�£¥ª �I©c§¥µ�©¯¬@ª	ªyÑ¶±D©m°�¤�­¯®=Ë �Z­ » ª ³¯ª « º
°�£�ª�§¥«�ªy¦uª ®�¬-ª6­c²
¤�®F°�ª ¼ «d©cµ�¦I¤�¿�§¥µ�¤�ªy¦R°�£¥ª2®�­¯®¥µ�¤�®�ª ©c«`¤�°p¾$©c®�À6«`ª@§¥«`ª ¦�ª@®F°`¦I°`£¥ª2¿�©c¤�®�À¥¤ÌÃ�¬-±�µÌ°p¾$£�ª@«`ª¯ËRÞ¨®¥­¯°�£¥ª «�­¯´9³9¤�­¶±�¦RÀ\¤�Ã�¬@±¥µ�°p¾
¤�¦*°`£�©m°$ªyÑF±�©m°`¤�­¶®ØÆ�å¥Ë Ö¶Ç¢£D©¯¦¢° » ­�±¥®¥ã9®¥­ » ®â²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦

q
©¯®�À

V
Ë�¡�£¥ª�«`ª ©¶¦u­¶® » £9¾ » ª�¬ ©c®á£�©c®DÀ\µ�ª�°�£¥¤�¦

À¥¤ÌÃ�¬-±�µÌ°p¾Á¤�¦¢°`£�©m° » ª	°`«�ªy©m°¢²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦
q
©c®�À

V
À\¤�Ú
ª «�ª ®¶°`µ�¾Lô » £¥¤�µ�ª » ª�¤Ì°`ª@«d©m°`¤�³¶ª@µ�¾�Î�®�Àâ©c§¥§¥«`­�Ý\¤�¿�©c°�¤�­¯®�¦

²H­¶«
q

´
ª@¤�® ¼ ¦u­¶«u°�­c² Ï «`ª ¦u°�«`¤�¬,°�ªyÀFÐ!­¯®�µ�¾ú°`­TªyÑF±�©m°`¤�­¶®ÒÆ�å¥Ë Ö¶Ç,º » ª
Î�®�À ±¥§LÀ¥©c°�ª ¦6²H­¶«
V

±D¦u¤�® ¼ ¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®�¦6­c²
²H­¶« » ©c«dÀ÷§¥«�­¶´¥µ�ª@¿�¦ÁÆ�ù¥Ë�Ü�Ç,º$Æ|ù\Ëjù¯Ç�©¯®�À °�£¥ªÁ²H­¯«`¿+±¥µ�© Æ?å�Ë ÕFÇ,Ë"Ä^®Ø°�£¥­F¦uªÁ²H­¯« » ©¯«`À÷§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�¦�¬@­¯«`«�ªy¦u§
­¯®�À¥¤�® ¼
©¯§¥§¥«`­�Ý\¤�¿�©m°`¤�­¶®�¦�²H­¯«�°�£�ª*±¥®¥ã9®¥­ » ®�¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

c,
­¶´\°`©¯¤�®�ª À
²H«�­¶¿ Æ?å�Ë�Ü¶ÜyÇ-º¥©c«`ª�±�¦�ª À4Ë

�I� � 3 ���C� �9�;� �ú����� ���� ��;�  ��Á&
 ?�m ?� 	 � �F�
�6�D�;�I� �\���ö� � ��� �á)¢�m���������	
 � æ ª�©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�ª*°`£¥ª
²H±�®�¬,°`¤�­¶®

q (x, s)
©¯¦�©�§�¤�ªy¬-ª » ¤�¦�ª+¬-­¶®�¦p°d©c®F°¨²H±¥®D¬,°�¤�­¯® » ¤Ì°`£%«`ª ¦�§Dªy¬,°¨°`­�°`£¥ª	§D¦uª ±�À\­�²H«`ª ÑF±¥ª ®�¬-¾

s.
¡�£�©c°�¤�¦@º

» ª�©¯¦`¦u±¥¿�ª+°�£�©c°�°`£¥ª@«`ª+ª@Ý\¤�¦u°`¦¢©
§�©c«�°�¤�°�¤�­¯®
s = sN < sN−1 < ... < s1 < s0 = s, si−1 − si = h

­c²�°`£¥ª
¤�®F°�ª «�³m©cµ

[s, s] » ¤�°�£�©�¦�±\Ã�¬-¤�ª@®F°�µ�¾
¦�¿�©cµ�µ ¼ «`¤�À�¦u°�ª@§�¦�¤�ß ª
h

¦�±�¬d£�°�£�©c°
q (x, s) = qn (x)

²H­¯«
s ∈ (sn, sn−1).�Zª@®�¬@ª¯º

∫ s

s

∇q(x, τ)dτ = (sn−1 − s)∇qn(x) + h

n−1∑

j=1

∇qj(x), s ∈ (sn, sn−1).
Æ?×�Ë�ÜyÇ

æ ª$©c§�§¥«�­�Ý\¤�¿�©m°�ª�°�£�ª*´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾�¬@­¯®�À\¤�°�¤�­¯®úÆ�å¥Ë�Ü �¶Ç�©¶¦�©�§�¤�ªy¬-ª » ¤�¦�ª¢¬@­¯®�¦u°`©¯®F°0²H±¥®D¬,°�¤�­¯®=º

qn (x) = ψn (x) , x ∈ ∂Ω,
ÆH×DË ù¶Ç

» £�ª@«`ª

ψn (x) =
1

h

sn−1∫

sn

ψ (x, s) ds.
ÆH×DË åFÇ

à�®�ªy©¯¬d£Á¦�±¥´¥¤�®F°�ª@«`³m©cµ
(sn, sn−1] , n ≥ 1 » ª+©¯¦`¦u±�¿6ª¢°`£�©m°�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦

qj (x) , j = 1, ..., n− 1
©c«`ª$ã9®¥­ » ®4Ë

æ ª�­¯´\°d©c¤�®�©c®!©¯§¥§¥«`­�Ý9¤�¿�©m°`ª¨ª ÑF±�©c°�¤�­¯®�²H­¯«0°�£�ªZ²H±¥®D¬,°�¤�­¯®
qn (x) .

¡�£¥ª@® » ªZ¿	±¥µ�°�¤�§¥µ�¾�°`£¥¤�¦�ªyÑ¶±D©m°�¤�­¯®!´F¾6°`£¥ª
Â�©¯«�µ�ª@¿�©¯® æ ª@¤ ¼ £F° �¥±¥®D¬,°�¤�­¯®úÆ�Â æ �RÇ2­c²=°`£¥ª¢²H­¯«`¿

Cn,λ(s) = eλ(s−sn−1), s ∈ (sn, sn−1],
Æ?×�Ë ×FÇ

©¯®�ÀT¤�®F°�ª ¼ «d©m°`ª » ¤�°�£â«�ªy¦u§
ª ¬-°�°`­
s
­m³¯ª@«

(sn, sn−1).
Ä^®ØÆH×�Ë å¶Ç

λ >> 1
¤�¦*©
§�©¯«`©¯¿6ª@°�ª « º » £¥¤�¬d£T¦�£¥­¶±¥µ�ÀT´
ª

¬d£�­¶¦�ª@®â¤�®á®9±¥¿�ª@«`¤�¬ ©cµ�ª@Ý\§Dª «�¤�¿�ª@®F°`¦ Ë�¡�£¥ª@­¶«�ª ¿ Ó�Ë�Ü�§¥«`­m³9¤�À\ªy¦¢©�«�ªy¬-¤�§Dª�²H­¶«¢°�£¥¤�¦+¬d£¥­¶¤�¬@ª¯Ë æ ª�­¯´\°d©c¤�® Æ?¦�ª@ª
À¥ª-°`©¯¤�µ�¦�¤�®â·j¸�¹HÇ

Ln (qn) := ∆qn −A1,n

(
h
n−1∑

i=1

∇qi
)
∇qn +A1n∇qn∇V − εqn

= 2
I1,n
I0

(∇qn)2 −A2,nh
2

(
n−1∑

i=1

∇qi (x)
)2

+ 2A2,n∇V
(
h

n−1∑

i=1

∇qi
)

−A2,n (∇V )
2
, n = 1, ..., N,

Æ?×�Ëj¸¯Ç

�



» £¥ª@«`ª
I0 := I0 (λ, h) , A1,n := A1,n (λ, h) , A2,n := A2,n (λ, h)

©¯«�ª�¬@ª@«�°`©c¤�®g¤�®F°�ª ¼ «d©cµ�¦	¤�®9³¯­¶µ�³9¤�® ¼ °`£¥ª
Â æ �0Ë4¡�£9±�¦ º » ª6£�©�³¶ª+­¯´¥°`©c¤�®¥ªyÀ�°�£�ª6È�¤�«`¤�¬d£¥µ�ª@°�´
­¯±�®�À¥©c«`¾�³m©cµ�±¥ª6§¥«�­¶´¥µ�ª@¿(ÆH×DË ù¶Ç,º�Æ0×�Ëj¸¯Ç¨²H­¯«¢©!®¥­¶®¥µ�¤�®¥ªy©c«
ª@µ�µ�¤�§\°�¤�¬¨Å0ÈZÉ » ¤Ì°`£�°�£�ª�±¥®�ãF®�­ » ®�²H±¥®�¬,°`¤�­¶®

qn (x) .
Ä^®�°`£¥¤�¦�¦�¾9¦u°�ª ¿½°`£¥ª�°`©c¤�µD²H±¥®�¬,°`¤�­¶®

V
¤�¦�©cµ�¦u­$±�®¥ã9®¥­ » ®4Ë

Þ¨®�¤�¿�§
­¯«�°`©¯®¶°2­¶´�¦uª «�³m©c°�¤�­¯®!¤�¦�°`£�©m°

|I1,n (λ, h)|
I0 (λ, h)

≤ 4s2

λ
.

Æ?×�Ë Ó¶Ç

¡�£¥ª@«`ª-²H­¶«�ª¶º¶´9¾�°d©cã9¤�® ¼ λ >> 1, » ª¢¿�¤�°�¤ ¼ ©m°`ªZ°`£¥ª¢¤�®���±¥ª@®D¬-ª¢­c²4°`£¥ª¢®¥­¯®�µ�¤�®¥ª ©¯«�°`ª@«`¿ » ¤Ì°`£
(∇qn)2

¤�®âÆH×DË ¸¶Ç,º
» £¥¤�¬d£!ª@®�©¯´¥µ�ªy¦�±D¦�°`­6¦�­¯µ�³¯ªZ©+µ�¤�®¥ªy©c«�§¥«�­¶´¥µ�ª@¿Û­¯®!ªy©¯¬d£�¤�°�ª «`©c°�¤�³¯ª�¦u°�ª §4Ë æ ª�£�©�³¶ªZ©¯À¥À¥ª À�°`£¥ªZ°`ª@«`¿ −εqn

°�­
°�£¥ª$µ�ª-²E°�£�©c®�À�¦�¤�À\ª*­c²Êª ÑF±�©c°�¤�­¯®úÆH×DË ¸¶Ç,º » £¥ª@«`ª

ε > 0
¤�¦¨©�¦�¿�©¯µ�µI§�©c«d©c¿�ª@°�ª@«yË æ ª+©c«`ª$À\­¶¤�® ¼ °`£¥¤�¦2´Dªy¬@©¯±�¦uª¶º

´F¾â°`£¥ª
¿�©cÝ9¤�¿+±�¿(§¥«�¤�®�¬@¤�§¥µ�ª¯ºÊ¤�²�©%²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
p(x)

¤�¦+°`£¥ª�¬-µ�©¯¦`¦u¤�¬@©¯µ0¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®Ù­¯²2°�£¥ª�È�¤�«`¤�¬d£�µ�ª@°6´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾
³�©¯µ�±�ª�§�«�­¶´¥µ�ª ¿

Ln (p) − εp = f(x)
¤�®

Ω, p |∂Ω= pb(x),

°�£¥ª ®â·jù¯ù�¹0Æ|Â0£�©¯§\°�ª «¨å¥º��yÜyÇ

max
Ω

|p| ≤ max

[
max
∂Ω

|pb| , ε−1 max
Ω

|f |
]
.

à�®+°`£¥ª�­c°�£�ª@«Ê£�©¯®�ÀCºc¤�²
ε = 0,

°`£¥ª@®	°�£�ª¨©c®�©¯µ�­ ¼ ­¯±D¦=ªy¦p°`¤�¿�©m°`ª » ­¶±¥µ�À+´Dª » ­¯«d¦�ª�´
ª ¬@©¯±�¦�ª�­¯²�°`£¥ª2¤�®9³¶­¯µ�³¯ª@¿�ª ®¶°
­c²0¦�­¯¿�ª�¬-­¯®D¦p°d©c®F°`¦�À\ª@§
ª@®DÀ\¤�® ¼ ­¶®

maxΩ |∇qj |
Ë+¡�£¥ª@«`ª-²H­¶«�ª¶ºL¤Ì°*¤�¦�©¯®F°�¤�¬-¤�§�©m°`ª À�°`£�©m°¢°`£¥ª	¤�®F°�«`­\À\±�¬,°`¤�­¶®%­¯²

°�£¥ª	°�ª «�¿ −εqn
¦�£¥­¶±¥µ�ÀÁ§¥«�­m³9¤�À\ª+©!´Dª@°u°�ª «*¦p°d©c´¥¤�µ�¤�°p¾�­c²�­¶±¥«�§¥«�­\¬@ª ¦`¦@ºL©c®�À » ª6£�©�³¯ª+¤�®�À¥ª@ª À%­¯´�¦�ª@«`³¯ªyÀ�°�£¥¤�¦

¤�®�­¯±�«¨¬-­¯¿�§¥±¥°`©m°`¤�­¶®�¦ Ë
�C� � 	 �!� � �
���m H� 	 � �Z¡�£¥ªZ©¯´D­m³¶ª¨¬-­¯®D¦u¤�À\ª@«d©m°`¤�­¶®�¦Rµ�ª ©¯À6°`­*°�£�ª�©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£�¿ À\ªy¦�¬@«�¤�´DªyÀ�¤�®�°`£¥¤�¦�¦�ª ¬,°`¤�­¶®4Ë

Ä^®$§�©c«�°�¤�¬-±�µ�©¯« º » ª�À¥ª ¦`¬-«`¤�´
ª�£¥ª «�ª�­¶±¥«=§�«�­\¬-ªyÀ\±¥«`ªR²H­¯«I¤Ì°`ª@«d©m°�¤�³¯ªÊ±�§
À¥©c°�ªy¦=­¯²F°`£¥ª�°d©c¤�µ�¦ Ë æ ª�«`ª-²Hª «C°�­�¦u±�´�¦uªy¬,°`¤�­¶®
¸\Ë ×�­¯²=·�ÜyÕ�¹\²H­¯«;°`£¥ª�Î�«`¦u°Ê§¥«`­9¬@ª À\±�«�ª0­c²�°`£¥¤�¦Ê¦u­¶«u°yº » £¥¤�¬d£ » ©¶¦R©c§¥§¥µ�¤�ª À*°`­*©Zµ�¤�®�ª ©c«`¤�ß@ª À�Â0Ä^ÅRË��0ª µ�­ » Ck+α

(
Ω
)

©c«`ª ���¯µ�À\ª@«Ê¦�§�©¯¬@ª ¦ º » £¥ª@«`ª
k ≥ 0

¤�¦Ê©c®	¤�®F°`ª ¼ ª «Ê©c®�À α ∈ (0, 1)
· ù¶ùy¹|ËRÈ�ª@®¥­¯°�ª |f |k+α = ‖f‖Ck+α(Ω) , ∀ f ∈

Ck+α
(
Ω
)
.
à�±�«�©¯µ ¼ ­¯«`¤Ì°`£¥¿õ«�ªy¬-­¶®�¦p°`«�±D¬,°`¦�¤�°�ª@«d©m°`¤�³¶ª	©¯§¥§¥«`­�Ý9¤�¿�©m°`¤�­¶®�¦

cn,i (x) ∈ Cα
(
Ω
) ­c²0°�£¥ª6²H±¥®D¬,°�¤�­¯®

c (x)
­¯®¥µ�¾6¤�®�¦�¤�À\ª¨°`£¥ª�À\­¶¿�©c¤�®

Ω.
à�®�°`£¥ª�­c°�£�ª@«�£D©c®�ÀCº¶°�­	¤Ì°`ª@«d©m°`ª » ¤Ì°`£!«`ª ¦�§Dªy¬,°�°`­$°d©c¤�µ�¦ º » ªZ®�ª@ª À�°�­+¦�­¯µ�³¯ª

°�£¥ª2²H­¶« » ©c«dÀ	§¥«�­¶´¥µ�ª@¿ Æ|ù\Ë�ÜyÇ-º
Æ|ù\Ëjù¯Ç,ËR¡I­$À\­*°�£�¤�¦ º » ª¨®¥ª ª À6°�­*ª@Ý9°�ª@®DÀ�ª ©¯¬d£6²H±¥®D¬,°�¤�­¯®
cn,k (x)

­¯±\°d¦u¤�À\ª2­¯²
°`£¥ª
À\­¯¿�©c¤�®

Ω
¤�®�¦u±�¬d£�© » ©�¾�°`£�©m°2°`£¥ª*«`ª ¦�±¥µÌ°`¤�® ¼ ²H±�®�¬,°`¤�­¶®

ĉn,k ∈ Cα
(
R3
)
, ĉn,k ≥ d1

¤�®
Ω

©¯®�À
ĉn,k = 2d1­¯±\°d¦u¤�À\ª+­¯²

Ω
Ë�¡�£¥ª6¬-­¯«`«`ª ¦�§D­¶®�À\¤�® ¼ §¥«�­\¬@ª À\±¥«`ª$¤�¦Z«d©m°`£¥ª@«�¦p°d©c®�À¥©¯«`À�©¯®�À�¤�¦ZÀ\ªy¦�¬@«�¤�´
ª À�¤�®%¦�ª ¬,°`¤�­¶®%¸�­¯²�·j¸�¹�Ë

Ä^®T°`£¥¤�¦$¦uªy¬,°`¤�­¶® » ª�¿�ª@®F°�¤�­¯®ú¬-­¶®9³¯ª@« ¼ ª ®�¬-¤�ª ¦�­c²�¬-ª «u°d©c¤�® Ï ¦�±¥´\Í�§¥«�­\¬@ª À\±¥«`ª ¦pÐ,Ë6äZ±¥¿�ª@«`¤�¬ ©cµ�¦�§Dªy¬-¤�ÎD¬@©c°�¤�­¯®�¦¢­¯²
¬-­¯«`«`ª ¦�§D­¶®�À\¤�® ¼ ¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª@®�¬@ª�¬@«�¤�°�ª «�¤�©	©¯«�ª ¼ ¤�³¯ª ®
¤�®�¦u±�´�¦uªy¬,°`¤�­¶®�Ö�Ë�Ü¶Ë

Ä^®�©¶¬@¬@­¯«dÀ¥©c®�¬@ª » ¤�°�£úÆ?å�ËjÔ¯Ç,º=Æ�å¥Ë�Ü¯Ü�Ç�©¯®�ÀáÆH×�Ë�ÜyÇ�À\ª ®¥­c°`ª

Hn,i (x) = hqn,i + h

n−1∑

j=1

qj (x) + Vn,i (x) , x ∈ Ω,
Æ|¸\Ë�ÜyÇ

cn,i (x) = ∆Hn,i + s2n (∇Hn,i)
2 ,

Æ|¸\Ëjù¯Ç

» £¥ª@«`ª�²H±¥®�¬,°`¤�­¶®�¦
qj , qn,i, Vn,i

©¯«�ª*À\ª@Î�®¥ªyÀ
¤�®
°�£¥¤�¦¨¦�ª ¬,°`¤�­¶®�´Dª µ�­ » Ë��¨ª «�ª
mn

¤�¦�°`£¥ª*®9±¥¿+´
ª@«2­¯²;¤�°�ª «`©c°�¤�­¯®�¦
» ¤Ì°`£�«`ª ¦�§
ª ¬,°�°`­�°`©c¤�µ�¦�²H­¯«�°�£�ª ¼ ¤�³¯ª@® n » £�ª@«`ª

i = 1, ...,mn.
Ä^®�­¯±¥«2©¯µ ¼ ­¯«`¤Ì°`£¥¿ » ª¢¦�ª-°

q0 := 0, q01,1 := 0, V1,1 (x) := V 0
1,1 (x)

º Æ|¸\Ë å¶Ç
�



q0n,1 := qn−1, Vn,1 (x) := Vn−1,mn−1
(x) ,

²H­¶«
n ≥ 2,

Æ�¸¥Ë ×9Ç

» £�ª@«`ª
V 0

1,1 (x)
¤�¦2©�¬@ª@«�°`©c¤�®�¦p°d©c«�°�¤�® ¼ ³m©¯µ�±¥ª¢²H­¶«�°�£¥ª¢°d©c¤�µL²H±¥®�¬-°�¤�­¯®4º » £�¤�¬d£�¤�¦2¦u§
ª ¬@¤ÌÎ�ªyÀ�¤�®�¦�±¥´�¦�ª ¬,°`¤�­¶® Ö¥Ë�Ü¯Ë

34��� �
n1, n ≥ 1.

�9±¥§¥§
­¶¦�ª
°�£�©c°+²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦
q1, ..., qn−1, q

0
n,1 := qn−1 ∈ C2+α(Ω), cn−1 ∈ Cα(Ω)©¯®�À!°�£¥ª�°`©¯¤�µ
²H±¥®D¬,°�¤�­¯®

Vn,1(x, s) ∈ C2+α(Ω)
©c«`ª�¬@­¯®�¦u°�«`±�¬,°`ª ÀCº\¦�ª@ª�Æ�¸¥Ë åFÇ,ºCÆ�¸¥Ë ×9Ç�Ë æ ª*®¥­ » ¬@­¯®�¦u°�«`±�¬-°0°`£¥ª

²H±�®�¬,°`¤�­¶®
qn,1.

¡=­�À\­6°�£�¤�¦ º » ª¢¦�­¯µ�³¯ª¢¤�°�ª «`©c°�¤�³¯ª@µ�¾�°�£�ª¢²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ÈZ¤�«`¤�¬d£¥µ�ª-°2´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾�³m©cµ�±¥ª¢§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�¦

∆qkn,1 −A1n


h

n−1∑

j=1

∇qj


 · ∇qkn,1 − εqkn,1 +A1n∇qkn,1 · ∇Vn,1 =

2
I1n
I0

(
∇qk−1

n,1

)2 −A2nh
2



n−1∑

j=1

∇qj (x)




2

Æ|¸\Ëj¸¯Ç

+2A2n∇Vn,1 ·


h

n−1∑

j=1

∇qj (x)


−A2n (∇Vn,1)2 , qkn,1 ∈ C2+α

(
Ω
)
, k = 1, 2, ...,

qkn,1 (x) = ψn (x) , x ∈ ∂Ω.
Æ�¸¥Ë ÓFÇ

æ ª�¬@©cµ�µ0°�£¥ªy¦uª Ï ¤�°�ª «`©c°�¤�­¯®�¦ » ¤Ì°`£g«`ª ¦�§Dªy¬,°6°�­%°�£¥ª�®¥­¯®�µ�¤�®¥ª ©¯«+°`ª@«`¿	ÐdË æ ª
¤�°�ª «`©c°�ª!£�ª@«`ª!±¥®F°�¤�µ�°�£¥ª�§¥«`­\¬-ª ¦`¦
¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª ¦ ËI¡�£¥ª ® » ª*¦�ª-°

qn,1 = lim
k→∞

qkn,1
¤�®
°�£¥ª

C2+α
(
Ω
) ®¥­¶«�¿�Ë

äZª-Ý9° º » ª�«`ª ¬@­¯®�¦u°�«`±�¬-°�©c®�©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�¤�­¯®
cn,1 (x) , x ∈ Ω

²H­¯«R°`£¥ª¨±¥®�ãF®�­ » ®	²H±�®�¬,°`¤�­¶®
c (x)

±D¦u¤�® ¼ °�£�ª
«`ª ¦�±¥µ�°�¤�® ¼ ²H±¥®D¬,°�¤�­¯®

qn,1 (x)
©c®�À�²H­¶«�¿	±¥µ�©¯¦$Æ|¸\Ë�ÜyÇ,ºRÆ�¸¥Ë ù¶Ç¨©c°

i = 1
Ë �¨ª@®D¬-ª¯º

cn,1 ∈ Cα
(
Ω
) ËZÞZ¦`¦�±¥¿�ª$°�£D©m°

cn,1 (x) ≥ d1
¤�®

Ω.
Â0­¯®D¦p°`«�±�¬-°4°�£�ª�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

ĉn,1 (x) ∈ Cα
(
R3
)
.
ä¨ª@Ý9° ºc¦�­¯µ�³¯ªÊ°`£¥ª�²H­¶« » ©c«dÀ�§¥«�­¶´¥µ�ª@¿5Æ�ù\Ë�ÜyÇ-º

Æ|ù\Ëjù¯Ç » ¤Ì°`£
c (x) := ĉn,1 (x) .

æ ª�­¯´¥°`©c¤�®$°`£¥ª0²H±¥®�¬,°`¤�­¶®
un,1 (x, t) .

Â�©cµ�¬-±¥µ�©m°`ª�°�£�ª	�I©c§¥µ�©¯¬@ª�°`«`©¯®�¦p²H­¶«�¿5Æ�ù¥Ë ÓFÇ
­¯²=°`£¥¤�¦�²H±�®�¬,°`¤�­¶®�©¯®�À�­¶´\°`©¯¤�®
°�£¥ª�²H±¥®D¬,°�¤�­¯®

wn,1(x, s)
°`£¥¤�¦ » ©�¾¯ËRä¨ª@Ý9° º\²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼ Æ?å�Ë ÕFÇ,º » ª�¦�ª-°�²H­¶«

x ∈ Ω

Vn,2 (x, s) =
1

s2
lnwn,1(x, s) ∈ C2+α

(
Ω
)
.

Æ|¸\ËíÔcÇ

34��� �
ni

º
i ≥ 2, n ≥ 1.

�\±¥§¥§
­¶¦�ª�°�£�©c°*²H±¥®�¬,°`¤�­¶®�¦
qn,i−1, Vn,i (x, s) ∈ C2+α

(
Ω
) ©c«`ª�¬-­¶®�¦p°`«�±D¬,°�ªyÀCË

æ ª*®¥­ » ¤Ì°`ª@«d©m°�ª » ¤�°�£�«`ª ¦�§Dªy¬,°�°�­�°`£¥ª¢°`©¯¤�µC­¶®¥µ�¾¶Ë�¡�£�©m°2¤�¦@º » ª*¦�­¯µ�³¯ª�°�£¥ª*´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾�³m©cµ�±¥ª¢§¥«`­¯´¥µ�ª@¿

∆qn,i −A1n


h

n−1∑

j=1

∇qj


 · ∇qn,i − εqn,i +A1n∇qn,i · ∇Vn,i

= 2
I1n
I0

(∇qn,i−1)
2 −A2nh

2



n−1∑

j=1

∇qj (x)




2

+ 2A2n∇Vn,i ·


h

n−1∑

j=1

∇qj (x)


−A2n (∇Vn,i)2 ,

Æ|¸\Ë Õ¶Ç

�



qn,i (x) = ψn (x) , x ∈ ∂Ω.
Æ�¸¥Ë ÖFÇ

�Z©�³9¤�® ¼ °�£�ª�²H±�®�¬,°`¤�­¶®
qn,i,

» ªZ«`ª ¬@­¯®�¦u°�«`±�¬,°0°�£¥ª¢®¥ª@Ý9°�©¯§¥§¥«`­�Ý9¤�¿�©m°`¤�­¶®
cn,i ∈ Cα(Ω)

²H­¶«�°�£¥ª�°`©¯« ¼ ª-°2¬-­9ª-Ã�Í
¬-¤�ª@®F°0±�¦�¤�® ¼ Æ�¸¥Ë�Ü�Ç,ºLÆ�¸¥Ë ù¶Ç,º9©c®�ÀCº\©¶¦�¦�±¥¿�¤�® ¼ °�£�©c°

cn,i(x) ≥ d1
¤�®

Ω
º9¬-­¶®�¦u°�«`±�¬,°�°`£¥ª¨²H±�®�¬,°`¤�­¶®

ĉn,i ∈ Cα(R3).ä¨ª-Ý9°yº » ª$¦u­¶µ�³¶ª¢°�£¥ª$²H­¯« » ©¯«`À
§¥«`­¯´¥µ�ª@¿/Æ�ù\Ë�ÜyÇ-ºIÆ|ù\Ëjù¯Ç » ¤�°�£
c (x) := ĉn,i (x) ,

¬ ©cµ�¬-±¥µ�©m°`ª¢°�£¥ª �I©c§¥µ�©¯¬@ª¢°�«d©c®�¦uÍ
²H­¯«`¿ Æ|ù\Ë Ó¶Ç*©¯®�Àá±¥§LÀ¥©m°`ª�°�£¥ª!°`©¯¤�µ�©¯¦$¤�®öÆ�¸¥ËjÔ¯Ç,º » £¥ª «�ª

(wn,1, Vn,2)
¤�¦$«`ª@§¥µ�©¯¬@ª À » ¤�°�£

(wn,i, Vn,i+1) .
æ ª

¤Ì°`ª@«d©m°�ª » ¤�°�£�«`ª ¦�§Dªy¬,°�°�­
i
±�®¶°`¤�µI¬-­¯®9³¶ª@« ¼ ª@®D¬-ªZ­\¬ ¬-±¥«d¦2©m°�°�£�ª$¦p°`ª@§

i := mn.
¡�£¥ª ® » ª*¦uª@°

qn := qn,mn
∈ C2+α

(
Ω
)
, cn := cn,mn

∈ Cα
(
Ω
)
,

Vn+1,1 (x, s) =
1

s2
lnwn,mn

(x, s) ∈ C2+α
(
Ω
)
.

Æ|¸\Ë�Ü �¶Ç

Ä�²¨²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦
cn(x)

À\¤�ÀÙ®¥­¯°6¾¶ª-°6¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª¯º;°�£�ª@® » ª�§¥«�­\¬@ª@ª À » ¤Ì°`£ �F°`ª@§
(n+ 1)1 ,

§¥«`­m³9¤�À¥ª Àá°`£�©m°
n < N

º » £¥ª@«`ª
N

¤�¦$©�§¥«`ª ¦`¬-«`¤�´DªyÀ%¤�°�ª «`©c°�¤�­¯®â®F±�¿+´
ª@«yº
N ≤ N,

¦�ª@ª�¡�£¥ª ­¯«`ª@¿ Ó�Ë�Ü¶Ë �¨­ » ª@³¶ª@«yºC¤Ì²�ª@¤�°�£¥ª «
²H±¥®�¬,°`¤�­¶®�¦

cn(x)
¬-­¶®9³¯ª@« ¼ ªyÀCºÊ­¯« n = N,

°�£¥ª ® » ª�¦u°�­¯§=Ë÷Ä�°�²H­¯µ�µ�­ » ¦+²H«`­¯¿ Æ�¸\ËíÔcÇ+°`£�©m°�¤�® §�«�¤�®�¬-¤�§¥µ�ª¯º�°�­
±¥§
À�©m°�ª�°`£¥ªZ°d©c¤�µ�º\­¶®¥ª¢¬@©c®�¦u­¶µ�³¶ª¨°`£¥ª¢§¥«�­¶´¥µ�ª@¿õÆ�ù¥ËjÔ¯Ç,º4Æ�ù¥Ë ÕFÇÊ²H­¶«

s = s
¤�®�¦u°�ª ©¶À�­¯²=°�£�ª�§¥«`­¯´�µ�ª ¿1Æ�ù\Ë�ÜyÇ-ºCÆ�ù\Ëjù¯Ç-Ë

�¨­ » ª@³¯ª « º\­¶±¥«Z¬@­¯¿�§¥±\°d©m°�¤�­¯®D©cµ4ª@Ý9§
ª@«`¤�ª@®�¬@ª$¦u£¥­ » ¦�°`£�©m°�¤Ì°�¤�¦2´
ª-°�°�ª «¨°�­!§¥«�­\¬@ª@ª À�³9¤�©�¦u­¶µ�³9¤�® ¼ °�£¥ª+§¥«�­¶´¥µ�ª@¿
Æ�ù\Ë�ÜyÇ-ºDÆ|ù\Ëjù¯ÇR©c®DÀ6¬ ©cµ�¬-±¥µ�©m°`¤�® ¼ °`£¥ª �I©c§¥µ�©¯¬@ª0°`«`©¯®�¦u²H­¯«`¿ °�£¥ª ®4Ë æ ªZÀ¥­*®¥­c°�¾¶ª-°�£�©�³¶ª�©¯®�ª-Ý\§¥µ�©c®�©c°�¤�­¯®	²H­¯«Ê°`£¥¤�¦ Ë

�4� � �?����� ���	�D�����F� ���9�I� � � ��¾�°�£�ª	¬-­¶®�¬-ª §\°�­¯²�¡�¤�ã9£¥­¶®¥­m³!²H­¶«Z¤�µ�µ�Í�§D­F¦uªyÀ�§¥«�­¶´¥µ�ª@¿�¦$· å ��¹�º » £¥¤�¬d£ » ª
²H­¯µ�µ�­ » ºC­¶®¥ª�¦u£¥­¶±¥µ�ÀT©¶¦�¦�±¥¿�ª+ÎD«`¦u°¢°�£�©c°�°`£¥ª@«`ª�ª-Ý\¤�¦p°d¦*©c® Ï ¤�À\ª ©¯µíÐ	ª@Ý¥©¯¬,°$¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®T­c²�©c®â¤�µ�µÌÍ�§
­¶¦�ª ÀT§¥«�­¶´¥µ�ª@¿
» ¤Ì°`£Á°�£�ª	ª@Ý\©¶¬,°�À�©m°`©�Ë�äZª-Ý9° ºC­¶®¥ª	¦�£¥­¶±¥µ�À%©¯¦`¦u±¥¿�ª*°`£¥ª6§¥«�ªy¦uª ®�¬-ª	­c²�©¯®Áª@«`«�­¶«¨­c²�°�£¥ª	µ�ª ³¯ª@µ

ζ
¤�®%°�£¥ª�À¥©m°d©

,» £¥ª@«`ª
ζ > 0

¤�¦*©
¦�¿�©cµ�µ;§D©c«d©c¿�ª-°`ª@«yË �9±¥§¥§
­¶¦�ª6°�£�©c°*©¯®T©¯§¥§¥«`­�Ý9¤�¿�©m°`ª	¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®T¤�¦¢¬-­¶®�¦u°�«`±�¬,°`ª À�²H­¶«¢ª ©¯¬d£
¦u±\Ã�¬@¤�ª ®¶°`µ�¾
¦u¿�©cµ�µ

ζ
Ë�¡�£�¤�¦¨¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®!¤�¦¨¬@©¯µ�µ�ª À
© Ï «`ª ¼ ±�µ�©¯«�¤�ß@ªyÀ�¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®9Ð,º\¤Ì²R¤�°2°�ª@®DÀ¥¦�°�­6°�£�ª*ª-Ý¥©¯¬-°2¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®

©¯¦
ζ → 0

Ë
�4���D� ��� ���c� 
 ���?�I�  ��D� � �;¤�«`¦u° º » ª�¤�®¶°`«�­\À\±D¬-ª�°�£¥ª¨À¥ª-Î�®¥¤�°�¤�­¯®�­¯²�°�£�ª2ª-Ý¥©¯¬-°Ê¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®4Ë æ ª¨©¯¦`¦u±�¿6ª�°`£�©m°

°�£¥ª «�ª$ª@Ý\¤�¦u°`¦¨©!¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°
c∗ (x) ∈ [2d1, 2d2]

¦�©c°�¤�¦p²H¾9¤�® ¼ ¬-­¶®�À\¤�°�¤�­¯®ÙÆ�ù¥Ë ×9Ç,º
©c®�À�°`£¥¤�¦¨²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¤�¦Z©c®�ª@Ý¥©¯¬,°
¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®	­¯²D­¶±¥«RÄ^®F³¶ª@«d¦uª�Å�«`­¯´¥µ�ª@¿ » ¤Ì°`£	°`£¥ª2ª-Ý¥©¶¬,°ÊÀ¥©m°d©�¤�®

g∗(x, t)
¤�®�Æ|ù\Ë Õ¶Ç,ËR¡�£¥ª
�=©¯§¥µ�©¯¬-ª0°�«d©c®D¦p²H­¶«�¿üÆ|ù\Ë Ó¶Ç

­c²;°�£¥ª¢²H±¥®D¬,°�¤�­¯®
g∗ (x, t)

µ�ª ©¶À¥¦�°�­6°`£¥ª*ª-Ý¥©¯¬-°2²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
ϕ∗ (x, s) = w∗ (x, s) , ∀ (x, s) ∈ ∂Ω × [s, s]

Ë �¨ª «�ª
°�£¥ª	²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

w∗ (x, s) ∈ C2+α
(
R3� {|x− x0| < γ}

)
, ∀γ > 0, ∀s ≥ s

¤�¦¨°`£¥ª6¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®Á­c²�°`£¥ª	²H­¯« » ©¯«`À
§¥«�­¶´¥µ�ª@¿ Æ|ù\ËíÔcÇ,º4Æ|ù\Ë Õ¶Ç » ¤�°�£

c (x) := c∗ (x)
Ë�Þ¨µ�¦u­Dº\µ�ª@°

H∗ (x, s) =
ln [w∗ (x, s)]

s2
, q∗ (x, s) =

∂H∗ (x, s)

∂s
, V ∗ (x, s) = H∗ (x, s) .

¡�£¥ª6²H±¥®�¬,°`¤�­¶®
q∗

¦�©c°�¤�¦pÎ�ªy¦¢©c®%­¶´9³F¤�­¯±D¦�©¯®�©cµ�­ ¼ ±¥ª+­¯²0ªyÑ¶±D©m°�¤�­¯® Æ?å�Ë ÖFÇ » ¤�°�£T°�£�ª6´
­¯±�®�À¥©c«`¾%¬@­¯®�À\¤�°�¤�­¯® Æ?¦�ª@ª
Æ?å¥Ë�Ü �FÇ

q∗ (x, s) = ψ∗ (x, s) , (x, s) ∈ ∂Ω × [s, s] ,
Æ?Ó¥Ë�ÜyÇ

» £¥ª@«`ª

ψ∗ (x, s) =
1

ϕ∗s2
· ∂ϕ

∗

∂s
− 2 lnϕ∗

s3
.

& ���R�I ?�  ?�
� Ë æ ª+¬@©¯µ�µ=°�£¥ª$²H±¥®�¬,°`¤�­¶®
q∗ (x, s)

ó��¥ñ�ñ��9ë¯î@ó � écè �\ó
	?écïT­¯²R°�£¥ª$§�«�­¶´¥µ�ª ¿ Æ�å¥Ë Ö¶Ç,º;Æ?å�Ë�Ü��¶Ç » ¤�°�£
°�£¥ª!ñ��9ë¯î@ó�êdé �\ï �¯ëcò,ì�¬-­¯®DÀ\¤Ì°`¤�­¶®

ψ∗ (x, s)
Ë

���



�Zª@®�¬@ª¯º

q∗ (x, s) ∈ C2+α
(
Ω
)
× C∞ [s, s] .

Æ?Ó�Ë ù¶Ç
æ ª�®¥­ » ²H­¶µ�µ�­ » Æ?×�Ë�ÜyÇ^ÍdÆ?×�Ëj¸¯Ç,Ë �;¤�«d¦u° º » ª�©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�ª
²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦

q∗ (x, s)
©¯®�À

ψ∗ (x, s)
³F¤�©â§¥¤�ª ¬-ª » ¤�¦�ª

¬@­¯®�¦u°`©¯®F°�²H±�®�¬,°`¤�­¶®�¦ » ¤�°�£�«�ªy¦u§
ª ¬-°�°�­
s ∈ [s, s] .

�4ª@°

q∗n (x) =
1

h

sn−1∫

sn

q∗ (x, s) ds, ψ
∗

n (x) =
1

h

sn−1∫

sn

ψ∗ (x, s) ds.
Æ?Ó�Ë åFÇ

¡�£�ª@®

q∗ (x, s) = q∗n (x) +Qn (x, s) , ψ∗ (x, s) = ψ
∗

n (x) + Ψn (x, s) , s ∈ [sn, sn−1] ,

» £�ª@«`ª�´9¾%Æ�Ó¥Ë�ÜyÇ0²H±¥®D¬,°�¤�­¯®D¦
Qn,Ψn

©c«`ª�¦�±�¬d£
°�£�©c°

|Qn (x, s)|2+α ≤ C∗h, |Ψn (x, s)|2+α ≤ C∗h, n = 1, ..., N,
²H­¯«

s ∈ [sn, sn−1] ,
Æ�Ó¥Ë ×FÇ

» £�ª@«`ª+°`£¥ª6¬@­¯®�¦u°`©¯®F°
C∗ = C∗

(
‖q∗‖C2+α(Ω)×C1[s,s]

)
> 0

À\ª §Dª ®�À¥¦¢­¯®�µ�¾�­¶®�°�£¥ª
C2+α

(
Ω
)
× C1 [s, s]

®�­¯«`¿ü­c²I°�£¥ª¢²H±¥®D¬,°�¤�­¯®
q∗ (x, s)

Ë �¨ª ®�¬-ª¶º » ª¢¬ ©c®�©¯¦`¦u±�¿6ª�°`£�©m°

max
1≤n≤N

|q∗n|2+α ≤ C∗.
Æ�Ó¥Ëj¸¯Ç

æ ¤�°�£�­¯±\°Z©6µ�­¶¦`¦�­c² ¼ ª@®�ª@«d©cµ�¤Ì°p¾¶º » ª*©¯¦`¦u±�¿6ª�°`£�©m°

C∗ ≥ 1.
Æ?Ó�Ë ÓFÇ

��¾¢°`£¥ª�¡�¤�ã9£¥­¯®�­m³�¬@­¯®�¬@ª@§\°yº�°�£¥ª2¬-­¶®�¦u°`©c®F°
C∗ ¦�£¥­¶±¥µ�À+´Dª�ã9®¥­ » ®+©�§¥«`¤�­¶«�¤|Ë ��¾ �4ª ¿6¿�©¢ù\Ë�Ü¯º�¤�°;¤�¦;«�ªy©¯¦�­¯®�©¯´¥µ�ª

°`­�©¯¦`¦u±¥¿�ª�°�£D©m°
C∗ ¤�¦2¤�®�À\ª@§
ª@®DÀ\ª@®F°¨­¯®

s,
©cµ�°�£�­¯± ¼ £ » ª*À\­�®¥­c°¨±�¦�ª�°�£¥¤�¦¨©¶¦�¦�±¥¿�§\°�¤�­¯®=Ë ��¾âÆ?Ó¥Ë å¶Ç

q∗n (x) = ψ
∗

n (x) , x ∈ ∂Ω.
Æ?Ó�ËjÔ¯Ç

�Zª@®�¬@ª » ª¢­¶´\°`©¯¤�®
°�£¥ª¢²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼ ©c®�©¯µ�­ ¼ ±¥ª�­c²;°�£¥ª*ªyÑ¶±D©m°�¤�­¯®áÆH×DË ¸¶Ç�²H«�­¶¿ Æ?Ó�Ë ù¶Ç

∆q∗n −A1,n

(
h

n−1∑

i=1

∇q∗i (x)

)
∇q∗n +A1,n∇q∗n∇V ∗

= 2
I1,n
I0

(∇q∗n)
2 −A2,nh

2

(
n−1∑

i=1

∇q∗i (x)

)2

Æ�Ó¥Ë Õ¶Ç

+2A2,n∇V ∗

(
h

n−1∑

i=1

∇q∗i (x)

)
−A2,n |∇V ∗|2 + Fn (x, h, λ) ,

» £�ª@«`ª�°`£¥ª¢²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
Fn (x, h, λ) ∈ Cα

(
Ω
) ©¯®�À

max
λh≥1

|Fn (x, h, λ)|α ≤ C∗h.
Æ�Ó¥Ë Ö¶Ç

���



æ ª¨©¯µ�¦�­�©¶¦�¦�±¥¿�ª�°�£�©c°Ê°�£¥ª�²H±�®�¬,°`¤�­¶®
g(x, t)

¤�®�Æ|ù\Ë Õ¶ÇI¤�¦ ¼ ¤�³¯ª ® » ¤�°�£�©c®�ª@«`«`­¯«yË=¡�£¥¤�¦R®�©m°`±¥«`©¯µ�µ�¾$§¥«`­\À\±�¬@ª ¦
©c®Áª «�«`­¯«�¤�®%°�£¥ª	²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

ψ (x, s)
¤�®÷Æ�å¥Ë�Ü �¶Ç-Ë�ÞZ®T©¶À¥À\¤�°�¤�­¯®�©¯µIª «�«`­¯«�¤�¦�¤�®F°`«�­\À\±�¬@ª ÀTÀ\±¥ª	°�­�°`£¥ª�©�³¯ª@«d© ¼ ¤�® ¼

¤�®úÆH×DË åFÇ,Ë��¨ª ®�¬-ª¶º¥¤�°¨¤�¦2«`ª ©¶¦u­¶®�©c´�µ�ªZ°�­�©¯¦`¦�±¥¿�ªZ°`£�©m°
∥∥∥ψ∗

n (x) − ψn (x)
∥∥∥
C2+α(∂Ω)

≤ C∗ (σ + h) ,
Æ?Ó�Ë�Ü��¶Ç

» £¥ª@«`ª
σ > 0

¤�¦	©Á¦�¿�©¯µ�µ0§�©c«d©c¿�ª@°�ª@«	¬d£�©c«d©¯¬-°�ª@«`¤�ß@¤�® ¼ °�£¥ª�µ�ª@³¶ª@µ0­c²2°�£�ª�ª@«`«�­¶«$¤�®á°�£¥ª�À¥©m°d©
ψ (x, s) .

¡�£¥ª
§�©c«d©c¿�ª-°`ª@«

h
¬ ©c®á©cµ�¦u­�´Dª�¬@­¯®�¦�¤�À\ª@«`ª Àâ©¯¦*©�§�©¯«u°*­c²0°�£¥ª�ª «�«`­¯«¢¤�® °`£¥ª�À¥©m°d©¥º=¦�¤�®�¬-ª » ª6£D©�³¯ª�«�ª §¥µ�©¯¬-ªyÀ%©

¦u¿�­9­c°`£
s
Í^À\ª@§
ª@®�À¥ª@®F°2²H±¥®�¬-°�¤�­¯® » ¤Ì°`£�©	§�¤�ªy¬-ª » ¤�¦�ª¢¬@­¯®�¦u°`©¯®F°�­¶®¥ª¯Ë

�4� �C� �	�D�����¶� ���9�I� � �
	 �9������� � �;¤�«d¦p°yº » ªÁ«�ª@²H­¯«`¿+±¥µ�©m°`ª�°�£�ª �\¬d£�©¯±�À\ª «�°�£�ª@­¯«`ª@¿ ¤�®ø©g¦�¤�¿6§�µ�¤�Î�ª À
²H­¯«`¿�º » £�¤�¬d£�¤�¦2¬-­¯®9³¶ª@®¥¤�ª@®F°�²H­¯«2­¶±¥«2¬@©¯¦�ª¯º¥¦�ª@ª+Â0£�©¯§\°�ª «¨å¥º �yÜ¢¤�®â· ù¶ù�¹C²H­¶«�°�£¥¤�¦�°�£�ª@­¯«`ª@¿�ËÊÞZ¦`¦�±¥¿�¤�® ¼ °`£�©m°

s > 1, λh ≥ 1,
Æ?Ó�Ë�Ü¶ÜyÇ

¤Ì° » ©¯¦2¦�£¥­ » ®!¤�®á· ¸m¹C°�£�©c°

max
1≤n≤N

{|A1,n| + |A2,n|} ≤ 8s2.
Æ�Ó¥Ë�Üyù¯Ç

Ä^®¶°`«�­\À\±D¬-ª�°�£¥ª*§
­¶¦�¤�°�¤�³¯ª*¬-­¶®�¦p°d©c®F°
M∗ = M∗

(
‖q∗‖C2+α(Ω)×C1[s,s] , s

)
= M∗ (C∗, s)

´9¾

M∗ = 2C∗ max

(
8s2, max

1≤n≤N
{|A1,n| + |A2,n|}

)
.

Æ�Ó¥Ë�Ü å¶Ç

�¨ª@®D¬-ª¯ºIÆ?Ó¥Ë�Üyù¶Ç�©c®�ÀâÆ?Ó�Ë�Üyå¶Ç0¤�¿�§¥µ�¾�°`£�©m°

M∗ = 16C∗s2.
Æ�Ó¥Ë�Ü@×FÇ

Â0­¯®�¦�¤�À¥ª@«�°�£�ª¢È�¤�«�¤�¬d£¥µ�ª-°¨´
­¯±¥®�À�©c«`¾�³m©cµ�±¥ª¢§¥«�­¶´¥µ�ª@¿

∆u+

3∑

j=1

bj(x)uxj
− d(x)u = f (x)

º
x ∈ Ω,

u |∂Ω= g (x) ∈ C2+α (∂Ω) .

ÞZ¦`¦u±¥¿�ª¢°`£�©m°�°�£�ª¢²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ¬-­¶®�À\¤�°�¤�­¯®�¦2©¯«�ª¢¦�©c°�¤�¦pÎDª À

bj , d, f ∈ Cα
(
Ω
)
, d (x) ≥ 0; max

(
|bj |α , |d|α

)
≤ 1.

�0¾!°�£¥ª �¥¬d£�©c±�À¥ª@«�°�£�ª@­¯«`ª@¿�º9°`£¥ª@«`ª*ª-Ý\¤�¦p°d¦2±¥®¥¤�ÑF±¥ª$¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®
u ∈ C2+α

(
Ω
) ­c²;°�£¥¤�¦2´
­¯±¥®�À�©c«`¾�³m©cµ�±¥ª*§¥«`­¯´\Í

µ�ª ¿�ºF©c®�À » ¤�°�£�©�¬@­¯®�¦u°`©¯®F°
K = K (Ω) > 0

À\ª §Dª ®�À\¤�® ¼ ­¯®�µ�¾*­¶®+°`£¥ª2®9±¥¿+´
ª@«R°`£¥ª¨À\­¯¿�©¯¤�®
Ω

°�£�ª0²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼
ª ¦u°�¤�¿�©c°�ª¢£¥­¶µ�À¥¦

|u|2+α ≤ K
[
‖g‖C2+α(∂Ω) + |f |α

]
.

Æ�Ó¥Ë�Üy¸¯Ç

Ä^®+°`£¥ª�²H­¯«`¿+±¥µ�©m°`¤�­¶®$­c²L¡�£¥ª@­¶«�ª ¿"Ó�Ë�Ü » ª0§¥«`­m³9¤�À¥ª0ªy¦p°`¤�¿�©m°`ª ¦�Æ?Ó�Ë�ÜyÖ¶Ç^ÍdÆ�Ó¥Ëjùm×FÇC³F¤�©
M∗ ©c®�À	©cµ�¦u­�±�¦uª*Æ�Ó¥Ë�Ü@×FÇ

°�­*­¯´¥°`©c¤�®6ª ¦u°�¤�¿�©c°�ªy¦Ê³9¤�©
s.

¡�£¥¤�¦;²H­¯«`¿+±¥µ�©m°`¤�­¶®	¤�¦�©¯µ�¿�­¶¦u°R°�£¥ª¨¦`©c¿�ª2©¯¦R­¶®¥ª2¤�®�·j¸y¹�ËÊä¨­c°`ª�°�£�©c°Ê°�£¥ª¨À¥ª-Î�®¥¤�°�¤�­¯®
­c²;°�£¥ª¢®¥­¶«�¿ü¤�®�°�£¥ª$¦�§�©¶¬-ª

Cα(Ω)
¤�¿�§¥µ�¤�ªy¦�°�£D©m°

|f1f2|α ≤ |f1|α |f2|α , ∀f1, f2 ∈ Cα
(
Ω
)
.

Æ�Ó¥Ë�Ü Ó¶Ç
���



� 	 �9�D����� �=�?�
Ë��=ñ@ó
Ω ⊂ R3 êdñ�ëâîdémï�ðmñ��úê`é �\ï �¶ñ
� �¶é���ë 	Eï�� 	Eó �gó��¥ñ�êdé �\ï �¯ëmò,ì

∂Ω ∈ C3. � � � � é � ñó��¥ëcó��
	���
�������	������÷ëcï ���
	����������
	�������� �¥écè �����Iñ-ó+ó ��ñTñ��9ë¯î@ó	îdé ñ�� î 	?ñ@ï�ó
c∗ (x) � ëmó 	 ��� ñ � � �!� "��÷ëmï �

c∗ ∈
[2d1, 2d2] , c

∗ (x) = 2d1
�-émò

x ∈ R3�Ω,
� �¥ñ@ò�ñ�ï��#��êdñ@ò � d1, d2 > 0

ëmò�ñ�ç 	Eð�ñ@ï$�&%IémòÁëcï�ì � �\ï
î@ó
	?écï
c (x) ∈ Cα

(
R3
)
� ��î �%ó ��ëmó

c (x) ≥ d1
	Eï

Ω
ëcï �

c (x) = 2d1
	Eï

R3�Ω
îdémï � 	 �¶ñ-ò6ó ��ñ � écè �\ó 	?émï u (x, t)é ��ó ��ñ('�ë ��î �9ì � ò�é¶ê-è�ñ)�*���!���+�-,.���!�/�0���1�=ñ@ó

wc (x, s) ∈ C2+α
(
R3� {|x− x0| < γ}

)
, ∀γ > 0

êdñÁó ��ñ
�Ië � è�ë¯îdñ
ó|ò�ëmï � �-écò��2� �!��	3�%é �

u (x, t)
ëcï �

Vc (x) = s−2 lnwc (x, s) ∈ C2+α
(
Ω
) ê`ñ!ó��¥ñ�î`écò,ò�ñ � � émï � 	Eï9çó^ë 	Eè � �\ïLî-ó 	?émï4� � � � � é � ñ�ó��¥ëcó¨ó ��ñ�î��\ó��ué
5 � � ñ����¯é �dò`ñ
	���ñ@ï
î@ì s 	 � � é�è�ëmò�çFñ�ó��¥ëcóZê`écó � �-émò

c∗ (x)
ëmï �Áëcï�ì

� ��î � � �\ïLî-ó 	?émï c (x)
ó��¥ñ �-émèEè�é�� 	EïFç�ñ � ó
	���ëmó^ñ � ��émè �6� � ñ`ñ��879� "��3�

|V ∗|2+α ≤ ξ, |Vc|2+α ≤ ξ,
Æ?Ó�Ë�ÜmÔcÇ

� ��ñ-ò`ñ
ξ ∈ (0, 1)

	 � ë � �0� î 	?ñ@ï�ó|èíì � ��ëcèEè�ï��#��êdñ@ò)�:�Iñ-ó
V1,1 (x, s) ∈ C2+α

(
Ω
) êdñ�ó��¥ñ�	Eï 	Eó 	?ëmè
ó�ë 	Eè � �\ï
î@ó 	?émï

ëcï ��è�ñ-ó;� � ñ`ñ���
���70�3�

|V1,1|2+α ≤ ξ.
Æ?Ó�Ë�ÜyÕ¶Ç

< ñ@ï
émó^ñ
η := 2 (h+ σ + ξ + ε) .

�=ñ@ó
K = K (Ω) > 0

ê`ñ�ó��¥ñ�îdécï � ó�ëcï�ó*é �!ó ��ñ � î �¥ë ���¶ñ-ò
ó ��ñdémò�ñ)� 	Eï
�
	�����
+��ëmï �

N ≤ N
ê`ñ	ó��¥ñ+ó�écó�ëcè=ï��#��êdñ@ò*é � � �\ï
î@ó 	?émï � qn îdëmè�î �\è�ëcó�ñ ��ê@ì�ó ��ñ6ë¶êdémðmñ6ëcè çFémò 	Eó��!�=� � � � � é � ñó��¥ëcó0ó��¥ñ	ï��#��êdñ@ò

N = N (h)
	 � îdécï�ï
ñdî@ó�ñ �>� 	Eó �Áó ��ñ � ó^ñ � � 	@?yñ h ð 	?ë

N (h)h = β,
� �¥ñ@ò�ñ	ó��¥ñ�îdémï � ó^ëmïDó

β > 0
	 � 	Eï �¯ñ � ñ-ï �¯ñ@ï�ó¨émï

h
�A�Iñ-ó

β
êdñ � é � ��ëcèEè=ó��¥ëcó

β ≤ min

(
2

7
,

1

162KC∗s4
,

1

162C∗s4

)
≤ min

(
2

7
,

1

16KM∗s2
,

C∗

(M∗)
2

)
.

Æ?Ó�Ë�ÜyÖ¶Ç

B ïTë � � 	Eó 	?émïC,0è�ñ@ó0ó��¥ñ+ï��#��êdñ-ò
η

ëmï ��ó��¥ñ � ëcò�ë���ñ-ó^ñ@ò
λ

é �*ó��¥ñ�'ED=% � ëmó 	 � �dì�ó ��ñ �-écèEè�é�� 	Eï9ç�ñ � ó 	���ëcó�ñ �

η ≤ η0 (Ω,M∗, d1) = η0

(
Ω, ‖q∗‖C2+α(Ω)×C1[s,s] , d1, s

)

= min

(
1

2
,

1

4K
,

d1

32 · 16C∗s4
,

1

8C∗s2

)
= min

(
1

2
,

1

4K
,

d1

32M∗s2
,

2

M∗

)
,

Æ?Ó�Ë ù �¶Ç

λ ≥ λ0 (C∗,K, s, η) = max

(
164 (C∗)4 s8, 6 · 162 (C∗)2Ks4,

1

η2

)
.

Æ?Ó�Ë ù¥ÜyÇ

F ��ñ-ï �-émò	ñ@ð�ñ@ò,ì 	Eï�ó^ñ�ç¶ñ@ò
n ∈

[
1, N

] ó ��ñ �-écèEè�é�� 	Eï9ç�ñ � ó 	���ëcó�ñ � �¥émè �

∣∣qkn,1 − q∗n
∣∣
2+α

, |qn,i − q∗n|2+α ≤ 2KM∗

(
1√
λ

+ 3η

)
= 32C∗Ks2

(
1√
λ

+ 3η

)
,

Æ?Ó�Ë ù¶ù¯Ç

∣∣qkn,1
∣∣
2+α

, |qn,i|2+α ≤ 2C∗,
Æ?Ó�Ë ù¯å¶Ç

|cn,i − c∗|α ≤ 8M∗s2
(

1√
λ

+ 3η

)
= 128C∗s4

(
1√
λ

+ 3η

)
.

Æ?Ó�Ë ùc×FÇ
���



B ïTë � � 	Eó 	?émïC,�� �\ï
î@ó
	?écï � cn,i (x) ≥ d1
	Eï

Ω
ëcï �

ĉn,k (x) ≥ d1
	Eï

R3 Ë
� ò�éyé �dË
¡�£�ª�¿�©��p­¯«¢§�©¯«u°$­¯²0°`£¥ª�§¥«`­9­c²�¤�¦¢°`£¥ª�¦`©c¿�ª�©¯¦¢­¶®¥ª�¤�®Ø·j¸y¹�Ë
¡�£¥ª�­¶®¥µ�¾%°�£¥¤�® ¼�» ª�§¥«�­m³¶ª�®¥­ »

¤�¦¢°`£¥ª�¬-­¶®9³¯ª@« ¼ ª ®�¬-ª	­c²0²H±¥®�¬,°`¤�­¶®�¦
qkn,1

²H­¯«
k → ∞,

´
ª ¬ ©c±�¦�ª�¤Ì° » ©¯¦¢®¥­¯°*§¥«�­m³¶ª@®â¤�® ·j¸�¹�Ë ¡�£¥ª�¤�À\ªy©
­¯²0°`£¥ª
§¥«�­9­¯²Z¤�¦6°`­ú¬-­¯®D¦u¤�À\ª@«6°`£¥ª�À\¤ÌÚLª@«`ª@®D¬-ª ¦

q̃kn,i = qkn,i − q∗n, q̃n,i = qn,i − q∗n,
­¶´\°`©¯¤�®ØÈ�¤�«`¤�¬d£�µ�ª@°�´
­¯±�®�À¥©c«`¾

³�©¯µ�±�ªZ§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�¦�²H­¯«�µ�¤�®¥ª ©¯«0ª µ�µ�¤�§¥°�¤�¬¨ª ÑF±�©c°�¤�­¯®�¦�²H­¯«�°�£¥ª ¿û³F¤�©$¦�±¥´\°`«`©¶¬,°�¤�® ¼ Æ?Ó¥Ë Õ¶ÇR²H«�­¶¿Ûª ¤Ì°`£¥ª@«¢Æ�¸¥Ë ¸¶ÇR­¯«�Æ�¸¥Ë ÕFÇ,º
©c®�ÀúÆ�Ó¥ËíÔcÇ�²H«`­¯¿ ª@¤�°�£¥ª «	Æ|¸\Ë Ó¶Ç�­¶«+Æ�¸¥Ë ÖFÇ,ºD©¯®�À�°�£�ª@®%¦�ª ÑF±¥ª ®¶°`¤�©¯µ�µ�¾!±D¦uª*°`£¥ª+ªy¦p°`¤�¿�©c°�ª!Æ�Ó¥Ë�Üy¸¯Ç�­¯²R°�£¥ª �\¬d£�©c±DÀ\ª@«
°�£¥ª ­¯«`ª@¿ü°`­�ª ¦u°�¤�¿�©m°`ª$®¥­¯«`¿�¦ ∣∣q̃kn,i

∣∣
2+α

, |q̃n,i|2+α
²H«`­¯¿ °�£¥ª6©c´
­m³¯ª¯Ë0Ä^®%À\­¶¤�® ¼ ¦�­�ºD­¯®¥ª*®�ª@ª À�¦2°�­!ª ¦u°�¤�¿�©c°�ª

À\¤ÌÚLª@«`ª@®D¬-ª ¦�­¯²I°d©c¤�µ�¦
Ṽn,k = Vn,k − V ∗ ±D¦u¤�® ¼ Æ�¸¥Ë�Ü��¶Ç,º4Æ�Ó¥Ë�Ü�Ô¯Ç0©¯®�ÀâÆ?Ó¥Ë�Ü ÕFÇ,º¥©¶¦ ∣∣∣Ṽn,k

∣∣∣
2+α

≤ 2ξ ≤ η.
Ä�°4²H­¯µ�µ�­ » ¦
²H«`­¯¿ · ¸m¹c°�£D©m° ¼ ¤�³¶ª@®�°�£¥ª�®9±¥¿	´Dª «

n
ºyª ¦u°�¤�¿�©c°�ªy¦�Æ?Ó�Ë ù¶ù¯ÇL©c®DÀ6Æ�Ó¥ËjùcåFÇ¥²H­¶« ∣∣qkn,1 − q∗n

∣∣
2+α

,
∣∣qkn,1

∣∣
2+α¬@©c® ´
ªg§�«�­m³¶ª@®4º$±D¦u¤�® ¼ °`£¥ª÷©¯´D­m³¶ªÙ­¯±\°`µ�¤�®¥ªyÀ"¤�À\ªy©¥º » ¤Ì°`£¥­¯±\°T°�£¥ª÷§¥«`­F­¯²�­c²!¬-­¶®9³¯ª@« ¼ ª ®�¬-ªá­¯²�²H±¥®�¬,°`¤�­¶®�¦

qkn,1, k → ∞.
�Zª@®�¬@ª¯º » ª$©¶¦�¦�±¥¿�ª*®¥­ » °�£�©c°2°�£¥ªy¦uª$ªy¦p°`¤�¿�©c°�ª ¦Z©c«`ª*³�©¯µ�¤�ÀCË¨Â0­¯®�¦�¤�À\ª@«�²H­¶«¨ª-Ý¥©c¿�§¥µ�ª¢°�£�ª+¬@©¶¦uª

n = 1
ºc¦�¤�®�¬@ª�­c°�£�ª@«�¬@©¶¦uªy¦R©c«`ª�¦�¤�¿�¤�µ�©¯« Ë �4ª@°

m, r > 2
´
ª�° » ­¢§
­¶¦�¤Ì°`¤�³¶ª�¤�®F°�ª ¼ ª@«d¦ Ë=ÈZª ®¥­c°`ª

am,r = qm1,1−qr1,1.�9ª-°�°�¤�® ¼ ¤�®ÁÆ|¸\Ëj¸¯Ç-º�Æ�¸¥Ë ÓFÇ
n = 1, k := m

º¯°�£¥ª ®
k := r

©c®DÀ6¦�±¥´\°`«`©¶¬,°`¤�® ¼ ° » ­¢«�ªy¦u±¥µ�°�¤�® ¼ ªyÑ¶±D©m°�¤�­¯®D¦@º » ª�­¯´\°d©c¤�®

∆am,r − εam,r +A1,1∇amr · ∇V1,1 = 2
I1,1
I0

∇am−1,r−1 ·
(
∇qm−1

1,1 + ∇qr−1
1,1

)
,

Æ�Ó¥Ëjù¯¸¯Ç

am,r |∂Ω= 0.
Æ?Ó�Ë ù¯Ó¶Ç

�¥­¯«�°`£¥ª*³¯ªy¬,°`­¯«�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
f = (f1, f2, f3) , fi ∈ Cα

(
Ω
) À¥ª@®¥­¯°�ª

|f |α =




3∑

j=1

∣∣fxj

∣∣2
α




1/2

.

�¨ª@®D¬-ª¯º |∇am−1,r−1|α ≤
√

3 |am−1,r−1|2+α
©¯®�À6´9¾
Æ?Ó�Ë ù¯å¶Ç ∣∣∇qm−1

1,1 + ∇qr−1
1,1

∣∣
α
≤ 4

√
3C∗.

�Zª@®�¬@ª¯ºDÆ?×�Ë Ó¶Ç
©c®�ÀâÆ?Ó�Ë�ÜyÓ¶Ç0µ�ªy©¯À!°�­

∣∣∣∣2
I1,1
I0

∇am−1,r−1 ·
(
∇qm−1

1,1 + ∇qr−1
1,1

)∣∣∣∣
α

≤ 100C∗s2

λ
|am−1,r−1|2+α .

Æ�Ó¥Ëjù¶ÔcÇ

Þ¨§¥§¥µ�¾9¤�® ¼ Æ?Ó¥Ë�Üy¸¶ÇÊ°`­ÁÆ?Ó�Ë ù¶¸¯Ç,º4Æ�Ó¥ËjùcÓFÇ,º¥©c®DÀ�°d©cã9¤�® ¼ ¤�®F°�­�©¯¬ ¬-­¶±¥®F°*Æ�Ó¥Ëjù\Ü�Ç0©¯®�ÀâÆ?Ó¥Ëjù¶Ô¯Ç,º » ª¢­¯´\°d©c¤�®

|am,r|2+α ≤ 100KC∗s2

λ
|am−1,r−1|2+α ≤ 100

6 · 162C∗s2
|am−1,r−1|2+α .

Æ�Ó¥ËjùcÕ¶Ç

�9¤�®D¬-ª*´9¾%Æ?Ó�Ë ÓFÇ�©c®�ÀáÆ?Ó�Ë�Ü¶ÜyÇ
C∗s2 > 1,

°`£¥ª@®úÆ?Ó�Ë ù¯Õ¶Ç0¤�¿6§�µ�¤�ª ¦�°`£�©m°

|am,r|2+α ≤ 1

10
|am−1,r−1|2+α .

Æ�Ó¥ËjùcÖ¶Ç

Ä�°2²H­¯µ�µ�­ » ¦0²H«`­¯¿ Æ�Ó¥ËjùcÖFÇÊ°`£�©m°2°`£¥ª$¦uªyÑF±¥ª@®�¬@ª {
qk1,1
}∞
k=1

¦`©m°�¤�¦uÎ�ª ¦0°�£�ª	Â�©c±�¬d£9¾!¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª@®�¬@ª�¬-«`¤�°�ª@«`¤�­¯®4Ë
�
Ë

� ñ)��ëcò�� � ôÜ¯Ë6Ä�°¢­¯²E°�ª ®â£D©c§¥§
ª@®�¦¢¤�®T°�£¥ª�¬-­¶¿�§¥±\°`©c°�¤�­¯®�©¯µÊ§¥«d©¯¬,°`¤�¬@ª	­¯²0¤�µ�µ�Í�§D­F¦uªyÀ%§¥«`­¯´�µ�ª ¿�¦�°`£�©m°¢°�£�ª@­¯«`ª-°`¤�¬ ©cµRª ¦u°�¤�Í
¿�©c°�ªy¦¨­c²�¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª@®�¬@ª�°`£¥ª@­¶«�ª ¿�¦Z©c«`ª*¿�­¯«`ª$§
ª ¦`¦u¤�¿�¤�¦u°�¤�¬¢°�£D©c®Á­¶®¥ª ¦2­¶´\°`©¯¤�®�ª À�¤�®Á®9±¥¿�ª@«`¤�¬ ©cµ=¦u°�±�À¥¤�ªy¦@ºL©c®�À
©cµ�¦u­¢¦u­¶¿�ª�À\¤�¦`¬-«`ª@§�©¯®�¬-¤�ª ¦I´Dª@° » ª ª@®�©c®�©¯µ�¾F°`¤�¬ ©cµ9«�ªy¦u±�µÌ°d¦;©¯®�À+°�£¥ª ¤�«R®9±¥¿�ª@«`¤�¬ ©cµ9¤�¿6§�µ�ª ¿6ª ®F°`©m°`¤�­¶®�¦R­c²E°`ª@®6­\¬@¬-±�« Ë
à�±¥«�¬@­¯¿�§¥±\°d©m°`¤�­¶®�©cµ
ª-Ý\§
ª@«`¤�ª ®�¬-ª�°�ª µ�µ�¦�±�¦0°�£�©c°0°`£¥¤�¦�¤�¦�ª-Ý¥©¯¬-°�µ�¾6­¶±¥«2¬@©¶¦uª�¤�®
«�ª@²Hª@«`ª@®�¬@ª¨°�­6ª ¦u°�¤�¿�©m°`ª ¦�Æ?Ó¥Ë�Ü ÖFÇ�Í

� �



Æ?©FÇ
GFDM

Æ?´DÇ
G = GFEM ∪GFDM

Æ?¬yÇ
GFEM = Ω
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��56(�/
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Ω
&0-.�

c(x) = 1
3�*,�

x ∈ G�Ω
U

Æ�Ó¥Ëjùm×9Ç,Ë�Ä�°�¦uª ª@¿�¦2°`­�´
ª+©m°¨°`£¥ª*Î�«d¦u° ¼ µ�©c®�¬@ª�°�£�©c°�´
ª ¬@©¯±�¦�ª*­c²¨Æ?Ó�Ë ùc×FÇ,º�­¯®¥ª+¬ ©c®�¦u°�­¯§�°`£¥ª$¤�°�ª «`©c°�¤�³¯ª*§¥«`­\¬-ª ¦`¦
©c°
n = 1

Ë �¨­ » ª@³¶ª@«yº\­¯±¥«2®9±¥¿�ª@«`¤�¬@©cµCª@Ý\§Dª «�¤�ª@®�¬@ª$¦u£�­ » ¦�°�£�©c°¨°�£¥¤�¦ » ©�¾�­¯®�ª$¬@©c®�®¥­c°¨­¶´\°`©¯¤�® ¼ ­9­\À
¤�¿�© ¼ ª ¦ Ë
�Zª@®�¬@ª¯º » ª�±�¦�ª�¤�®ú­¶±¥«+¬@­¯¿�§¥±\°d©m°�¤�­¯®D¦+©�¦u°�­¯§�§¥¤�® ¼ «�±�µ�ª¶º » £¥¤�¬d£ú¤�¦+À\¤�Ú
ª «�ª ®F°+²H«`­¯¿�Æ�Ó¥Ëjùm×9Ç,Ë�Þ2¬,°`±�©cµ�µ�¾¶º » ª
À¥­!®¥­¯°�±�¦�ª$°`£¥ª

C2+α(Ω)
®�­¯«`¿�°`­!³¯ª «�¤�²H¾�¬-­¶®F³¶ª@« ¼ ª ®�¬-ª¶º¥´Dªy¬@©¯±�¦uª	¤Ì°�¤�¦�«d©m°�£�ª@«�¬@­¯¿�§¥µ�¤�¬ ©m°`ª À�¤�®�°�£�ª6¬@­¯¿6Í

§�±\°`©c°�¤�­¯®�©¯µ;§�«`©¶¬,°�¤�¬-ª	°�­�¬@­¯®�¦�¤�À¥ª@«�°�£¥¤�¦¢®¥­¶«�¿1©¯®�À%©¯µ�¦�­
´
ª ¬ ©c±�¦�ª�©cµ�µÊ®¥­¯«`¿�¦�¤�®TÎ�®¥¤�°�ª�À\¤�¿6ª ®�¦�¤�­¶®�©cµÊ¦�§�©¯¬@ª ¦
©¯«�ª6ª ÑF±¥¤�³m©cµ�ª@®F° ºI©c®�À » ª » ­¯«`ã�¤�®á©
Î�®¥¤�°�ª�À\¤�¿6ª ®�¦�¤�­¶®�©cµ�¦�§�©¯¬@ª	­¯²�Î�®�¤Ì°`ª6ª µ�ª ¿�ª@®F°`¦¢¤�®T­¶±¥«$¬-­¶¿�§¥±\°`©c°�¤�­¯®�¦ Ë
Ä^®÷©¯À¥À\¤�°�¤�­¯®=º » ª�£�©�³¶ª�±�¦�ª Àâ°�£�ª

δ− ²H±¥®�¬,°`¤�­¶®Ù¤�®øÆ�ù¥Ë�Ü�Ç*©c®�Àâ°`£¥ª » £�­¯µ�ª!¦u§D©¯¬-ª
R3 ­¯®�µ�¾T²H­¯«+°�£¥ª�¦�©¯ã¯ª�­c²

©
¬-­¶®F³¶ª@®¥¤�ª@®F°2²H­¶«�¿	±¥µ�©c°�¤�­¯®�­¯²Ê°�£¥ª6©¯¦�¾F¿�§\°`­c°`¤�¬+´Dª £�©�³9¤�­¶«+Æ�ù¥Ë ÖFÇ,ËZÄ^®%­¯±¥«�¬-­¯¿�§¥±¥°`©m°`¤�­¶®�¦ » ª$±D¦uª+°�£¥ª	§¥µ�©¯®¥ª
» ©�³¯ª¢©c®DÀ�©�´
­¯±�®�À\ª À�À\­¶¿�©c¤�®

G
²H­¶«�°�£¥ª+¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®
­¯²I°`£¥ª*²H­¯« » ©c«dÀ�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�Ë�àZ°`£¥ª@«2¿�©c¤�®�À\¤�¦�¬@«�ª §�©c®�¬@¤�ªy¦

´
ª-° » ª@ª ®á­¯±¥«¢°`£¥ª@­¶«�¾%©¯®�À%°�£¥ª!¬@­¯¿�§¥±\°d©m°`¤�­¶®�©cµÊ¤�¿�§¥µ�ª ¿�ª@®F°`©c°�¤�­¯®á©c«`ª6µ�¤�¦p°`ª Àâ¤�®ú¦�±¥´�¦�ª ¬-°�¤�­¯®gÔ9Ëjù
­c²¢· ¸y¹�Ë�Ä^®
§D©c«�°�¤�¬-±¥µ�©c«yº9¤Ì°¨¤�¦¨¦u°`©m°`ª À!°�£¥ª «�ª¢°`£�©m° » ª*³¯ª «�¤�²H¾�°�£¥ª$©¶¦u¾9¿�§\°`­c°�¤�¬�´Dª £�©�³9¤�­¶«2©m°

s→ ∞ ¬-­¯¿�§¥±¥°`©m°`¤�­¶®�©cµ�µ�¾¯Ë
ù¥Ëú¡=«`±¥®�¬ ©m°�¤�® ¼ ¤�®F°�ª ¼ «d©cµ�¦+©c°�©T£¥¤ ¼ £Ù§�¦�ª@±DÀ\­%²H«`ª ÑF±¥ª ®�¬-¾

s
¤�¦	©T®�©c°�±¥«d©cµ0°�£¥¤�® ¼ °�­âÀ\­�º�´
ª ¬ ©c±�¦�ª!­¶®¥ª

«`­¯±¥°�¤�®¥ª@µ�¾�°�«`±¥®�¬@©c°�ªy¦=£¥¤ ¼ £$²H«�ªyÑ¶±�ª@®�¬@¤�ªy¦=¤�®+§¥£9¾\¦�¤�¬ ¦I©¯®�À$ª ® ¼ ¤�®¥ª@ª «�¤�® ¼ Ë ��¾�°`«�±�®�¬@©c°�¤�® ¼ ¤�®F°�ª ¼ «`©¯µ�¦ º » ª�©¯¬-°�±�©¯µ�µ�¾
¬@­¯¿�ª¢±¥§ » ¤Ì°`£�©6À¥¤ÌÚLª@«`ª@®F° ºD©cµ�°�£¥­¶± ¼ £�©�Ñ¶±�¤Ì°`ª*«�ªy©¯¦�­¯®�©¯´¥µ�ª�¿�©m°�£�ª@¿�©m°`¤�¬ ©cµC¿�­\À\ª@µ|Ë

å�Ë*à�®�ª+­c²�°�£¥ª6´�©¯¬dã�´
­¯®¥ªy¦Z­¯²�°�£¥ª	°�£�ª@­¯«`¾�­c²�¤�µ�µ�Í�§D­F¦uªyÀ�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�¦�¤�¦Z°�£�©c°�°`£¥ª+®9±¥¿	´Dª «¢­c²�¤�°�ª@«d©m°`¤�­¶®�¦
¬ ©c®�´
ª�¬d£�­¶¦�ª@®�©¯¦0©$«`ª ¼ ±�µ�©¯«�¤�ß ©c°�¤�­¯®6§�©c«d©c¿�ª-°`ª@«yº¶¦�ª@ª¶º¶ª¶Ë ¼ Ë�ºF§�© ¼ ª$Üy¸FÔ�­c²�·�Ü Ó�¹�ËÊ¡�£¥ª@«`ª-²H­¶«�ª¶º » ªZ£�©�³¶ª¨©*³¯ªy¬,°`­¯«
(s,N,m1, ...,mN )

­¯²�«`ª ¼ ±¥µ�©c«`¤�ßy©m°�¤�­¯®÷§�©c«d©c¿�ª@°�ª@«d¦ º0¦�ª@ªÁÀ\ª@°`©c¤�µ�¦�©c´
­¯±\°�°`£¥ª@¤�«!¬d£¥­¶¤�¬@ª�¤�® ¦�±¥´�¦�ª ¬,°`¤�­¶® Õ¥Ëjù\Ë
�\ª-°u°`¤�® ¼ N (h)h = β = const. > 0

¤�¦*¤�®ú©c®á© ¼ «`ª@ª ¿�ª@®F° » ¤Ì°`£4º=ª¶Ë ¼ Ë�º �4ª@¿�¿�©�Ó¥Ëjù
­¯®á§�© ¼ ª�Üy¸¯Ó!­¯²�·�Ü Ó�¹�º
¦�¤�®�¬-ª6°�£�¤�¦*µ�ª@¿�¿�©�¦u£�­ » ¦�©�¬@­¯®¥®¥ªy¬,°`¤�­¶®T´
ª-° » ª@ª ®%°`£¥ª�ª@«`«�­¶«�¤�®T°�£¥ª�À¥©c°`©�©c®DÀÁ°`£¥ª�®9±¥¿+´
ª@«*­¯²0¤�°�ª@«d©m°`¤�­¶®�¦
ÆH°�£�©c°�µ�ª@¿�¿�©�¤�¦¨§¥«`­m³¯ª ®!²H­¶«�©�À\¤�ÚLª@«`ª@®F°�©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£�¿�Ç-Ë2¡�£¥ª$®9±¥¿+´
ª@«

β
¤�¦�¦u¿�©¯µ�µI´Dªy¬@©c±D¦uª$­¶±¥«Z©¯µ ¼ ­¯«`¤Ì°`£¥¿�¤�¦

­¶«�¤ ¼ ¤�®�©c°�ª À
´9¾!ªyÑ¶±D©m°�¤�­¯®úÆ�å¥Ë Ö¶Ç,º » £¥¤�¬d£�¬@­¯®F°`©¯¤�®�¦�®�­¯®¥µ�¤�®�ª ©c«¨°�ª@«`¿�¦ » ¤�°�£
s
Í|¤�®F°�ª ¼ «d©cµ�¦0­¯²I°`£¥ª!\Ê­¶µÌ°`ª@«`«`©	°p¾9§Dª¶Ë

Ä�° » ª µ�µIãF®�­ » ®
°`£�©m°�¤�® ¼ ª@®¥ª «`©¯µ=¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®�¦2­¯²Ê®¥­¯®¥µ�¤�®¥ª ©¯«¨¤�®F°`ª ¼ «d©cµCªyÑF±�©m°`¤�­¶®�¦2­c²R°`£¥ª!\Ê­¯µ�°�ª «�«d©6°p¾9§Dª	¬@©c®�´
ª
ªy¦p°`¤�¿�©c°�ª À�­¶®¥µ�¾!­¯®�¦u±\Ã�¬@¤�ª ®¶°`µ�¾
¦u¿�©cµ�µ4¤�®F°�ª@«`³m©cµ�¦@Ë

] � �	��� �R�I���\�y ?�
� 
¢�����
	 � . �D��
 �\�m�g)¢�m��������� �ZÄ^®�°�£¥¤�¦0§�©c§
ª@« » ª » ­¯«`ã » ¤�°�£�°�£¥ª�¬-­¯¿�§¥±¥°`©m°`¤�­¶®\Í
©¯µ�µ�¾!¦�¤�¿	±¥µ�©m°�ªyÀ
À�©m°`©�ËÊ¡�£�©m°2¤�¦@º9°`£¥ª$À¥©m°d©	©¯«�ª ¼ ª ®¥ª@«d©m°`ª À!´F¾
¬-­¯¿�§¥±¥°�¤�® ¼ °�£¥ª¢²H­¶« » ©c«dÀ�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿ Æ|Ô9Ëjù¯Ç » ¤�°�£
°`£¥ª ¼ ¤�³¯ª ®g²H±�®�¬,°`¤�­¶®

c(x)
Ëø¡=­ú¦�­¯µ�³¯ª
°�£¥ª�²H­¶« » ©c«dÀÙ§�«�­¶´¥µ�ª ¿�º » ª�±�¦uª�°`£¥ª�£9¾F´�«�¤�À
�;É��_^��RÈ � ¿�ª@°�£¥­\À

À¥ª ¦`¬-«`¤�´
ª Àø¤�®Û·�Ü¶Ü,¹�Ë ¡�£¥ªá¬-­¶¿�§¥±\°`©c°�¤�­¯®�©¯µ*À\­¯¿�©c¤�®ø¤�®"©cµ�µ�­¶±¥«�°�ªy¦p°d¦
G = GFEM ∪ GFDM

¤�¦�¦uª@°Á©¯¦
G = [−4.0, 4.0] × [−5.0, 5.0]

Ëú¡�£¥¤�¦6À¥­¯¿�©c¤�®Ù¤�¦6¦�§¥µ�¤Ì°�¤�®F°�­á©�Î�®¥¤�°�ª�ª µ�ª ¿6ª ®F°�À\­¶¿�©c¤�®
GFEM := Ω =

[−3.0, 3.0]× [−3.0, 3.0]
©¯®�À�©�¦�±¥«�«`­¯±�®�À\¤�® ¼ À¥­¯¿�©c¤�®

GFDM
» ¤Ì°`£�©�¦u°�«`±�¬-°�±¥«`ª À�¿�ª ¦�£4ºD¦�ª@ª �;¤ ¼ ±¥«`ª5Ó¥Ë�Ü¯Ë

¡�£�ª$¦u§�©¶¬-ª*¿�ª ¦�£�¤�®
Ω

¬@­¯®�¦�¤�¦u°`¦�­¯²R°�«`¤�©¯® ¼ µ�ª ¦2©¯®�À�¤�®
GFDM

Í�­¯²Ê¦`ÑF±�©c«`ª ¦ » ¤�°�£�°`£¥ª$¿�ª ¦�£Á¦u¤�ß@ª
h̃ = 0.125

��	



t = 0.5 t = 3.7 t = 5.9 t = 6.9

t = 7.5 t = 8.5 t = 9.6 t = 11.2

� � ����� �
	yUN�.�8�4/������4��*0�45��%3�&,(4�8��*�3�/%
��)�+�%�$5�C &0/Z�+�N�
	�&,(8/ ��*0C 5�/
��*0- /Z*J/�
6�@3�*,��:>&0�#�)B.�#*���C ���  ��0U�
�"I&0/'�0� � �8�#�8-1/ /
�%�7�8�
: ��/%
I&�B.C &0-.�7:>&0PQ�7��-1�%/���&0C � �8�4�)&0/E/%
��$/Z*�BT�+*05�-.�,&0����U

¤�®â°�£�ª�­m³¯ª@«`µ�©c§¥§¥¤�® ¼ «�ª ¼ ¤�­¯®�¦ Ë�Þ�°$°�£�ª�°�­¯§ú©¯®�À%´
­c°�°�­¶¿ ´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¤�ªy¦¢­c²
G » ª�±�¦�ª�Î�«`¦u°uÍ�­¯«dÀ\ª@«*©¯´�¦u­¶«�´�¤�® ¼

´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾�¬-­¯®DÀ\¤Ì°`¤�­¶®�¦$·�Ü�Ôy¹ » £¥¤�¬d£Á©c«`ª*ª-Ý¥©¯¬-°¨¤�®�°`£¥¤�¦¨§�©¯«u°`¤�¬@±¥µ�©¯«Z¬@©¶¦uª$¦�¤�®�¬-ª*°`£¥ª$§¥µ�©c®�ª » ©�³¶ª¢¤�¦Z¤�®¥¤�°�¤�©cµ�¤�ß@ª À
¤�®Á®�­¯«`¿�©¯µ=À\¤�«�ªy¬,°`¤�­¶®�¤�®F°�­

G
¤�®Á©cµ�µ=­¶±¥«¨°`ª ¦u°`¦ Ë¨Þ�°¨°�£�ª+µ�©m°�ª «`©¯µ4´
­¯±¥®�À�©c«�¤�ª ¦ º�¿�¤�«�«`­¯«2´
­¯±�®�À¥©c«`¾�¬-­¯®DÀ\¤Ì°`¤�­¶®�¦

©cµ�µ�­ » ±D¦�°�­�©¯¦`¦�±¥¿�ª¢©¯®
¤�®\Î�®�¤Ì°`ª+¦u§D©¯¬-ª*À\­¶¿�©c¤�®
¤�®�°�£¥ª¢µ�©m°�ª «`©¯µ4À\¤�«�ªy¬,°�¤�­¯®=Ë

¡�£¥ª$²H­¶« » ©c«dÀ!§�«�­¶´¥µ�ª ¿ ¤�¦�¬-­¯¿�§¥±¥°�ª À�¤�®�°`£¥ª	À\­¶¿�©c¤�®
G ⊂ R2 Æ �;¤ ¼ ±¥«�ª6Ó¥Ë�ÜyÇ-Ë¨¡�£¥ª+¬-­9ª@Ã�¬@¤�ª ®F°

c(x)
¤�¦

±¥®¥ã9®¥­ » ®�­¯®¥µ�¾�¤�®�À¥­¯¿�©c¤�®
Ω ⊂ G

©c®DÀ

c(x) = 1
¤�®
G�Ω.

Æ|Ô\Ë�Ü�Ç

¡�£¥ªÁ°`«`©¶¬-ªÁ­¯²*°�£¥ªâ¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®ö­c²*°`£¥ªÁ²H­¶« » ©c«dÀ §¥«`­¯´¥µ�ª@¿ ¤�¦!«`ª ¬@­¯«dÀ\ª ÀØ©m°
°�£¥ªT´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾
∂Ω

Ë ä¨ª@Ý9° º¨°`£¥ª
¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

c(x)
¤�¦ Ï ²H­¶« ¼ ­c°�°�ª@®\Ðdº�©¯®�ÀÙ­¶±¥« ¼ ­¶©¯µ0¤�¦	°�­â«�ªy¬-­¯®D¦p°`«�±�¬-°+°`£¥¤�¦�¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°6²H­¯«

x ∈ Ω
²H«`­¯¿'°`£¥ª

À¥©m°d©
ϕ (x, s) .

¡�£¥ª	´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾�­c²R°`£¥ª6À¥­¯¿�©c¤�®
G

¤�¦
∂G = ∂G1 ∪ ∂G2 ∪ ∂G3.

�¨ª «�ª¶º
∂G1

©¯®�À
∂G2

©¯«�ª
«�ªy¦u§
ª ¬-°�¤�³¯ª@µ�¾�°`­¯§Á©c®DÀ
´
­c°�°�­¶¿ ¦�¤�À¥ª ¦2­¯²I°`£¥ª$µ�©c« ¼ ª ¦u°¨À\­¯¿�©¯¤�®�­c² �;¤ ¼ ±¥«`ª$Ó¥Ë�Ü*©c®�À

∂G3
¤�¦2°�£�ª$±¥®¥¤�­¯®�­c²Rµ�ª-²E°

���



t = 2.1 t = 4.3 t = 4.3 t = 4.8

t = 5.9 t = 6.4 t = 9.1 t = 10.7

������� � � � UJ�.�8�4/ 
�� �4��*0�45��%3�&,(4�8��*�3$/%
����4���75�C &0/Z�4�I�
	�&,(8/ ��*0C 5�/
��*0-S/
*X/%
�� 3�*0��:>&0����B.�#*���C ���Y �,U�
�"X: �%/�
 &7B.C &0-.�):>&0PQ�
�%-1��/
�%&,C �����4�W&0/E/%
��7�+*0/
/Z*0� �+*05�-.�,&0����U

©¯®�À
«�¤ ¼ £F°¨¦u¤�À\ªy¦�­c²;°�£¥¤�¦¨À\­¶¿�©¯¤�®=Ë;Ä^®�­¶±¥«�Î�«d¦p°�°�ªy¦p°2°`£¥ª¢²H­¯« » ©c«dÀ�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�¤�¦

c (x)
∂2u

∂t2
−4u = 0,

¤�®
G× (0, T ),

u(·, 0) = 0,
∂u

∂t
(·, 0) = 0,

¤�®
G,

∂nu
∣∣
∂G1

= f (t) ,
­¯®

∂G1 × (0, t1],

∂nu
∣∣
∂G1

= ∂tu,
­¯®

∂G1 × (t1, T ),

∂nu
∣∣
∂G2

= ∂tu,
­¯®

∂G2 × (0, T ),

∂nu
∣∣
∂G3

= 0,
­¯®

∂G3 × (0, T ),

Æ�Ô9Ëjù¯Ç

» £�ª@«`ª
T

¤�¦�°�£¥ª¢Î�®D©cµC°`¤�¿�ª$©c®DÀ
f(t)

¤�¦�°�£�ª*§¥µ�©¯®¥ª » ©�³¯ª�À¥ª-Î�®¥ªyÀ�©¯¦

f(t) =
(sin (st−π/2) + 1)

10
, 0 ≤ t ≤ t1 :=

2π

s
, T = 17.8t1.

¡�£9±�¦ º¥°`£¥ª+§�µ�©¯®¥ª » ©�³¯ª*¤�¦¨¤�®¥¤Ì°`¤�©¯µ�¤�ß@ªyÀ�©m°¨°`£¥ª$°`­¯§�´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾
∂G1

©¯®�À�§¥«`­¯§�© ¼ ©c°�ª ¦�¤�®F°�­
G

²H­¶«
t ∈ (0, t1]

Ë
�;¤�«`¦u°	­¶«`À¥ª@«+©¯´�¦u­¶«�´�¤�® ¼ ´
­¯±�®�À¥©c«`¾á¬-­¯®DÀ\¤Ì°`¤�­¶®�¦
·�ÜmÔ ¹�©¯«�ª�±D¦uªyÀú­¯®

∂G1 × (t1, T ]
©c®�À

∂G2 × (0, T ]
º;©¯®�À

°`£¥ª�ä¨ª@±�¿�©¯®¥®Ù´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾ú¬-­¯®DÀ\¤Ì°`¤�­¶®Ù¤�¦+±�¦�ª Àg­¯®ú°`£¥ª�´D­¯°u°�­¶¿'´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾
∂G3

ËáÄ^®ú°`£¥ª�¦�ª ¬@­¯®�Àú°�ª ¦u° » ª
� �



¬-­¯®D¦u¤�À\ª@«0°�£�ª�¬ ©¯¦�ª » £¥ª ®�°�£�ª�§¥µ�©c®�ª » ©�³¯ª¨¤�¦�¤�®¥¤�°�¤�©cµ�¤�ß@ª À
©m°�°�£¥ª�´
­c°u°`­¯¿û´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾�©c®�À�±D¦uª�°�£¥ª¢ä¨ª ±¥¿�©c®¥®
´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾+¬@­¯®�À¥¤Ì°`¤�­¶®6©c°;°`£¥ª�°�­¶§	´
­¯±�®�À¥©c«`¾¯Ë;Ä^®	°�£¥ª2¤�®F°�ª ¼ «`©¯µCÆ�ù\Ë Ó¶ÇI­¯²D°`£¥ª �=©¯§¥µ�©¶¬-ª0°�«d©c®�¦u²H­¯«`¿ » ª�¤�®F°�ª ¼ «d©m°�ª
²H­¯«

t ∈ (0, T ) .
�4� � 	 �
��� � �;�   �4 ?� �á� �9� 	I�;  �C� � ��Ä^®�°�£¥¤�¦0¦�ª ¬-°�¤�­¯® » ªZÀ\ªy¦�¬@«�¤�´Dª¨°�£¥ª�©¯À¥©¯§\°�¤�³9¤Ì°p¾	°�ªy¬d£¥®¥¤�Ñ¶±�ª¯ºF²H­¯«�°�£¥ª

¦�©¯ã¯ª�­c²¨¬-­¶¿�§¥µ�ª@°�ª ®¥ª ¦`¦@º;©¯¦ » ª@µ�µ�©¶¦¢²H­¯«*°`£¥ª!¦`©cã¶ª6­¯²0°`£¥ª!©¯´D­m³¶ª6¿�ª ®¶°`¤�­¶®¥ª Àá«`¤ ¼ ­¯«`­¯±D¦�ª@Ý\§¥µ�©¯®�©m°`¤�­¶®T­¯²�°�£¥ª
¿6ªy©c®¥¤�® ¼ ­c²�°`£¥ª

ψ
²H±¥®D¬,°�¤�­¯®=Ë �¨­ » ª@³¯ª « º » ª	©c«`ª+®�­c°¢§¥«�­m³9¤�® ¼ °`£¥ª�ª ¦u°�¤�¿�©c°�ª�Æ?Õ¥Ëjù¶Ô¯Ç2£¥ª «�ª	²H­¯«�°�£�ª ��«�ªy¬d£¥ª-°

À\ª@«`¤�³m©c°�¤�³¯ª¢­c²I°�£¥ª �I© ¼ «d©c® ¼ ¤�©c®!©¯®�À!¤�®�¦u°�ªy©¯À�«�ª@²Hª@«�²H­¶«¨À\ª-°d©c¤�µ�¦�°`­�·íÔ9ºDÕ\º�Ö�¹�Ë
¡=­ú±�¦�ª�°`£¥ª%©¯À�©c§\°`¤�³9¤�°p¾Ù°�ªy¬d£¥®¥¤�ÑF±¥ª¯º » ª�²H­¯«`¿+±¥µ�©m°`ª�°�£¥ª%¤�®9³¯ª «`¦�ª�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿ ²H­¯«�°`£¥ªÁ´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾g³m©cµ�±¥ª

§¥«�­¶´¥µ�ª@¿ Æ|Ô9Ëjù¯Ç�©¯¦0©c®�­¶§\°�¤�¿�¤�ßy©m°�¤�­¯®�§�«�­¶´¥µ�ª ¿�º » £¥ª «�ª » ª�¦uª ª@ã6°�£¥ª�±¥®¥ã9®¥­ » ®�¬@­Fª@Ã�¬-¤�ª@®F°
c(x)

º » £¥¤�¬d£ ¼ ¤�³¶ª ¦
°�£¥ª�¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®�­c²L°�£¥ª�´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾	³m©cµ�±¥ªZ§¥«`­¯´�µ�ª ¿ Æ|Ô\Ë ù¶Ç;²H­¯«�°�£¥ª¨²H±¥®�¬,°`¤�­¶®

u(x, t) » ¤�°�£�°`£¥ª¨´
ª ¦u°0µ�ª ©¯¦u°0¦`ÑF±�©c«`ª ¦
Î¥°2°�­�°`£¥ª¢°�¤�¿�ª$À\­¯¿�©c¤�®�­¯´�¦�ª@«`³m©m°`¤�­¶®�¦

g (x, t) ,
¦�ª@ª�Æ|ù\Ëj¸¯Ç,Ë�È�ª@®�­c°�ª

QT = Ω × (0, T ) , ST = ∂Ω × (0, T ) .à�±¥« ¼ ­F©cµL®¥­ » ¤�¦�°�­�ÎD®�À
°�£¥ª¢²H±¥®D¬,°�¤�­¯®
c(x) » £¥¤�¬d£�¿6¤�®¥¤�¿�¤�ß ª ¦�°`£¥ª$¡�¤�ã9£¥­¶®¥­m³�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�©¯µ

E(u, c) =
1

2

∫

ST

(u |ST
− g(x, t))2dσdt+

1

2
γ

∫

Ω

(c− c0)
2 dx,

Æ�Õ¥Ë�ÜyÇ

» £¥ª@«`ª
γ

¤�¦$°�£¥ª�«�ª ¼ ±¥µ�©c«`¤�ß ©m°`¤�­¶®T§D©c«d©c¿�ª-°`ª@«+©¯®�À
c0

¤�¦	©c®Ù¤�®¥¤�°�¤�©cµ ¼ ±¥ªy¦�¦$²H­¯«$°`£¥ª!±�®¥ã9®¥­ » ®Ù¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°
c
Ë

à�®á°�£¥ª!Î�«`¦u°	¦u°�ª §ú­c²2°�£�ª
©¯À�©c§\°`¤�³9¤�°p¾ » ª�°`©¯ã¯ª�°`£¥ª
¦`©c¿�ª�¿�ª ¦�£g©¯¦$­¯®¥ª » ª�£�©�³¶ª�±�¦�ª Àâ²H­¶«$°�£�ª ¼ µ�­¯´�©¯µ�µ�¾
¬-­¯®9³¶ª@« ¼ ª@®F°Z¿�ª@°�£¥­\ÀCË�¡�£¥ª	Î�«d¦p° ¼ ±�ª ¦`¦ c0 = c0 (x)

¤�¦*©cµ�¦u­!°`©cã¶ª@®%°�£¥ª�­¶®¥ª¯º » £¥¤�¬d£ » ©¶¦�­¶´\°`©¯¤�®�ª ÀÁ­¶®%°`£¥ª
¼ µ�­¯´�©¯µ�µ�¾�¬-­¶®F³¶ª@« ¼ ª ®¶°�¦p°d© ¼ ª¯Ë�à�®
ªy©¯¬d£!²H­¯µ�µ�­ » ±¥§�¦u°�ª §�­c²=°`£¥ª$©¯À�©c§\°`¤�³9¤�°p¾ » £¥ª@®�¿�ª ¦�£
«`ª-ÎD®¥ª@¿�ª@®F°2¤�¦�±�¦uªyÀCº
°�£¥ª�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

c0 (x)
¤�¦0°`©¯ã¯ª ®�²H«�­¶¿5°�£¥ª¢§¥«`ª@³9¤�­¯±�¦�¦u°�ª@§=ËÊÄ^®
À\­¶¤�® ¼ ¦�­�ºF³�©¯µ�±�ª ¦�­c²I°�£�©c°0²H±¥®D¬,°�¤�­¯®�©c«`ªZµ�¤�®¥ª ©¯«�µ�¾

¤�®F°�ª «�§
­¯µ�©m°`ª À÷²H«`­¯¿�°�£¥ª%¬@­¶©¯«`¦�ª@« ¼ «`¤�À÷­¶®Ø°�£¥ªÁÎ�®¥ª@« ¼ «`¤�À4ËOä¨­¯°�ª�°`£�©m°�¦u¤�®�¬-ª
c (x) = 1

¤�®Ø°�£¥ªâÀ\­¯¿�©¯¤�®
G�Ω,

°`£¥ª@® ¼ ¤�³¯ª ®Ù°�£�ª
²H±�®�¬,°`¤�­¶®
g(x, t) = u |∂Ω,

­¯®�ª�¬ ©c® ±¥®¥¤�Ñ¶±�ª@µ�¾ÙÀ\ª-°`ª@«`¿6¤�®¥ª�°�£�ª
²H±�®�¬,°`¤�­¶®
u(x, t)²H­¯«

(x, t) ∈ (G�Ω) × (0, T )
©¯¦¢°`£¥ª�¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®â­c²�°�£¥ª�´
­¯±�®�À¥©c«`¾Á³m©cµ�±¥ª�§¥«`­¯´�µ�ª ¿õ²H­¯«$ªyÑF±�©m°`¤�­¶® Æ�Ô9Ëjù¯Ç�²H­¯«

» ¤Ì°`£�´
­¯±�®�À¥©c«`¾!¬@­¯®�À\¤�°�¤�­¯®D¦�­¯®�´D­¯°�£�´D­¶±¥®�À¥©¯«�¤�ª ¦
∂G

©¯®�À
∂Ω.

�Zª@®�¬@ª¯º¥­¶®¥ª*¬@©¯®
±¥®�¤�ÑF±¥ª µ�¾�À\ª-°`ª@«`¿6¤�®¥ª¢°`£¥ª
²H±¥®�¬,°`¤�­¶®

p (x, t) ,

∂u

∂n
|ST

= p (x, t) .
Æ?Õ�Ë ù¶Ç

�9¤�®D¬-ª » ª¨À\ª ©¯µ » ¤�°�£�¬@­¯¿�§¥±\°d©m°�¤�­¯®D©cµ�µ�¾6¦u¤�¿+±¥µ�©m°`ª À�À¥©c°`©¥º¶¤�®!­¯±¥«�¬@­¯¿�§¥±\°d©m°`¤�­¶®�¦Ê´
­c°�£�²H±�®�¬,°`¤�­¶®�¦
p (x, t)

©c®�À
g (x, t)

©¯«�ª$¬ ©cµ�¬-±¥µ�©m°`ª À
²H«`­¯¿ °�£¥ª6¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®�­c²R°�£�ª*²H­¯« » ©¯«`À�§¥«`­¯´�µ�ª ¿ Æ|Ô\Ë ù¶Ç » ¤�°�£�°`£¥ª	¬@­¯«`«�ªy¬,°2³m©cµ�±¥ª+­¯²;°`£¥ª
¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

c(x)
Ë

ÈZª ®¥­c°`ª

H2
u (QT ) = {f ∈ H2(QT ) : f(x, 0) = ft(x, 0) = 0},

H1
u(QT ) = {f ∈ H1(QT ) : f(x, 0) = 0},

H2
ϕ(QT ) = {f ∈ H2(QT ) : f(x, T ) = ft(x, T ) = 0},

H1
ϕ(QT ) = {f ∈ H1(QT ) : f(x, T ) = 0},

U = H2
u(QT ) ×H2

ϕ(QT ) × C2(Ω),

Ū = H1
u(QT ) ×H1

ϕ(QT ) × L2(Ω),

Ū1 = L2 (QT ) × L2 (QT ) × L2 (Ω)

Æ�Õ¥Ë å¶Ç

» £¥ª@«`ª*©cµ�µL²H±¥®�¬,°`¤�­¶®�¦2©c«`ª¢«�ªy©cµL³m©cµ�±¥ª À4Ë �¨ª@®D¬-ª¯º
U ⊂ Ū ⊂ Ū1 ©¶¦�¦�ª-°d¦@º

U
¤�¦2À\ª@®D¦uª¢¤�®

Ū
©c®DÀ

Ū
¤�¦ZÀ\ª@®�¦�ª¢¤�®

Ū1.
ÞZµ�¦�­�À\ª@®�­c°�ª

((·, ·)) °�£�ª*¤�®¥®�ª@«¨§¥«`­\À\±�¬-°�¤�®
Ū1 ©c®DÀ

[·] °�£¥ª*®�­¯«`¿ ¼ ª ®¥ª@«d©m°`ª À�´9¾�°`£¥¤�¦2§¥«`­9À¥±�¬,°yË
���



¡I­�¦u­¶µ�³¶ªZ°`£¥ª*§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�­c²=°`£¥ª*¿�¤�®�¤�¿�¤�ß ©m°`¤�­¶®�­c²=°`£¥ª¢²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�©¯µ�Æ?Õ�Ë�Ü�Ç,º » ª¢¤�®F°�«`­\À\±�¬@ª�°`£¥ª �=© ¼ «d©c® ¼ ¤�©¯®

L(v) = E(u, c) +

∫

QT

ϕ · (cutt − ∆u) dxdt, ∀ϕ ∈ H2
ϕ (QT ) ,

Æ�Õ¥Ë ×FÇ

» £�ª@«`ª
ϕ ∈ H2

ϕ (QT )
¤�¦�°�£¥ª �=© ¼ «d©c® ¼ ª*¿+±¥µ�°�¤�§¥µ�¤�ª «¢©¯®�À

v = (u, ϕ, c) ∈ U
Ë �9¤�®D¬-ª	°�£¥ª	²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

u
¦�­¯µ�³¯ªy¦

ªyÑF±�©m°`¤�­¶®TÆ|Ô\Ë ù¶ÇÊ°`£¥ª@®
L(v) = E(u, c).

¡�£�¤�¦�¤�¦0´
ª ¬ ©c±�¦�ª�°�£¥ª¢¦uªy¬-­¶®�À�°`ª@«`¿û¤�®
L(v)

¤�¦�ß@ª «�­DËRÄ^®¶°`ª ¼ «`©c°�¤�­¯®�´9¾
§D©c«�°`¦2©c®DÀTÆ�Õ¥Ë ×FÇ0µ�ªy©¯À¥¦�°`­

L(v) = E(u, c) −
∫

QT

c(x)utϕtdxdt+

∫

QT

∇u∇ϕdxdt−
∫

ST

pϕdσdt.
Æ?Õ�Ë ¸¶Ç

æ ª$¦�ª ©c«d¬d£�²H­¶«¨©�¦p°d©m°�¤�­¯®D©c«`¾�§D­¶¤�®F°¨­c²I°�£¥ª¢²H±�®�¬,°`¤�­¶®�©cµ
L(v), v ∈ U

¦�©c°�¤�¦p²H¾9¤�® ¼

L′(v) (v) = 0, ∀v̄ = (ū, ϕ̄, c̄) ∈ Ū
Æ�Õ¥Ë Ó¶Ç

» £�ª@«`ª
L′(v)(·) ¤�¦Ê°�£�ª �¥«`ª ¬d£¥ª@°�À\ª@«`¤�³m©c°�¤�³¯ª2­c²

L
©m°Ê°`£¥ª¨§
­¯¤�®¶°

v
ËÊ¡=­¢ÎD®�À6°�£¥ª �¥«`ª ¬d£¥ª@°ÊÀ¥ª@«`¤�³m©m°`¤�³¶ª

L′(v) (v) ,¬@­¯®�¦�¤�À\ª@«
L (v + v)−L (v) ∀v̄ ∈ Ū

©c®�À	¦u¤�® ¼ µ�ª�­¯±\°;°�£�ª�µ�¤�®¥ª ©¯« º » ¤�°�£	«�ªy¦u§
ª ¬-°I°`­
v,

§�©c«�°;­¯²¥°�£�¤�¦Rª@Ý9§�«�ªy¦�¦�¤�­¶®4Ë
�Zª@®�¬@ª¯º » ª¢­¯´\°d©c¤�®!²H«`­¯¿ Æ?Õ¥Ëj¸¯Ç�©¯®�ÀâÆ?Õ¥Ë Ó¶Ç

L′(v) (v) =

∫

Ω

c̄


γ (c− c0) −

T∫

0

utϕtdt


 dx−

∫

QT

c(x) (ϕtut + utϕt) dxdt
Æ?Õ�ËjÔ¯Ç

+

∫

QT

(∇u∇ϕ+ ∇u∇ϕ) −
∫

ST

pϕdσdt = 0, ∀v̄ = (u, ϕ, c) ∈ Ū .

Ä^®F°`ª ¼ «d©m°`¤�­¶®!´9¾�§�©¯«u°d¦�¤�®úÆ�Õ¥ËíÔcÇ0µ�ªy©¯À¥¦�°`­

L′(v) (v) =

∫

Ω

c̄


γ (c− c0) −

T∫

0

utϕtdt


 dx +

∫

QT

ϕ̄ (cutt − ∆u) dxdt
Æ?Õ�Ë ÕFÇ

+

∫

QT

ū (cϕtt − ∆ϕ) dxdt+

∫

ST

ū [(u− g) − ∂nϕ] dσdt, ∀v̄ = (u, ϕ, c) ∈ Ū .

�Zª@®�¬@ª!Æ?Õ�Ë ÓFÇ�©c®�ÀúÆ�Õ¥ËíÔcÇ�¤�¿�§¥µ�¾
°�£D©m°Zª ³¯ª@«`¾�¤�®F°�ª ¼ «`©¯µC°�ª «�¿ ¤�®�²H­¶«�¿	±¥µ�©�Æ?Õ¥Ë Õ¶Ç�ªyÑF±�©cµ�¦2ß@ª «�­DË æ ª$­¯´¥°`©c¤�®�°�£D©m°
¤�²

(u, ϕ, c) = v ∈ U
¤�¦2©�¿�¤�®¥¤�¿�¤�ß ª@«2­¯²I°`£¥ª �=© ¼ «d©c® ¼ ¤�©¯® L(v)

¤�®úÆ?Õ�Ë ¸¶Ç,º\°`£¥ª@®

cutt −4u = 0, (x, t) ∈ QT ,
Æ�Õ¥Ë Ö¶Ç

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0,
Æ?Õ¥Ë�Ü �FÇ

∂nu |ST
= p (x, t) ;

Æ?Õ¥Ë�Ü¯Ü�Ç
���



cϕtt −4ϕ = 0, (x, t) ∈ QT ,
Æ�Õ¥Ë�Üyù¯Ç

ϕ(x, T ) = ϕt(x, T ) = 0,
Æ?Õ�Ë�Üyå¶Ç

∂ϕ

∂n
|ST

= (u− g) (x, t) , (x, t) ∈ ST ;
Æ�Õ¥Ë�Ü@×FÇ

γ(c− c0) −
∫ T

0

utϕt dt = 0, x ∈ Ω.
Æ?Õ�Ë�Ü�¸¯Ç

¡�£¥ª�´
­¯±¥®�À�©c«`¾T³m©cµ�±¥ª�§�«�­¶´¥µ�ª ¿�Æ�Õ¥Ë�Üyù¯Ç^ÍdÆ�Õ¥Ë�Ü@×9Ç�¦�£¥­¶±¥µ�Àá´
ª
¦�­¯µ�³¯ªyÀâ´�©¯¬dã » ©c«dÀ¥¦¢¤�®á°`¤�¿�ª¶Ë � ®¥¤�ÑF±¥ª@®¥ªy¦�¦	©c®�À
ª-Ý\¤�¦u°�ª ®�¬-ªZ°�£¥ª ­¯«`ª@¿�¦Ê²H­¶«0¤�®¥¤�°�¤�©cµ
´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾6³m©cµ�±¥ªZ§�«�­¶´¥µ�ª ¿�¦ZÆ?Õ�Ë ÖFÇ�Í,Æ?Õ�Ë�Ü¶ÜyÇÊ©¯®�ÀÁÆ?Õ�Ë�Ü�ù¯Ç^ÍdÆ�Õ¥Ë�Ü@×FÇ-º¯¤�®�¬-µ�±�À\¤�® ¼ °�£¥ª
¬@©¯¦�ª�­¯² » ªy©cã

H1
u (QT )

©c®�À
H1
ϕ (QT )

¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®�¦@ºÊ¬ ©c®Ù´
ª!²H­¶±¥®�Àg¤�® Â0£D©c§\°`ª@«6×%­c²$·jùcåm¹|Ë æ ª
¿�¤�®¥¤�¿�¤�ß@ª
L(v)

¤�® ©¯®÷¤�°�ª «`©c°�¤�³¯ª�§¥«`­9¬@ª ¦`¦6³F¤�©á¦u­¶µ�³9¤�® ¼ ­¯® ª ©¶¬d£ ¦u°�ª §÷´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾Ù³m©cµ�±¥ª�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�¦�Æ?Õ�Ë ÖFÇ�Í,Æ?Õ�Ë�Ü¶ÜyÇ	©c®�À
Æ?Õ¥Ë�Üyù¶Ç�Í,Æ?Õ�Ë�Ü ×FÇ,Ë æ ª¢Î�®�À » ªy©cã�¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®D¦�­c²R§¥«�­¶´¥µ�ª@¿�¦¢Æ?Õ¥Ë Ö¶Ç^ÍdÆ�Õ¥Ë�Ü¯Ü�Ç,ºCÆ?Õ�Ë�Ü�ù¯Ç�Í,Æ?Õ�Ë�Ü ×FÇ�³9¤�©	°�£�ª �IÉ �úË

¡=­¢²H­¶«�¿	±¥µ�©c°�ª�°`£¥ª �;É�� ²H­¶«�´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾	³m©cµ�±¥ª2§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�¦¨Æ�Õ¥Ë Ö¶Ç�Í,Æ?Õ�Ë�Ü¶ÜyÇ;©c®DÀ�Æ?Õ¥Ë�Üyù¶Ç�Í,Æ?Õ�Ë�Ü ×FÇ » ª¨¤�®F°�«`­\À\±�¬-ª
Î�®¥¤�°�ªâª@µ�ª@¿�ª@®F°�¦�§�©¶¬-ª ¦

W u
h ⊂ H1

u (QT )
©c®DÀ

Wϕ
h ⊂ H1

ϕ (QT )
²H­¯«
²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦

u
©c®�À

ϕ
«`ª ¦�§Dªy¬,°`¤�³¶ª@µ�¾¯Ë

¡�£¥ª ¦�ª!¦�§�©¯¬@ª ¦+¬@­¯®�¦�¤�¦p°+­¯²Z¬-­¶®¶°`¤�®9±¥­¶±�¦*§¥¤�ª ¬@ª » ¤�¦uª
µ�¤�®¥ªy©c«*²H±¥®D¬,°�¤�­¯®D¦+¤�®g¦�§�©¯¬@ª!©c®�Àú°�¤�¿6ª�¦�©c°�¤�¦p²H¾9¤�® ¼ ¤�®¥¤�°�¤�©cµ
¬-­¯®DÀ\¤Ì°`¤�­¶®�¦

u (x, 0) = 0
²H­¯«

u ∈ W u
h

©¯®�À
ϕ (x, T ) = 0

²H­¶«
ϕ ∈ Wϕ

h .
æ ª�©cµ�¦�­%¤�®¶°`«�­\À\±D¬-ª�°`£¥ª�Î�®¥¤�°�ª

ª@µ�ª@¿�ª@®F°0¦�§�©¯¬@ª
Vh ⊂ L2 (Ω)

­¯²C§¥¤�ªy¬-ª » ¤�¦�ª¨¬-­¶®�¦p°d©c®F°Ê²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦�²H­¯«�°�£¥ªZ°`©c« ¼ ª@°�¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°
c(x)

©c®�À�À\ª ®¥­c°`ª
Uh = W p

h ×Wϕ
h × Vh ⊂ Ū .

�9­Dº » ª!¬@­¯®�¦�¤�À¥ª@«
Uh

©¯¦	©ÁÀ\¤�¦�¬@«�ª@°�ª!©¯®�©cµ�­ ¼ ±¥ª�­c²2°`£¥ª!¦�§�©¯¬@ª
Ū .

�\¤�®�¬@ª!©cµ�µ
®¥­¯«`¿�¦¢¤�®ú©
Î�®¥¤�°�ª!À¥¤�¿�ª@®D¦u¤�­¯®�©¯µ�¦u§D©¯¬-ª�©¯«�ª6ª ÑF±¥¤�³m©cµ�ª@®F° ºI¤Ì°$¤�¦$¬-­¶®9³¯ª@®�¤�ª ®¶°¢²H­¶«*±�¦¢°�­�¤�®F°�­¯«dÀ\±�¬@ª�¤�®

Uh
°�£¥ª

¦�©¯¿6ª�®¥­¶«�¿�©¶¦�­¯®¥ª¢¤�®
Ū1.

¡�£¥ª�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�©¯µ
L (vh)

¤�¦2À¥ª-Î�®¥ªyÀ!¤�®
°�ª@«`¿�¦�­c²�Æ?Õ¥Ëj¸¯Ç�©¯®�À
L′ (v) (v)

¤�¦2À\ª-Î�®�ª À
¤�®�°�ª «�¿�¦�­¯²�Æ�Õ¥ËíÔcÇ,ËÊ¡�£¥ª �;É�� ²H­¶«$Æ?Õ¥Ë Ó¶Ç�®�­ » «�ªy©¯À¥¦ ô��;¤�®�À

vh ∈ Uh
º¥¦�±�¬d£�°�£�©c°

L′ (vh) (v) = 0, ∀v ∈ Uh.
Æ�Õ¥Ë�Ü Ó¶Ç

æ ª�¦�­¯µ�³¯ª$°`£¥¤�¦�À¥¤�¦`¬-«`ª-°`ª	§¥«`­¯´�µ�ª ¿õ±�¦u¤�® ¼ °�£¥ª�ÑF±�©¯¦�¤�Í�äZª » °�­¶®Á¿�ª-°`£¥­\À » ¤�°�£T°�£¥ª�µ�¤�¿�¤�°�ªyÀT¦u°�­¶«`© ¼ ª�·jù¶Ô ¹�Ë
��­¯«`ª	§�«�ªy¬-¤�¦uª µ�¾¶º4µ�ª@°

ch (x) ∈ Vh
´Dª�©�§¥¤�ª ¬@ª » ¤�¦uª�¬-­¶®�¦u°`©c®F°*©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�¤�­¯®Á­¯²�°`£¥ª�±¥®¥ã9®¥­ » ®â¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

c(x)
Ë æ ª$¬-­¯¿�§¥±¥°�ª¢¤Ì°`ª@«d©m°`¤�³¶ª@µ�¾�°�£¥ª$¦�ª ÑF±¥ª ®�¬-ª {cmh } , m = 1, ...

­c²Ê©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�¤�­¯®�¦0­c²
ch

©¯¦

cm+1
h (x) = cmh (x) − αHmgm(x),

Æ?Õ�Ë�ÜmÔcÇ

» £¥ª@«`ª
α

¤�¦0°�£¥ª¢¦p°`ª@§
µ�ª ® ¼ °`£
¬-­¶¿�§¥±\°�ªyÀ�³9¤�©*°�£�ª�µ�¤�®¥ª-Í^¦uªy©c«d¬d£�©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£¥¿ ·jùcÕm¹�Ë��¨ª «�ª¶º
Hm ¤�¦0°�£¥ª �¨ªy¦�¦�¤�©c®�­¯²

°�£¥ª �I© ¼ «d©c® ¼ ¤�©c®4Ë;¡�£¥ª �¨ªy¦�¦�¤�©¯®
¤�¦2¬-­¶¿�§¥±\°�ªyÀ�´F¾�°�£¥ª*±�¦�±�©¯µ � ��� �
±¥§
À�©m°�ª¢²H­¶«�¿	±¥µ�©+­¯²I°`£¥ª �¨ªy¦�¦�¤�©¯®4ô

Hm+1 = (I − dmsmymT )Hm(I − dmymsmT ) + ρsmsmT ,m = 1, ...,

» £¥ª@«`ª

dm = 1/(ymT sm),m = 1, ...
Æ?Õ�Ë�ÜyÕ¶Ç

©c®�À

ym = gm+1 − gm.

Â0­¯«`«�ªy¬,°�¤�­¯®D¦
sm

¤�®OÆ�Õ¥Ë�Ü ÕFÇ$©c«`ª!À\ª@Î�®¥ªyÀg©¯¦
sm = cm+1

h − cmh
ËâÄ^®÷­¯±¥«�¬-­¶¿�§¥±\°`©c°�¤�­¯®�¦ » ª!£�©�³¶ª�±�¦�ª ÀÙ©

¦u§
ª ¬@¤�©¯µ �	��� �÷±¥§LÀ¥©m°`ª�²H­¯«`¿+±¥µ�© » ¤Ì°`£ µ�¤�¿�¤Ì°`ª À ¦u°�­¶«`© ¼ ª
²H­¯«�°`£¥ª �¨ªy¦�¦�¤�©c®Ò· ùFÔ ¹ » £¥ª «�ª » ªÁ¦p°`­¯«`ªÁ©âÎ�®¥¤�°�ª
���



®9±¥¿	´Dª «
n = m−1

­¯²L¬@­¯«`«�ªy¬,°`¤�­¶®�¦;²H­¯«Ê°`£¥ªZ¬@­¯¿�§¥±\°`ª À ¼ «d©¯À\¤�ª@®F°d¦Ê©c®�À�§�©¯«`©¯¿�ª-°�ª «`¦;¤�®ÁÆ?Õ�Ë�ÜyÕ¶Ç,Ë æ £¥ª ®
n = 0°`£¥ª@®!°�£¥ª¢ÑF±�©¯¦�¤�Í�äZª » °�­¶®�¿�ª-°`£¥­\À�¤�¦�°`£¥ª�±D¦u±�©¯µ ¼ «`©¶À\¤�ª@®F°0¿�ª-°`£¥­\À » ¤�°�£

H0 = I
ËÊ¡�£¥ª�®�­9À�©cµ
³�©¯µ�±�ª ¦0­c²4°`£¥ª

¼ «`©¶À\¤�ª@®F° gm(x)
©c«�ª ¼ ¤�³¯ª ®
´9¾%Æ�¦uª ª�Æ?Õ�Ë�Ü�¸¯ÇuÇ

gm(x) = γ(cmh − c0) −
∫ T

0

umhtϕ
m
ht dt.

Æ?Õ�Ë�ÜyÖ¶Ç

�Zª@«`ª
umh ∈W u

h , ϕ
m
h ∈W u

h

©¯«�ª0²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦
u
©c®�À

ϕ
­¶´\°`©¯¤�®¥ªyÀ+­¶®6°�£¥ª

m �
� ¤Ì°`ª@«d©m°�¤�­¯®6³9¤�©¢¦�­¯µ�³9¤�® ¼ ´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾

³m©¯µ�±¥ª�§¥«`­¯´�µ�ª ¿�¦6Æ?Õ�Ë ÖFÇ�Í,Æ?Õ�Ë�Ü¶ÜyÇ¨©¯®�À Æ?Õ¥Ë�Üyù¶Ç�Í*Æ?Õ�Ë�Ü ×FÇZ«�ªy¦u§
ª ¬-°�¤�³¯ª@µ�¾ » ¤�°�£
c := cmh , c0 := c1h

º=¦uª ª�¦u±¥´D¦uªy¬,°�¤�­¯®
Õ�Ë å	²H­¶«2­¯±¥«¨¦u°�­¶§¥§¥¤�® ¼ ¬-«`¤Ì°`ª@«`¤�­¶®4Ë

�=�?�
� � ����
 ���F�m ?�D��  �F���m��� ��
 �   �	�\��� �������
	 �á��� �D���¥� �D  �¥� � æ £¥ª@®T§Dª «u²H­¶«�¿�¤�® ¼ ¬@­¯¿�§¥±\°d©m°�¤�­¯®D©cµ
ª@Ý\§Dª «�¤�¿�ª@®F°`¦ º » ª¨©c«`ª2¬-­¯®D¬-ª@«`®¥ªyÀ » ¤�°�£6°`£¥ªZ©¯¬ ¬-±¥«d©¯¬@¾$­c²L­¯´¥°`©c¤�®¥ªyÀ	«`ª ¦�±¥µ�°`¦ Ë æ ª¨®¥­ » ©¯À¥À¥«�ªy¦�¦;°`£¥ª¨¤�¦�¦�±¥ª2­c²C©
§
­¶¦u°�ª «�¤�­¯«`¤Lª@«`«�­¶«�´D­¶±¥®�À
°�£�©c°¨ª ¦u°�¤�¿�©m°�ªy¦�°�£¥ª+ª@«`«�­¶«0­¯²I°`£¥ª¢Î�®¥¤�°�ª*ª µ�ª ¿6ª ®F°Z©c§¥§¥«`­�Ý\¤�¿�©c°�¤�­¯®!­¯²=°`£¥ª*²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
c
¤�®!°`ª@«`¿�¦2­c²I°�£¥ª*«`ª ¦�¤�À¥±�©cµLª@«`«`­¯«�­¯´\°d©c¤�®¥ª À
¤�®
°`£¥ª*«`ª ¬-­¶®�¦u°�«`±�¬,°`¤�­¶®!§¥«`­\¬-ª ¦`¦ Ë;¡�£¥ª*µ�©m°�°�ª «2ª@«`«�­¶«�´
­¯±�®�À
¬ ©c®

´
ª�ª ³�©¯µ�±D©m°�ªyÀâ­¯®�¬@ª	°`£¥ª �;É�� ¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®á£�©¶¦¢´Dª ª@®Ù¬@­¯¿�§¥±\°`ª ÀCºR¦u¤�®�¬@ª�°�£¥¤�¦$¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®á¤�¦*±�¦�ª ÀT°�£¥ª ®á²H­¯«*°`£¥ª
À¥ª@«`¤�³m©m°`¤�­¶®�­c²C°`£�©m°�ª@«`«�­¶«Ê´D­¶±¥®�ÀCË�¡�£¥ªZ«�ªy¦u±¥µ�°�¤�® ¼ ©+§D­F¦p°`ª@«`¤�­¶«�¤�ª@«`«�­¶«�ª ¦u°�¤�¿�©m°�ªZª@®�©¯´¥µ�ªy¦�±�¦�°�­	ª ¦u°�¤�¿�©m°�ª�©c®�À
©¶À¥©c§¥°�¤�³¯ª@µ�¾�¬-­¶®¶°`«�­¶µ�°`£¥ª�Î�®¥¤�°�ª¢ª@µ�ª@¿�ª ®¶°�ª@«`«`­¯«0°�­�©	À\ªy¦u¤�«`ª À�°`­¯µ�ª@«d©c®�¬@ªZµ�ª@³¶ª@µL³9¤�©	«�ª@Î�®¥¤�® ¼ °�£¥ª�¿�ª ¦�£
µ�­\¬@©cµ�µ�¾¯Ë

�=ª-°
v ∈ U

´
ª	©�¿6¤�®¥¤�¿�¤�ß ª@«Z­¯²R°�£¥ª �=© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c® L ­¶®�°�£¥ª+¦�§�©¶¬-ª
Ū
º
©¯®�À

vh
´
ª+©�¿�¤�®¥¤�¿6¤�ß@ª «�­¯²R°�£¥¤�¦

²H±�®�¬,°`¤�­¶®�©cµI­¯®
Uh.

¡�£D©m°Z¤�¦@º
v
¤�¦Z©!¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®�­c²R°�£�ª$§¥«`­¯´¥µ�ª@¿'Æ?Õ�ËjÔ¯Ç2©c®�À

vh
¤�¦�©�¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®�­¯²;°`£¥ª+§�«�­¶´¥µ�ª ¿

Æ�Õ¥Ë�Ü ÓFÇ,Ë �9¤�®D¬-ª6°�£¥ª�¦�ª ¬@­¯®�ÀT¦p°d© ¼ ª6­¯²0­¶±¥«�° » ­¯Í�¦u°`© ¼ ª+§�«�­\¬-ªyÀ\±¥«`ª¯ºC°`£¥ª�©¯À¥©¯§\°�¤�³9¤Ì°p¾¶º4¤�¦*©
µ�­\¬@©¯µ�µ�¾Á¬-­¶®F³¶ª@« ¼ ª ®¶°
®9±¥¿�ª «�¤�¬@©¯µÊ¿6ª@°�£¥­\Àá©c®DÀ%°`£¥ª�Î�«d¦p° ¼ ­F­\Àâ©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�¤�­¯®%²H­¯«*°`£¥ª�¦uªy¬-­¶®�ÀT¦u°`© ¼ ª�¤�¦¢­¯´\°d©c¤�®¥ª Àâ­¯®T°�£�ª�Î�«`¦u°
¦u°`© ¼ ª¶º » ª�¬ ©c®á©¯¦`¦u±¥¿�ª6°�£D©m° » ª » ­¯«`ã�¤�®á©�¦�¿�©cµ�µÊ®¥ª@¤ ¼ £9´
­¯«`£¥­9­9À%­c²�°�£¥ª�ª@Ý¥©¯¬,°$¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®

v∗ ∈ U
­¯²�­¶±¥«

­¶«�¤ ¼ ¤�®�©¯µ4Â0Ä^ÅRË�¡�£9±�¦ º » ª*©¯¦`¦u±¥¿�ª�°�£D©m°

‖v − v∗‖Ū ≤ δ
©¯®�À ‖v − vh‖Ū ≤ δ,

Æ?Õ�Ë ù �¶Ç

» £�ª@«`ª
δ
¤�¦�©!¦�±\Ã�¬-¤�ª@®F°`µ�¾�¦u¿�©¯µ�µ;§D­F¦u¤�°�¤�³¯ª+®F±�¿+´
ª@«yË æ ª+®¥­ » ­¯´¥°`©c¤�®%©�§
­¶¦u°�ª «�¤�­¯«`¤=ª «�«`­¯«Zª ¦u°�¤�¿�©c°�ª*²H­¶«Z°`£¥ª

ª «�«`­¯«�¤�®!°`£¥ª �=© ¼ «d©c® ¼ ¤�©¯®4º

L(v) − L(vh) =

∫ 1

0

d

dε
L(εv + (1 − ε)vh)dε

=

∫ 1

0

L′(εv + (1 − ε)vh) (v − vh) dε = L′(vh) (v − vh) +R,

Æ?Õ�Ë ù¥ÜyÇ

» £�ª@«`ª
R

¤�¦¢°�£¥ª
¦uªy¬-­¯®DÀT­¶«`À¥ª@«yº » ¤�°�£á«�ªy¦u§
ª ¬-°$°�­
v − vh,

«�ª ¿�©c¤�®�À\ª@«¢°`ª@«`¿�º |R| ≤ C ‖v − vh‖2
Ū

» ¤�°�£ú©
¬@ª@«�°`©¯¤�®�§
­¶¦�¤Ì°`¤�³¶ª�¬@­¯®�¦u°`©¯®¶°

C
ÆH¤�®�§¥«`¤�®D¬-¤�§¥µ�ª¶º9¿6­¶«�ª�À\ª-°d©c¤�µ�¦�¬@©¯®�´Dª ¼ ¤�³¯ª ®�£¥ª@«`ª¯º » £¥¤�¬d£4º9£¥­ » ª ³¯ª « ºc¤�¦0­¯±\°d¦u¤�À\ª

­¯²I°`£¥ª*¦�¬@­¯§
ª*­c²I°�£¥¤�¦2§�©¯§Dª « Ë æ ª*¤ ¼ ®¥­¯«`ª R ´Dªy¬@©¯±�¦uª¢­¯²�Æ�Õ¥Ëjù��¶Ç-Ë
�=ª-°

Ph : Ū1 → Uh
´Dª2°`£¥ª¨­¶§Dª «`©c°�­¯«Ê­¯²D°`£¥ª¨­¶«u°`£¥­ ¼ ­¯®�©¯µ\§¥«�­ �pª ¬-°�¤�­¯®6­c²L°�£¥ª�¦u§�©¶¬-ª

Ū1 ­¯®6°�£¥ª�¦u±¥´D¦u§�©¶¬-ª
Uh.

�9¤�®�¬@ª
v ∈ U

©¯®�À
U ⊂ Ū1 ©¯¦;©Z¦�ª-° º » ª�¬@©c®6©c§¥§�µ�¾¢°`£¥ª0­¶§Dª «`©c°�­¶«

Ph
°`­Z°`£¥ª�ª@µ�ª@¿�ª@®F°

v.
Ä^®	­c°�£�ª@« » ­¶«`À¥¦ º

Ph (v) := vIh
¤�¦I°�£�ª�¤�®F°�ª «�§
­¯µ�©c®F°I­¯²

v
³9¤�©ZÎ�®¥¤�°�ª�ª@µ�ª@¿�ª@®F°d¦I­¯²

Uh
Ë � ¦�¤�® ¼ °�£�ª �¢©¯µ�ª «�ã9¤�®$­¯«�°�£¥­ ¼ ­¶®�©cµ�¤Ì°p¾�Æ?Õ�Ë�ÜyÓ¶Ç

» ¤�°�£�°`£¥ª$¦u§�µ�¤�°u°`¤�® ¼ v − vh = (v − vIh) + (vIh − vh)
º » ª¢­¯´¥°`©c¤�®
°�£¥ª¢²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼ ª «�«`­¯«�«`ª@§¥«`ª ¦�ª@®F°`©c°�¤�­¯®4ô

L(v) − L(vh) ≈ L′ (vh) (v − vIh),
Æ?Õ�Ë ù¶ù¯Ç

¤�®9³¯­¶µ�³9¤�® ¼ °�£�ª+«`ª ¦�¤�À\±D©cµ
L′(vh)(·) » ¤�°�£

v − vIh
©¯§¥§Dªy©c«`¤�® ¼ ©¯¦¨°�£¥ª6¤�®F°`ª@«`§D­¶µ�©c°�¤�­¯®�ª@«`«`­¯«yËZ¡�£¥¤�¦�¦�§¥µ�¤Ì°�°�¤�® ¼ ¤�¦

­¶®¥ª¨­¯²C°�£¥ª�¿�©¯¤�®�°�«`¤�¬dã\¦�¤�®�°`£¥ª�©¶À¥©c§\°`¤�³9¤�°p¾	¤�À\ªy©¥ºF´Dªy¬@©c±D¦uª�¤Ì°�©cµ�µ�­ » ¦Ê±D¦�°`­+±�¦�ª2°�£�ª �¢©¯µ�ª «�ã9¤�®�­¯«�°�£¥­ ¼ ­¯®D©cµ�¤Ì°p¾
Æ�Õ¥Ë�Ü ÓFÇ�©¯®�À�°`£¥ª@®�°`­6±D¦uª�°�£�ª¢¦u°`©¯®�À¥©¯«`À
ª ¦u°�¤�¿�©m°�ªy¦�­c²I¤�®F°�ª «�§
­¯µ�©m°`¤�­¶®
ª «�«`­¯«d¦@Ë æ ª*ªy¦p°`¤�¿�©c°�ª

v − vIh
¤�®
°�ª@«`¿�¦

���



­c²2À\ª@«`¤�³m©c°�¤�³¯ª ¦$­c²
v

©c®DÀ%°`£¥ª�¿�ª ¦�£ú§�©¯«`©¯¿6ª@°�ª «`¦
h

¤�®Ù¦u§D©¯¬-ª�©¯®�À
τ

¤�®â°�¤�¿�ª¯Ë �I¤�®�©¯µ�µ�¾ » ª�©c§�§¥«�­�Ý\¤�¿�©m°�ª
°�£¥ª%À¥ª@«`¤�³m©m°`¤�³¶ª ¦�­¯²

v
´9¾ ¬-­¯«`«`ª ¦�§D­¶®�À\¤�® ¼ À¥ª@«`¤�³m©m°`¤�³¶ª ¦�­¯²

vh
º2¦uª ªÁÀ\ª-°d©c¤�µ�¦�¤�® ·íÔ ¹�Íd· Ö�¹|ËOÄ�°�°�±�«�®�¦�­¯±\°�°`£�©m°

°�£¥ª!À¥­¯¿�¤�®D©m°�¤�® ¼ ¬@­¯®F°�«`¤�´¥±\°�¤�­¯®á­¯²�°`£¥ª!ª «�«`­¯«*¤�®á°�£�ª �=© ¼ «d©c® ¼ ¤�©¯®÷Æ�Õ¥Ë ×FÇ¢¤�¦$§¥«`ª ¦�ª@®F°`ª Àâ¤�®g«�ªy¦u¤�À\±�©¯µ�¦*­¯²�°�£¥ª
«�ªy¬-­¯®D¦p°`«�±�¬-°�¤�­¯®�©c®�À
¤Ì°¨¤�¦2ªy¦p°`¤�¿�©m°`ª À!²H«�­¶¿ü°`£¥ª$©c´
­m³¯ª�´9¾

γmax
Ω

|ch − c0| + max
Ω

∫ T

0

|uhtϕht| dt.

¡�£¥¤�¦�­¶´�¦uª «�³m©c°�¤�­¯®�¤�®�À\¤�¬@©m°`ª ¦�°�£D©m°�°�£¥ª�ª@«`«`­¯«Z¤�®Á°`£¥ª �=© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c®Á¬ ©c®Á´
ª�À\ª ¬@«�ªy©¯¦�ª À�´9¾�«`ª-Î�®¥¤�® ¼ °�£¥ª ¼ «`¤�À
µ�­\¬@©¯µ�µ�¾%¤�®á°�£�­¶¦�ª�«�ª ¼ ¤�­¯®�¦ º4¤�® » £¥¤�¬d£â°`£¥ª!©c´D¦u­¶µ�±\°`ª�³m©cµ�±¥ª�­c²�°�£�ª ¼ «d©¯À\¤�ª@®F° » ¤�°�£ú«`ª ¦�§Dªy¬,°*°�­

c
©c°u°d©c¤�®�¦*¤�°`¦

¿�©cÝ\¤�¿	±¥¿�Ë�¡�£¥ª¢µ�©c°u°�ª «�²H­¯«`¿�¦�°�£¥ª*´�©¶¦u¤�¦�²H­¯«�°`£¥ª$©¯À�©c§\°`¤�³9¤�°p¾�°�ªy¬d£¥®¥¤�Ñ¶±�ª¯º�¦�ª@ª �9ªy¬,°�¤�­¯®�Õ¥Ë å¥Ë
�4� �C� � ����
 ���F�m ?�D�m  �F���m��� ��
 �   �	�\��� �����%�
	 �ú�I���4�I��
�� �¶� ��
Ù�¯ ��9�L� �$Þ ¿�­¶«�ª ¼ ª ®¥ª@«d©cµR©�§D­F¦pÍ

°�ª@«`¤�­¯«`¤¨ª@«`«�­¶«�ª ¦u°�¤�¿�©c°�ªÁ¤�¦�°`£¥ª%­¶®¥ª¯º » £¥¤�¬d£ ¬@©c® ´
ªÁ±�¦�ª À÷°`­Ùª ¦u°�¤�¿�©m°�ª�°`£¥ª%ª «�«`­¯«�¤�®Ø°�£¥ª%«�ªy¬-­¯®D¦p°`«�±�¬-°�ªyÀ
¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°�«`©c°�£¥ª «�°`£�©c®!°�£¥ª¢ª@«`«`­¯«�¤�®�°`£¥ª �=© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c®�· Ö�¹�Ë�¡�£¥¤�¦�ªy¦p°`¤�¿�©m°`ªZ¤�®9³¯­¯µ�³¯ªy¦Ê°`£¥ª�¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®

ṽ ∈ Ū
­¯²

°�£¥ª¢²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼ §¥«`­¯´�µ�ª ¿

−L′′(vh) (v̄, ṽ) = ((ψ, v̄)) ∀v̄ ∈ Uh,
Æ�Õ¥Ëjùcå¶Ç

» £¥ª@«`ª¢°�£¥ª$²H±¥®�¬,°`¤�­¶®
ψ ∈ Ū

¤�¦Z©6²H±�®�¬,°`¤�­¶®�­c²Ê­¯±¥«�¬d£¥­¯¤�¬-ª¶º
((·, ·)) ¤�¦¨°�£¥ª

L2
¤�®¥®¥ª «¨§¥«`­\À\±�¬,°�¤�®

Ū
¤�®Á¦u§D©¯¬-ª

©c®�À!°�¤�¿�ª¯º�©¯®�À
L′′(vh)(·, ·)

¤�¦�°`£¥ª$¦uªy¬-­¶®�À ��«�ªy¬d£¥ª-°¨À\ª «�¤�³m©m°�¤�³¯ª�ÆE°`£¥ª �¨ªy¦�¦�¤�©c®DÇ0­c²I°�£¥ª �I© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c® L(v)
©c°

vh
Ë+¡�£�ª�¦�ª ¬@­¯®�À �¥«`ª ¬d£¥ª@°¢À\ª «�¤�³m©m°`¤�³¶ª+­c²0°�£¥ª �=© ¼ «d©c® ¼ ¤�©¯®�ª-Ý\§¥«`ª ¦`¦uªy¦2°`£¥ª�¦uª ®�¦u¤�°�¤�³9¤Ì°p¾�­¯²�°�£�ª�À¥ª@«`¤�³m©m°`¤�³¶ª+­¯²

°�£¥ª �I© ¼ «d©c® ¼ ¤�©c®%Æ�Õ¥Ë ×FÇ » ¤Ì°`£�«�ªy¦u§
ª ¬-°�°`­�¬d£�©c® ¼ ª ¦�¤�®
v
Ë

¡�£¥ª�¿�©¯¤�® ¼ ­¶©¯µ�¤�®�°�£�ª�©¶À¥©c§\°`¤�³¶ª¨ª@«`«`­¯«0¬@­¯®F°�«`­¯µD¤�¦�°�­+Î�®�À
©$¿�ª ¦�£ » ¤�°�£�©*²Hª » ®�­9À¥ª ¦�©¯¦�§D­F¦�¦�¤�´�µ�ª�¦u±�¬d£
°�£�©c° |c−ch| ≤ ε

²H­¯«�© ¼ ¤�³¶ª@®	°�­¶µ�ª «`©¯®�¬-ª
ε
º » £¥ª «�ª

ch ∈ Vh
¤�¦R°`£¥ª�°�£¥¤�«dÀ�¬-­¯¿�§
­¯®¥ª ®F°R­¯²D°`£¥ª¨³¶ª ¬,°`­¯«R²H±¥®D¬,°�¤�­¯®

vh,
¤|Ë ª¶Ë�º

ch
¤�¦�©c®�©c§¥§¥«`­�Ý\¤�¿�©c°�¤�­¯®�­c²=°�£¥ª�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

c
º » £¥¤�¬d£!¤�¦�²H­¯±¥®�À!¤�®�­¯±�«�¬@­¯¿�§¥±\°d©m°�¤�­¯®D¦@ËÊ¡�£9±�¦ ºF¤�®
°�£¥ª

©¯À¥©¯§\°�¤�³¯ª¨©¯µ ¼ ­¯«`¤Ì°`£¥¿�ºc°�£�ªZ¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®�­¯´¥°`©c¤�®¥ªyÀ�­¯®�©$¬@­¶©c«d¦�ª�¿�ªy¦u£ » ¤�µ�µD´Dª�¤�®F°`ª@«`§D­¶µ�©c°�ª À6°`­*°�£�ª¨«�ª@Î�®¥ªyÀ�¿6ªy¦u£
©c®�ÀT±�¦�ª À%°�£¥ª ®á©¶¦¢©c®â¤�®¥¤�°�¤�©cµ ¼ ±¥ªy¦�¦�²H­¯«$©
®¥ª » ­¶§\°�¤�¿�¤�ßy©m°�¤�­¯®T§¥«`­9¬@ª À\±�«�ª¶Ë ��­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ °�£¥ª�¤�À\ª ©¶¦�­c²�· Öm¹�º=©
§D­F¦p°`ª@«`¤�­¶«�¤;ª ¦u°�¤�¿�©m°�ª�­¯²�°�£¥ª�ª «�«`­¯«�´Dª@° » ª ª@®T°�£¥ª�ª@Ý\©¶¬,°*¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°

c
©c®�ÀÁ°�£¥ª�¬-­¶¿�§¥±\°�ªyÀ%­¶®¥ª

ch
¤�®9³¶­¯µ�³¯ª ¦

°�£¥ª$¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®�­c²;°�£�ª�§�«�­¶´¥µ�ª ¿ Æ?Õ�Ë ù¯å¶Ç-Ë
ÞZ¦`¦u±¥¿�¤�® ¼ ª-Ý\¤�¦p°`ª@®�¬@ª�­¯²I°`£¥ª$¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®�­c²I°�£¥ª*§¥«`­¯´�µ�ª ¿ Æ?Õ�Ë ù¯å¶Ç,º » ª¢­¯´\°d©c¤�®
´9¾�¬d£¥­9­¶¦�¤�® ¼ v = v − vh

¤�®
Æ?Õ¥ËjùcåFÇ

((ψ, v − vh)) = −L′′(vh)(v − vh, ṽ)

= −L′(v)(ṽ) + L′(vh)(ṽ) +R = L′ (vh)(ṽ) +R,

Æ�Õ¥Ëjùm×FÇ

» £¥ª@«`ª
L′ (v) (vh) = 0

À\±¥ª¢°`­�Æ?Õ¥Ë Ó¶Ç-º�©c®DÀ
© ¼ ©c¤�® R ¤�¦�°`£¥ª$¦uªy¬-­¶®�À!­¶«`À¥ª@«�«�ª ¿�©c¤�®�À\ª@«�°`ª@«`¿�Ë
�9¤�®D¬-ª

ṽ ∈ Ū
©c®�À

Ū ⊂ Ū1 ©¶¦�©á¦uª@° º » ª�¬ ©c® ©c§¥§�µ�¾ú°`£¥ªÁ§¥«`­��pªy¬,°`¤�­¶®g­¯§
ª@«d©m°`­¯«
Ph

°�­
ṽ.
�Zª@®�¬@ª¯º

Phṽ := ṽIh
¤�¦�°`£¥ª*¤�®F°`ª@«`§D­¶µ�©¯®¶°�­c²

ṽ.
� ¦�¤�® ¼ ¦�§¥µ�¤Ì°�°�¤�® ¼ ṽ =

(
ṽ − ṽIh

)
+ ṽIh,

°�£¥ª �¢©¯µ�ª «�ã9¤�®
­¶«u°`£¥­ ¼ ­¯®�©¯µ�¤�°p¾

L′(vh)(ṽ
I
h) = 0, ∀ṽIh ∈ Vh,

©c®�À
¤ ¼ ®¥­¯«`¤�® ¼ R º » ª¢­¯´\°d©c¤�®!²H«`­¯¿ Æ?Õ¥Ëjùm×9Ç

((ψ, v − vh)) ≈ L′(vh)(ṽ) = L′(vh)(ṽ − ṽIh) + L′(vh)(ṽ
I
h) = L′

(
vh)(ṽ − ṽIh

)
.

�¨ª@®D¬-ª¯º » ª
£�©�³¯ª
­¯´\°d©c¤�®¥ª Àá°`£¥ª
²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ©¯®�©cµ�­ ¼ ­c²Z©Á§
­¶¦u°�ª «�¤�­¯«`¤�ª@«`«�­¶«$ª ¦u°�¤�¿�©m°�ª
²H­¯«	°�£�ª
ª «�«`­¯«	¤�®g°�£¥ª
�=© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c®TÆ?Õ¥Ëjù¯ù¶Ç

((ψ, v − vh)) ≈ L′(vh)(ṽ − ṽIh).
Æ�Õ¥Ëjù¯¸¯Ç

���



æ ª�¬@­¯®�¬@µ�±�À¥ª¯ºy°�£�©c°4°�£�ª0¬-­¶®�¬-«`ª-°`ªR²H­¯«`¿O­¯²9°�£¥ª�ªy¦p°`¤�¿�©c°�ªZÆ�Õ¥Ëjù¯¸¯Ç
¤�¦C°`£¥ª0¦`©c¿�ª�©¶¦4­¯®�ªR²H­¯«4°`£¥ª �I© ¼ «d©c® ¼ ¤�©c® L(v)» ¤�°�£6­¯®�µ�¾
v−vIh

«`ª@§¥µ�©¯¬@ª À » ¤�°�£
ṽ− ṽIh

º¯¬-­¶¿6§D©c«`ª�Æ?Õ�Ë ù¶¸¯Ç » ¤Ì°`£�Æ�Õ¥Ëjù¯ù¶Ç,Ë �Zª@®�¬@ª¯º�°`­�ªy¦p°`¤�¿�©c°�ª |((ψ, v − vh))| ,» ª+¬ ©c®Á±�¦�ª$ªy¦p°`¤�¿�©m°`ª ¦Z²H­¯«Z°�£¥ª6À\ª@«`¤�³m©c°�¤�³¯ª$­¯²Ê°�£¥ª �=© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c®=º\°�£9±�¦Zª@®�À\¤�® ¼ ±¥§ » ¤�°�£�°`£¥ª	¦`©c¿�ª+§�«�­¶´¥µ�ª ¿
©¶¦�­¯®¥ª¢¤�®�¦u±¥´D¦uªy¬,°�¤�­¯®�Õ¥Ë�Ü¯Ë

æ ªZ®�­ » §¥«`­m³9¤�À¥ª�°�£¥ª2ÎD«`¦u°�«`¤ ¼ ­¯«`­¯±�¦Rª@Ý9§�µ�©¯®�©m°`¤�­¶®6­¯²L°�£¥ª�¿6ªy©c®¥¤�® ¼ ­¯²C°�£¥ª¨ªy¦p°`¤�¿�©c°�ª2²H«`­¯¿ °�£¥ª�©c´
­m³¯ª2­c²
|((ψ, v − vh))|

¤�®úÆ?Õ�Ë ù¶¸¯Ç,º » £¥¤�¬d£�¤�¦�²H­¯«`¿+±¥µ�©m°`ª À
¤�®ÙÆ�Õ¥ËjùcÓFÇ,Ë �4ª@° {ψk}Mk=1 ⊂ Uh
´
ª$©c®�­¯«�°�£�­¯®¥­¶«�¿�©cµL´�©¶¦u¤�¦

¤�®�°`£¥ª$Î�®�¤Ì°`ª	À\¤�¿�ª@®�¦�¤�­¶®�©cµ;¦u§D©¯¬-ª
Uh

Ë�ÞZ¦`¦u±¥¿�ª*°`£�©m°�²H­¯«�ª ©¯¬d£�²H±�®�¬,°`¤�­¶®
ψk

°�£¥ª «�ª+ª-Ý\¤�¦u°`¦Z±¥®¥¤�ÑF±¥ª	¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®
ṽψk

∈ Ū
­c²�°`£¥ª�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�Æ�Õ¥Ëjùcå¶ÇZ¦u±D¬d£Á°�£D©m° ‖ṽψk

− v∗‖Ū ≤ δ
Æ?¦�ª@ª�Æ?Õ�Ë ù �¶Ç�Ç,Ë+È�ª@®¥­¯°�ª

ṽIψk
= Phṽψk

.
��¾

Æ�Õ¥Ëjù¯¸¶Ç » ª¢£�©�³¯ª�°�£�ª¢²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�ª�ª ¦u°�¤�¿�©m°�ª

|((ψk, v − vh))|2 ≤
∣∣L′(vh)(ṽψk

− ṽIψk
)
∣∣2 .

� ¦u¤�® ¼ ¦�§¥µ�¤Ì°�°�¤�® ¼ v−vh =
(
vIh − vh

)
+
(
v − vIh

) © ¼ ©c¤�®4ºc®¥­¯°�¤�® ¼ °�£�©c°
v−vIh = (I − Ph) v

©¯®�À	°�£�©c°�´9¾$°`£¥ª
À¥ª-Î�®¥¤�°�¤�­¯®ú­¯²0°`£¥ª�­¶«u°`£¥­ ¼ ­¯®�©¯µÊ§¥«�­ �pª ¬-°�¤�­¯® ((ψk, v − vIh

))
= ((ψk, (I − Ph) v)) = 0

º » ª!¬@­¯®�¬@µ�±�À¥ª�°�£�©c°
®9±¥¿	´Dª «`¦

((ψk, v − vh))
©¯«�ª �¥­¶±¥«`¤�ª «Z¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°d¦2­c²;°�£�ª$³¯ªy¬,°�­¶«�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

vIh − vh ∈ Uh
» ¤Ì°`£�«�ªy¦u§
ª ¬-°2°�­

°`£¥ª*­¯«�°�£�­¯®¥­¶«�¿�©cµ
´�©¶¦u¤�¦ {ψk}Mk=1

¤�®
°`£¥ª*¦u§D©¯¬-ª
Uh.

�Zª@®�¬@ª¯º

[
vIh − vh

]2
=

M∑

k=1

|((ψk, v − vh))|2 ≤
M∑

k=1

∣∣L′(vh)(ṽψk
− ṽIψk

)
∣∣2 ,

[
vIh − vh

]
≤
(

M∑

k=1

∣∣L′(vh)(ṽψk
− ṽIψk

)
∣∣2
)1/2

.
Æ?Õ�Ë ù¯Ó¶Ç

�Zª@®�¬@ª¯ºDª ¦u°�¤�¿�©c°�ªy¦ ∣∣∣L′(vh)(ṽψk
− ṽIψk

)
∣∣∣ ²H«`­¯¿�°�£¥ª$©¯´D­m³¶ª�²H­¶«Z©cµ�µ

k = 1, ...,M » ­¯±¥µ�À�§¥«`­m³F¤�À\ª¢±�¦ » ¤Ì°`£�©¯®
ªy¦p°`¤�¿�©c°�ª�­c²�°`£¥ª�À\¤�Ú
ª «�ª ®�¬-ª�´
ª-° » ª@ª@®T°�£�ª6¤�®F°�ª «�§
­¯µ�©c®F°¢­c²�­¶±¥«�°`©c« ¼ ª@°�¿�¤�®¥¤�¿6¤�ß@ª «*­c²�°`£¥ª �=© ¼ «d©c® ¼ ¤�©¯®Á©c®�À
°`£¥ª+¿�¤�®¥¤�¿6¤�ß@ª «Z­¯²Ê°�£¥¤�¦ �I© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c®�­¯®�°`£¥ª	¦�±¥´�¦�§�©¯¬@ª

Uh,
» £�¤�¬d£ » ¤�µ�µ=´
ª$²H­¯±�®�À�¤�®%¬-­¶¿6§�±\°`©c°�¤�­¯®�¦ Ë¨ä¨­¯°�ª

°`£�©m°Z©¯®�©¯®�©cµ�­ ¼ ­¯±�¦0ª ¦u°�¤�¿�©m°`ª » ©¶¦0®�­c°¨­¯´¥°`©c¤�®¥ªyÀ!§¥«`ª@³9¤�­¯±�¦�µ�¾�¤�®á· Öm¹�Ë
�\¤�¿�¤�µ�©¯«�µ�¾!°`­Á·íÔ ¹�Íd· Öm¹ » ª$ªy¦p°`¤�¿�©m°`ª

ṽ − ṽIh
¤�®Á°�ª@«`¿�¦¨­¯²ÊÀ¥ª@«`¤�³m©m°`¤�³¶ª ¦2­¯²

ṽ
©¯®�À�°�£¥ª+¿6ªy¦u£%§�©c«d©c¿�ª-°`ª@«d¦

h¤�®T¦�§�©¶¬-ª	©¯®�À
τ

¤�®%°�¤�¿�ª¯Ë �;¤�®�©cµ�µ�¾ » ª	©¯§¥§¥«`­�Ý\¤�¿�©m°`ª*°�£�ª�À¥ª@«`¤�³m©m°`¤�³¶ª ¦Z­c²
ṽ

´9¾�¬-­¯«`«`ª ¦�§D­¶®�À\¤�® ¼ À\ª «�¤�³m©m°�¤�³¯ªy¦
­¯²
ṽh

º¥¦uª ª*À\ª-°d©c¤�µ�¦�¤�®T·íÔy¹�Íd· Ö�¹�Ë�¡�£¥ª ®!°`£¥ª¢ª ¦u°�¤�¿�©c°�ª¢­c²I°�£¥ª¢«`¤ ¼ £F°�£D©c®�À
¦u¤�À\ª¢­c²�Æ?Õ¥Ëjù¯¸¶Ç0¤�¦�ª-Ý\§¥«`ª ¦`¦�ª À�¤�®
°�ª@«`¿�¦
­¯²;«`ª ¦�¤�À\±�©cµ�¦�­c²I°�£¥ª*«`ª ¬@­¯®�¦u°�«`±�¬,°`¤�­¶®
©¯®�À�©¯¦`¦u­\¬-¤�©m°`ª À
À\±�©cµ » ª@¤ ¼ £F°d¦2©c®�À
£�©¯¦�°`£¥ª¢²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ²H­¶«�¿

| ((ψ, v − vh)) | ≤
∣∣L′(vh)(ṽ − ṽIh)

∣∣ ≤
∫

QT

Ru1
σϕ̃ dxdt

+

∫

QT

Ru2
σeϕ dxdt +

∫

ST

Rϕ1
σeu dxdt

+

∫

QT

Rϕ2
σeu dxdt +

∫

QT

Rϕ3
σeu dxdt

+

∫

QT

Rc1σec dx+

∫

Ω

Rc2σec dxdt,
Æ?Õ�Ë ùFÔcÇ

���



» £¥ª@«`ª
ṽ = (ũ, ϕ̃, c̃)

¤�¦	©T¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®Ù­c²2°`£¥ª�§¥«�­¶´¥µ�ª@¿ Æ?Õ¥ËjùcåFÇ¢²H­¶«6©T¬d£¥­¶¦�ª@®á²H±¥®D¬,°�¤�­¯®
ψ ∈ Uh

©c®DÀ
ST =

∂Ω × (0, T )
Ë��2ª ¦�¤�À\±�©cµ�¦2©c«`ª*À\ª-ÎD®¥ª À�©¯¦

Ru1
= max

S⊂∂K
h−1
k

∣∣[∂suh
]∣∣, Ru2

= chτ
−1
∣∣[∂tuh

]∣∣,

Rϕ1
=
∣∣uh|ST

− g
∣∣, Rϕ2

= max
S⊂∂K

h−1
k

∣∣[∂sϕh
]∣∣, Rϕ3

= chτ
−1
∣∣[∂tϕh

]∣∣,

Rc1 =

∣∣∣∣
∂ϕh
∂t

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
∂uh
∂t

∣∣∣∣ , Rc2 = γ|(ch − c0)|
Æ�Õ¥ËjùcÕ¶Ç

©c®�À�À\¤�Ú
ª «�ª ®¶° » ª@¤ ¼ £F°d¦ σ £�©�³¶ªZ°`£¥ª¢²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ²H­¯«`¿�ô

σeϕ = C1τ |[∂tϕ̃h]| + C1h |[∂sϕ̃h]| ,
σeu = C1τ |[∂tũh]| + C1h |[∂sũh]| ,
σec = C2

∣∣[c̃h]
∣∣,

Æ�Õ¥ËjùcÖ¶Ç

» £¥ª@«`ª
[ṽ]

­¶®%©�¦�§�©¯¬@ª+ª@µ�ª@¿�ª ®¶°
K

ÆH­¶«Z°`¤�¿�ª@Í|¤�®F°�ª@«`³m©cµ
J
Ç¨À\ª ®¥­c°`ª ¦Z°�£¥ª6¿�©mÝ\¤�¿	±¥¿ ­c²Ê°`£¥ª	¿�­\À\±¥µ�±�¦�­c²�°`£¥ª

�p±¥¿�§�­¯²=°`£¥ª$ÑF±�©c®F°�¤�°p¾
ṽ
©¶¬-«`­¶¦`¦�©	²?©¶¬-ª¢­c²

K
Æ?­¯«�´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾!®¥­\À\ª¢­c²

J
Ç-Ë�Ä^®
§D©c«�°�¤�¬-±¥µ�©c«

[∂sṽ]
­¶®�©�¦�§�©¯¬@ª-Í

ª@µ�ª@¿�ª@®F°
K

À\ª@®¥­¯°�ªy¦�°`£¥ªZ¿�©mÝ\¤�¿+±¥¿Û­c²C°`£¥ªZ¿�­\À\±¥µ�±�¦0­c²C°`£¥ª �p±¥¿�§
¤�®�°`£¥ªZ®�­¯«`¿�©¯µDÀ\ª «�¤�³m©m°`¤�³¶ª¨­c²
ṽ
©¯¬-«`­¶¦`¦Ê©

¦u¤�À\ª�­c²
K

ËÊÞ¨µ�¦u­Dº
[∂tṽ]

­¶®
©+°�¤�¿�ª-Í�¤�®F°�ª «�³m©¯µ
J

¤�¦0°�£¥ª¢¿�©mÝ\¤�¿+±¥¿û­¯²=°`£¥ª¢¿6­\À\±�µ�±�¦�­¯²=°�£�ª��p±�¿6§�­c²I°�£¥ª�°`¤�¿�ª
À\ª@«`¤�³m©c°�¤�³¯ª¢­c²

ṽ
©¯¬@«�­F¦�¦�©6´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾!®¥­\À\ª¢­c²

J
Ë �Zª@«`ª

C1
©¯®�À

C2
©c«`ª�¤�®F°�ª@«`§
­¯µ�©m°�¤�­¯®�¬-­¶®�¦u°`©c®F°d¦@Ë

¡�£F±D¦@º¶°�­+Î�®�À » ª@¤ ¼ £F°d¦ZÆ?Õ�Ë ù¯Ö¶ÇR¤�®�ªy¦p°`¤�¿�©m°`ª ¦�Æ?Õ�Ë ùFÔcÇ,º » ª�®¥ª@ªyÀ�°�­6¬-­¶¿6§�±\°�ªZ°�£¥ª�§¥«�­¶´¥µ�ª@¿õÆ?Õ�Ë ù¯å¶Ç;°`­$Î�®�À
°�£¥ª0²H±¥®�¬-°�¤�­¯®

ṽ.
Ä�°I²H­¶µ�µ�­ » ¦C²H«`­¯¿ûÆ�Õ¥ËjùcÓ¶ÇC°�£�©c°R¬d£�­F­F¦u¤�® ¼ À¥¤ÌÚLª@«`ª@®F°=²H±�®�¬,°`¤�­¶®�¦

ψk
²H«�­¶¿"°�£¥ª�­¯«�°�£¥­¶®¥­¯«`¿�©cµc´D©¯¦�¤�¦

{ψk}Mk=1

­¯²Ê°�£¥ª6¦u±¥´D¦u§�©¶¬-ª
Uh

¤�®�°�£�ª+§¥«`­¯´¥µ�ª@¿(Æ�Õ¥Ëjùcå¶Ç-º » ª+­¶´\°`©¯¤�®Á©¯®%©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�ª$©�§
­¶¦u°�ª «�¤�­¯«`¤=¬@­¯®F°�«`­¯µ
­c²¨°`£¥ª
ª «�«`­¯«	´Dª@° » ª ª@®ú°`£¥ª�¤�®F°�ª «�§
­¯µ�©c®F°

vIh
­¯²¨°�£�ª
ª@Ý\©¶¬,°6¿6¤�®¥¤�¿�¤�ß ª@«

v ∈ U
©¯®�ÀÙ¬@­¯¿�§¥±\°`ª ÀÙ¿�¤�®¥¤�¿6¤�ß@ª «

vh ∈ Uh
­¯²R°�£¥ª �I© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c®4Ë�¡�£¥ª$¿�©c¤�®%À\¤�Ã�¬-±¥µ�°p¾�£¥ª@«`ª$¤�¦¨¤�®�°�£¥ª6¦u­¶µ�³m©c´�¤�µ�¤Ì°p¾
­c²R°�£�ª$§¥«`­¯´¥µ�ª@¿'Æ?Õ�Ë ù¯å¶Ç,Ë2Þ

¬-ª@«�°`©¯¤�®�®9±¥¿�ª@«`¤�¬@©cµ�¿6ª@°�£¥­\À6²H­¶«Ê°�£¥ª�¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®�­c²
°�£¥¤�¦�§�«�­¶´¥µ�ª ¿ » ©¯¦R§�«�­¶§D­F¦uªyÀ	¤�®�· Öm¹�º¶©c®DÀ�¤Ì° » ©¯¦�¬-­¯®¥Î�«�¿�ªyÀ
´F¾g®F±�¿6ª «�¤�¬@©¯µ�ª-Ý¥©c¿�§¥µ�ª ¦ Ë �Z­ » ª ³¯ª « º�ÑF±¥ªy¦p°`¤�­¶®�¦�­c²¢¬-­¶®F³¶ª@« ¼ ª ®�¬-ª!©¯®�À ¦p°d©c´¥¤�µ�¤�°p¾Ù­¯²�°`£�©m°�¿�ª-°`£¥­\ÀCº�¦�­ú©¯¦
°�£¥ª6Ñ¶±�ª ¦u°�¤�­¯®�­c²�ª@Ý9¤�¦u°�ª@®D¬-ª$­¯²Ê¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®�­¯²Ê°�£¥ª+§¥«�­¶´¥µ�ª@¿'Æ?Õ¥ËjùcåFÇ�©c«`ª$­¯§
ª@®=Ë
�9°�¤�µ�µ|º » ª+¬ ©c®�¬-­¶¿�ª$±¥§ » ¤�°�£Á©
¦u¤�¿�§¥µ�¤�Î�ªyÀ¢ª ¦u°�¤�¿�©c°�ªZÆ�Õ¥ËjùcÓFÇ » £¥¤�¬d£$À¥­Fªy¦4®¥­¯°=«`ª ÑF±¥¤�«�ª�¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®¢­¯²F°`£¥ª�§¥«`­¯´�µ�ª ¿ÛÆ�Õ¥Ëjùcå¶Ç-ºy©¯µÌ°`£¥­¯± ¼ £*©¯¦`¦u±�¿6ªy¦C¤�°`¦
ª-Ý\¤�¦u°�ª ®�¬-ª¶º¥¦uª ª¢®¥ª-Ý9°¨¦u±�´�¦uªy¬,°`¤�­¶®4Ë�à�±¥«¨¬-­¶¿6§�±\°`©c°�¤�­¯®�©¯µ
ª@Ý\§Dª «�¤�ª@®�¬@ª*¦u£¥­ » ¦0°`£�©m°�°�£�¤�¦2ªy¦p°`¤�¿�©c°�ª¢¤�¦2¦�±\Ã�¬-¤�ª@®F°
²H­¯«2­¯±�« ¼ ­¶©¯µ�Ë

�4� �4� � 	 � �¥� � �I�y  ��� ��� �
���m H� 	 � ��Ä^®�°`£¥¤�¦�¦�ª ¬-°�¤�­¯® » ª6§¥«�ªy¦uª ®F°�­¯±�«�©¯À�©c§\°`¤�³¶ª	©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£�¿ ´�©¶¦uªyÀ�­¯®
¬-­¯¿�§¥±¥°`©m°`¤�­¶®�¦6­c²¨°`£¥ª�«�ªy¦u¤�À\±�©¯µ�¦+²H­¯«6°`£¥ª�¬-­¯¿�§¥±¥°�ª À ¬-­9ª@Ã�¬@¤�ª ®F°

c
Ë ¡�£¥ª�¤�®¥¤�°�¤�©cµ ¼ ±¥ª ¦`¦6³m©cµ�±¥ª

c0
²H­¶«6°�£¥ª

±¥®¥ã9®¥­ » ® ¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°
c

¤�®Ø­¯±¥«!©¶À¥©c§¥°�¤�³¯ª�©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£¥¿ ­¯® °�£¥ª�¤�®¥¤�°�¤�©cµ�¿6ªy¦u£Ø¤�¦�°`©¯ã¯ª ®g²H«`­¯¿ °�£¥ª%¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®
­¯´\°d©c¤�®¥ª À
´9¾�°�£�ª¢©¯´D­m³¶ª ¼ µ�­¯´�©¯µ�µ�¾�¬-­¶®F³¶ª@« ¼ ª ®¶°�©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£¥¿�Ë

à�®¥ª+¬@©¯®Á¦uª ª*²H«`­¯¿ Æ�Õ¥ËjùcÓFÇ2©c®�ÀúÆ�Õ¥Ëjù¶Ô¯Ç0°�£�©c°Z°�£�ª$ª@«`«�­¶«¨¤�®�°�£¥ª	«�ªy¬-­¯®D¦p°`«�±�¬-°�ªyÀ�¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°�¬@­¯®�¦�¤�¦u°`¦¨­¯±\°
­c²I©6¦u±�¿ü­c²=¤�®F°�ª ¼ «d©cµ�¦�­¯²IÀ\¤�Ú
ª «�ª ®¶°�«`ª ¦�¤�À\±D©cµ�¦�¿	±¥µÌ°`¤�§�µ�¤�ª À
´9¾�°�£¥ª¢¤�®¶°`ª@«`§D­¶µ�©c°�¤�­¯®�ª «�«`­¯«d¦ Ë;¡�£9±�¦ ºF°�­6ª ¦u°�¤�¿�©c°�ª
°�£¥ª6ª@«`«�­¶«Z¤�®%°`£¥ª6±¥®¥ã9®¥­ » ®%¬@­Fª@Ã�¬-¤�ª@®F° º » ª	®�ª@ª ÀÁ°�­�¬-­¶¿6§�±\°�ª	°�£¥ª�©c§�§¥«�­�Ý\¤�¿�©m°�ªyÀ�³m©cµ�±¥ª ¦�­c²

(uh, ϕh, ch)°�­ ¼ ª-°`£¥ª@« » ¤Ì°`£Á°�£�ª	«`ª ¦�¤�À¥±�©cµ�¦Z©¯®�ÀÁ¤�®F°�ª@«`§
­¯µ�©m°�¤�­¯®�ª «�«`­¯«d¦ Ë æ ª6«`ª-Î�®¥ª+°�£¥ª6¿�ª ¦�£%©¯À�©c§\°`¤�³¶ª@µ�¾�©c°�°`£¥ª	ª ®�À�­¯²
°�£¥ª�­¯§¥°�¤�¿6¤�ß ©c°�¤�­¯®â§¥«`­9¬@ª À\±�«�ª�Æ?Õ¥Ë�Ü�Ô¯Ç,º�Æ�Õ¥Ë�Ü Ö¶Ç-Ë �Zª@®�¬@ª¯º » ª6¬ ©c®á©¯¦`¦u±�¿6ª	°�£D©m°¢°�£¥ª�³m©cµ�±¥ªy¦�­¯²�°`£¥ª�«�ªy¦u¤�À\±�©¯µ�¦
Rϕi

, i = 2, 3
©c®�À�¤�®F°�ª «�§
­¯µ�©m°`¤�­¶®�ª@«`«�­¶«`¦

σeϕ
²H­¯«2°`£¥ª	©¶À �p­¯¤�®F°�¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®

ϕh
©¯«�ª+¦�¿�©cµ�µI©¯®�À » ª+¤ ¼ ®¥­¯«`ª¢°�£¥ª ¿

¤�® Æ?Õ�Ë ùFÔcÇ-Ë \�©cµ�±¥ª�­c²�°�£¥ª�«`ª ¦�¤�À¥±�©cµ
Rϕ1

¤�¦�¦�¿�©cµ�µ¨´Dªy¬@©¯±�¦uª ||uh|ST
− g|| << 1

©c®DÀ » ªÁ¬@©¯®÷¤ ¼ ®¥­¶«�ª�¤�°
©¯¦ » ª µ�µÊ¤�®ØÆ?Õ¥Ëjù¶Ô¯Ç,Ë+¡�£9±�¦ º » ª6¬@­¯¿�§¥±\°`ª�­¯®¥µ�¾ÁÀ\­¯¿�¤�®�©m°`¤�® ¼ «`ª ¦�¤�À\±�©cµ�¦

Rc1
©c®�À

Rc2
Ë�à�±�«¢¬@­¯¿�§¥±\°d©m°`¤�­¶®�©cµ

ª-Ý\§Dª «�¤�ª@®D¬-ª�¦u£¥­ » ¦Z°�£D©m°�°�£¥¤�¦�¤�¦�ª@®�­¯± ¼ £4ºC¤�Ë ª¯Ë�ºL°�£D©m°¢°�£¥ª�©c§�§¥«�­�Ý\¤�¿�©m°�ª+ª@«`«�­¶«�ªy¦p°`¤�¿�©m°`ª�Æ�Õ¥Ë å �FÇ2¤�¦�¦�±\Ã�¬-¤�ª@®F°
²H­¯«�°�£�ª$¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®
ª ®¥£�©¯®�¬-ª ¿6ª ®F°�³9¤�©	°�£¥ª$©¶À¥©c§\°`¤�³9¤�°p¾�°�ªy¬d£¥®¥¤�ÑF±¥ª¯Ë

���



Ä�°2²H­¶µ�µ�­ » ¦�²H«`­¯¿ Æ�Õ¥ËjùcÓFÇ�°`£�©m°¨¤�²�©�¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®�­c²;°�£¥ª*§¥«`­¯´�µ�ª ¿ Æ?Õ�Ë ù¯å¶Ç0ª-Ý\¤�¦p°d¦�²H­¯«¨ªy©¯¬d£
²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
ψk,

°`£¥ª@®
» ª�¬ ©c® » «`¤�°�ª¨°`£¥ª¨²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼ ©c§�§¥«�­�Ý\¤�¿�©m°�ªZª ¦u°�¤�¿�©c°�ªZ²H­¯«�°`£¥ª�ª@«`«�­¶«�¤�®!°�£¥ª�¬-­¶¿6§�±\°�ªyÀ�±¥®¥ã9®¥­ » ®�¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

∥∥cIh − ch
∥∥
L2(Ω)

≤MC2A (Ω) |[c̃h]|
T∫

0

(
max

Ω
Rc1 (x, t) + max

Ω
Rc2 (x, t)

)
dt,

Æ?Õ�Ë å �¶Ç

» £�ª@«`ª
A (Ω)

¤�¦Z°`£¥ª	©¯«�ªy©�­¯²Ê°�£¥ª�À\­¯¿�©¯¤�®
Ω

Æ?³¯­¯µ�±¥¿�ª6¤�®�°`£¥ª�åmÍ^ÀÁ¬@©¶¦uª�Ç¨©c®DÀ
M

¤�¦¨°`£¥ª6À¥¤�¿�ª@®D¦u¤�­¯®Á­¯²�°�£�ª
¦�±¥´�¦�§�©¶¬-ª

Uh
Ë�Ä�²pº�£¥­ » ª@³¶ª@«yº¥¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®�­c²;°�£�ª+§¥«`­¯´¥µ�ª@¿/Æ?Õ�Ë ù¯å¶Ç�À\­9ª ¦Z®¥­c°¨ª@Ý\¤�¦u°¨²H­¯«�¦u­¶¿6ª
ÆH­¯«�©cµ�µ�Ç�²H±�®�¬,°`¤�­¶®�¦

ψk,
°�£¥ª ®Á¤�°¨²H­¯µ�µ�­ » ¦2²H«�­¶¿/Æ�Õ¥Ëjù¯ù¯Ç0°`£�©m°Z°�£¥ª	¤�®F°�ª ¼ «d©cµC°`ª@«`¿ ¤�®ÙÆ?Õ�Ë å �¶Ç�ªy¦p°`¤�¿�©m°`ª ¦¨²H«�­¶¿�°`£¥ª+©c´
­m³¯ª¢°`£¥ª$ª «�«`­¯«

¤�®�°�£¥ª �I© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c®4º

|L(v) − L(vh)| ≈
∣∣L′(vh)

(
v − vIh

)∣∣ ≤ A (Ω) |[ch]|
T∫

0

(
max

Ω
Rc1 (x, t) + max

Ω
Rc2 (x, t)

)
dt.

Æ?Õ�Ë å�ÜyÇ

¡�£9±�¦ º » ª�¬ ©c®á£¥­¯§
ª�°�­ÁÀ¥ª ¬-«`ª ©¶¦uª6°`£¥ª�ª@«`«`­¯«¢³9¤�©�µ�­\¬@©cµ�µ�¾%«`ª-Î�®¥¤�® ¼ ¿�ª ¦�£ú¤�®â°`£¥­¶¦�ª�«�ª ¼ ¤�­¯®�¦ º » £�ª@«`ª6³m©¯µ�±¥ªy¦
­¯²¨«�ªy¦u¤�À\±�©¯µ�¦

Rc1 (x, t) , Rc2 (x, t)
©c«`ª!¬-µ�­¶¦�ª�°`­Á°`£¥ª
¿�©cÝ9¤�¿�©cµ�­¯®¥ªy¦@ËTÉ�¦u°�¤�¿�©c°�ªy¦�Æ����\Ç$©¯®�ÀøÆ�Õ¥Ëjù¶Ô¯Ç*©cµ�µ�­ »

±D¦Z°`­�¬@­¯®F°�«`­¯µI°�£�ª6ª «�«`­¯«�¤�®T°�£�ª�¬@­¯¿�§¥±\°`ª À%«�ªy¬-­¯®D¦p°`«�±�¬-°�ªyÀÁ¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°
ch

Ë �9¤�®�¬-ª�«`ª ¦�¤�À¥±�©cµ�¦
Rc1

©c®�À
Rc2©¯«�ª6¤�®�À\ª@§
ª@®DÀ\ª@®F°$­¯®T°�£�ª�¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®T­¯²�°`£¥ª�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿�Æ�Õ¥Ëjùcå¶Ç-º4­¯±�«$©cµ ¼ ­¯«`¤�°�£¥¿1À\­9ªy¦¢®¥­c°*±�¦�ª6°�£�©c°+¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®4Ë

ÞZµÌ°`£¥­¯± ¼ £áª ¦u°�¤�¿�©m°�ªy¦�Æ?Õ�Ë å �¶Ç�©c®�À Æ?Õ�Ë å�ÜyÇ�©c«`ª�©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�ª6­¯®¥ªy¦@º=­¯±¥«$¬@­¯¿�§¥±\°d©m°�¤�­¯®D©cµÊª-Ý\§
ª@«`¤�ª ®�¬-ª�¦�£¥­ » ¦
°`£�©m°2°`£¥ª@¾�©c«`ª�¦�±\Ã�¬-¤�ª@®F°yË

Ä^®�­¶±¥«¨¬-­¶¿6§�±\°`©c°�¤�­¯®�¦ » ª*±�¦uª�°`£¥ª¢²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ³¯ª «`¦�¤�­¶®!­¯²I°`£¥ª$©¯À¥©¯§\°�¤�³¯ª*©¯µ ¼ ­¯«`¤Ì°`£¥¿�Ë
0.

Â0£�­F­F¦uª�©c®�¤�®¥¤Ì°`¤�©¯µD¿�ªy¦u£
Kh

©c®DÀ�©c®�¤�®¥¤�°�¤�©cµD°�¤�¿6ª�§�©c«�°�¤�°�¤�­¯®
J0

­¯²
°`£¥ª¨°`¤�¿�ª�¤�®F°`ª@«`³�©¯µ
(0, T ].

�F°d©c«�°
» ¤�°�£ ©¯® ¤�®¥¤�°�¤�©cµ ¼ ±¥ª ¦`¦ c0 = cglob

º » £¥¤�¬d£ » ©¶¦�¬-­¯¿�§¥±¥°�ª ÀØ¤�® °�£¥ªÁ©¯´D­m³¶ª ¼ µ�­¯´�©¯µ�µ�¾Ù¬-­¶®F³¶ª@« ¼ ª ®¶°
©¯µ ¼ ­¯«`¤Ì°`£¥¿�º\©c®�À�¬-­¶¿�§¥±\°�ª�°`£¥ª$¦uªyÑF±¥ª@®�¬@ª¢­c²

cm
¤�®!°`£¥ª¢²H­¯µ�µ�­ » ¤�® ¼ ¦u°�ª@§D¦@ô

1.
Â0­¶¿�§¥±\°�ª�°�£¥ª�¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®

um
­c²9°�£�ª�²H­¯« » ©c«dÀ�§�«�­¶´¥µ�ª ¿ Æ�Õ¥Ë Ö¶Ç�Í,Æ?Õ�Ë�Ü¶ÜyÇ
­¶®

Kh
©¯®�À

Jk
º » ¤�°�£

c(x) = cm
Ë

2.
Â0­¶¿�§¥±\°�ª�°`£¥ª�¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®

ϕm
­c²0°�£¥ª
©¯À �p­¶¤�®F°*§¥«`­¯´¥µ�ª@¿ Æ�Õ¥Ë�Üyù¶Ç�Í,Æ?Õ¥Ë�Ü@×9Ç¨´D©¯¬dã » ©¯«`À�¦�¤�®â°�¤�¿�ª�­¯®

Kh©¯®�À
Jk

Ë
3.

� §
À�©m°�ª¢°`£¥ª$¬-­9ª@Ã�¬@¤�ª ®F°
c := ch

­¯®
Kh

©c®DÀ
Jk

±�¦�¤�® ¼ °�£¥ª$ÑF±�©¶¦u¤�Í�äZª » °`­¯®�¿6ª@°�£¥­\ÀáÆ?Õ�Ë�ÜmÔcÇ

cm+1 = cm − αHmgm.

4.
�9°�­¯§Á¬@­¯¿�§¥±\°`¤�® ¼ c ¤�²Êª@¤�°�£¥ª «2°�£�ª$®¥­¯«`¿�­¯²I°`£¥ª ¼ «`©¶À\¤�ª ®F° gm ­c²;°�£¥ª �I© ¼ «`©¯® ¼ ¤�©c® » ¤Ì°`£�«�ªy¦u§
ª ¬-°2°�­
°`£¥ª*¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°�¤�®TÆ?Õ�Ë�ÜyÖ¶Ç�¤�¦ ||gm||L2(Ω) < θ

­¯«�®¥­¯«`¿�¦ ||gn||L2(Ω)
©c«`ª¢¦p°d©c´¥¤�µ�¤�ß@ªyÀCË�àZ°�£¥ª « » ¤�¦�ª�¦�ª-°

m = m + 1
©c®�À ¼ ­�°�­Á¦u°�ª@§ØÜ¶Ë �¨ª «�ª¶º

θ
¤�¦¢°�£�ª�°�­¶µ�ª «`©¯®�¬-ª�¤�®áÑF±�©¶¦u¤�Í^ä¨ª » °`­¯®â±¥§LÀ¥©m°`ª ¦ Ë!Ä^®ú­¯±�«

¬@­¯¿�§¥±\°d©m°`¤�­¶®�¦ » ª�°`­F­¶ã
θ = 10−5 Ë

5.
Â0­¶¿�§¥±\°�ª¢°`£¥ª*«`ª ¦�¤�À\±D©cµ�¦@º

Rc1 , Rc2
©c®�À�«`ª-Î�®¥ª�°`£¥ª*¿�ª ¦�£�©c°Z©cµ�µC§D­¶¤�®F°`¦ » £�ª@«`ª

T∫

0

(
max

Ω
Rc1 (x, t) + max

Ω
Rc2 (x, t)

)
dt > tol.

Æ?Õ¥Ë å¶ù¶Ç

�Zª@«`ª
tol

¤�¦2©	°�­¶µ�ª «`©¯®�¬-ª¢¬d£¥­¶¦�ª@®�´9¾�°�£�ª*±�¦uª « Ë
6.

Â0­¶®�¦u°�«`±�¬,°�©$®¥ª » ¿�ª ¦�£
Kh

©c®�À!©$®¥ª » °�¤�¿�ª�§�©¯«u°`¤Ì°`¤�­¶®
Jk

Ë�à�®
Jk

°�£�ª�®¥ª » °�¤�¿�ª�¦u°�ª §
τ
¦�£¥­¯±�µ�À

´
ª	¬d£�­¶¦�ª@® » ¤�°�£Á«`ª ¦�§Dªy¬,°�°�­�°`£¥ª�Â � �g¬@­¯®�À¥¤Ì°`¤�­¶®4Ë¨Ä^®F°�ª «�§
­¯µ�©m°`ª*°�£¥ª	«�ªy¬-­¶®�¦p°`«�±D¬,°�ªyÀ�¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°
ch²H«`­¯¿ °�£�ª	§¥«`ª@³9¤�­¯±�¦¨¿6ªy¦u£Á°�­�°`£¥ª+®�ª » ¿�ª ¦�£4Ë �2ª@°�±¥«`®�°`­�°�£¥ª�¦u°�ª@§

1
©c®�À�§
ª@«�²H­¯«`¿õ©cµ�µ4°`£¥ª	¦u°�ª §�¦

­¯²I°`£¥ª¢­¯§\°`¤�¿�¤�ß ©c°�¤�­¯®�©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£¥¿û­¶®!°`£¥ª*®¥ª » ¿�ª ¦�£4Ë
��	



�4� ��� �	�F�� �� � �0� ��
 �  ���� �
�4���D� � ��
y� �?��
g�������F�¶�D� 
 �@�m�I�¯�  ��D� � 
y ?� ��� 	 �����?��� �������û�¶�D�����¶� ���9�L� � � �D�D�m H� 	 � � æ ªÁ£�©�³¯ª

§Dª «u²H­¶«�¿�ª À�®F±�¿6ª «�¤�¬@©¯µ�ª@Ý9§
ª@«`¤�¿6ª ®F°`¦�°�­6«�ªy¬-­¯®D¦p°`«�±�¬-°�°�£�ª�¿�ª À¥¤�±¥¿�º » £¥¤�¬d£�¤�¦0£�­¯¿�­ ¼ ª@®¥ª ­¯±�¦ » ¤�°�£
c (x) = 1ª-Ý¥¬-ª §\°�­¯²Ê° » ­�¦u¿�©¯µ�µÊ¦`Ñ¶±D©c«`ª ¦ º » £¥ª «�ª

c (x) = 4
ºC¦�ª@ª �I¤ ¼ ±�«�ª6Ó¥Ë�Ü-Í^¬ Ç,Ë �¨­ » ª@³¶ª@«yº » ª+£D©�³¯ª+®�­c°*©¯¦`¦u±¥¿�ªyÀgë

� ò 	?émò 	�ã9®¥­ » µ�ª À ¼ ªZ­c²R®¥ª ¤Ì°`£¥ª@«�°`£¥ª$¦p°`«�±D¬,°�±�«�ª�­c²I°�£¥¤�¦2¿�ª À\¤�±¥¿ ®¥­¯«�­c²;°�£�ª�´D©¯¬dã ¼ «`­¯±¥®DÀ!¬-­¶®�¦u°`©c®F°
c (x) = 1²H­¯«

x ∈ Ω�
°`£¥­¶¦�ª¢° » ­�¦`ÑF±�©c«`ª ¦ º¥©cµ�°�£�­¯± ¼ £4º¥²H­¶µ�µ�­ » ¤�® ¼ °`£¥ª	¡�¤�ã9£¥­¯®�­m³!¬-­¶®�¬-ª §\°+Æ?©¶¦¨¿�ª@®F°�¤�­¯®�ª À�¤�®Á¦uªy¬,°�¤�­¯®

ù¯Ç,º » ª*£D©�³¯ª*©¯¦`¦u±�¿6ªyÀ
°�£¥ª$ã9®¥­ » µ�ª À ¼ ª*­c²;°�£�ª+¬-­¶®�¦p°d©c®F°
d1 = 1/2,

¦uª ª�Æ�ù¥Ë åFÇ2©c®�ÀáÆ�Ô9Ë�ÜyÇ,Ë	��ª ¬ ©c±�¦�ª¢­c²R°�£¥¤�¦ º
°�£¥ª!¦u°`©¯«u°`¤�® ¼ ³�©¯µ�±�ª�²H­¯«*°`£¥ª�°`©¯¤�µ

V1,1 (x, s) » ©¯¦+¬-­¯¿�§¥±¥°�ª Àá³9¤�©�¦u­¶µ�³9¤�® ¼ °�£¥ª�²H­¯« » ©¯«`ÀT§¥«`­¯´¥µ�ª@¿ Æ|Ô9Ëjù¯Ç¢²H­¯«
c ≡ 1

Ë �=ª-°
wc≡1 (x, s)

´
ª	°�£¥ª6¬-­¯«`«`ª ¦�§D­¶®�À\¤�® ¼ ²H±¥®�¬-°�¤�­¯®
w (x, s)

©m°
s = s.

¡�£�ª@®4ºL±�¦�¤�® ¼ Æ?å�Ë ÕFÇ,º » ª+°�­9­¯ã
V1,1 (x, s) = s−2 lnwc≡1 (x, s) .Ä�° » ©¯¦Z²H­¯±�®�À%¤�® · ¸y¹Ê°`£�©m°¢²H­¶«¢À¥­¯¿�©c¤�®�¦

G,Ω
¦�§Dªy¬-¤�Î�ª ÀT¤�®â¦�ª ¬-°�¤�­¯®áÔ�°�£�ª6¤�®F°�ª «�³m©cµ

[s, s] = [6.7, 7.45]¤�¦¨°�£¥ª$­¶§\°�¤�¿�©cµI­¯®¥ª¶ºD©c®DÀ�¦u­ » ª*£�©�³¶ª*±�¦uªyÀ�¤Ì°�¤�®Á­¶±¥«¨®9±¥¿�ª@«`¤�¬@©cµI¦p°`±�À\¤�ª ¦ Ë æ ª+£D©�³¯ª$¬d£¥­F¦uª ®
°`£¥ª+¦u°�ª §Á¦u¤�ß@ª
» ¤Ì°`£%«`ª ¦�§Dªy¬,°�°�­
°�£¥ª6§�¦�ª@±�À\­!²H«�ªyÑF±¥ª@®�¬@¾

h = 0.05
Ë �¨ª@®D¬-ª¯º

N = 15
¤�®%­¶±¥«¢¬@©¯¦�ª¯Ë æ ª	£D©�³¯ª	¬d£�­¶¦�ª@®�° » ­

¦uªyÑ¶±�ª@®�¬@ª ¦�­c²Ê«`ª ¼ ±¥µ�©¯«�¤�ß ©c°�¤�­¯®
§�©c«d©c¿�ª-°`ª@«d¦
λ := λn

©c®DÀ
ε = εn

²H­¶«
n = 1, ..., N

º » £¥¤�¬d£�©¯«�ª�°�£�ª+¦�©¯¿�ª$©¯¦
­¯®¥ªy¦�¤�®á·j¸y¹|º

λn = 20, n = 1, 2;λn = 200, n = 3, 4, 5;λn = 2000, n ≥ 6;

εn = 0, n = 1, 2; εn = 0.001, n = 3, 4, 5; εn = 0.01, n = 6, 7,

εn = 0.1, n ≥ 8.

à�®�¬-ª�°�£¥ª�²H±¥®D¬,°�¤�­¯®
qn

¤�¦�¬ ©cµ�¬-±¥µ�©m°`ª ÀCº » ª�±�§
À¥©c°�ª�°�£¥ª�²H±¥®D¬,°�¤�­¯®
c := cn

©¯¦�¤�®âÆ�¸¥Ë�Ü�Ç,º4Æ�¸¥Ë ù¶Ç,º\¦�ª@ª*¦u±�´�¦uªy¬,°`¤�­¶®
Ô9Ë å¢­c²Ê· ¸�¹�²H­¯«0¦u­¶¿6ª2®9±¥¿�ª «�¤�¬@©¯µ�À\ª-°d©c¤�µ�¦ ËÊ¡�£¥ª2«`ª ¦�±¥µÌ°`¤�® ¼ ¬-­¯¿�§¥±¥°�ª À6²H±�®�¬,°`¤�­¶®�¤�¦

c (x) := cN (x).
Â0­¶¿6§D©c«`¤�® ¼

» ¤Ì°`£
·j¸y¹�ºc¤�®	°�£�ª�¬@±¥«�«`ª@®F° » ­¶«�ã » ª�¬d£¥­9­F¦uª�©�¬@­¯¿�§¥µ�ª-°�ª µ�¾$À¥¤ÌÚLª@«`ª@®F°Ê¦p°`­¯§¥§¥¤�® ¼ «�±�µ�ª¶Ë=Ä^®�¬@©cµ�¬-±�µ�©c°�¤�® ¼ ¤�°�ª «`©c°�¤�­¯®�¦
» ¤Ì°`£�«`ª ¦�§
ª ¬,°�°`­�°�£¥ª*®¥­¶®¥µ�¤�®¥ªy©c«�°�ª «�¿/Æ �9ªy¬,°`¤�­¶®�¸¶Ç,º » ª*¬-­¯®D¦u¤�À\ª@«2®�­¯«`¿�¦

F kn,

F kn = ||qkn,1|∂Ω − ψn||L2(∂Ω).

æ ª$¦u°�­¶§
­¶±¥«2¤Ì°`ª@«d©m°`¤�­¶®�¦ » ¤Ì°`£�«�ªy¦u§
ª ¬-°�°`­�®¥­¯®¥µ�¤�®¥ª ©¯«�°�ª@«`¿�¦ » £¥ª@®�ª ¤Ì°`£¥ª@«

ª ¤Ì°`£¥ª@«
F kn ≥ F k−1

n

­¶«
F kn ≤ ε,

» £¥ª@«`ª
ε = 0.001

¤�¦0©$¦�¿�©¯µ�µ�°�­¶µ�ª «`©¯®�¬-ª2®9±¥¿	´Dª «�­c²C­¶±¥«�¬d£¥­¶¤�¬@ª¯Ë;Ä^®�­c°�£�ª@« » ­¯«dÀ¥¦ º » ªZ¦p°`­¯§�¤�°�ª «`©c°�¤�­¯®�¦ º » £¥ª ®
ª@¤�°�£¥ª «

F kn
¦u°`©¯«u°d¦�°�­ ¼ «`­ » ­¯«$©¯«�ª	°�­9­�¦�¿�©¯µ�µ|Ë�ä¨ª@ÝF°yº » ª�¤Ì°`ª@«d©m°�ª » ¤�°�£á«`ª ¦�§Dªy¬,°¢°�­�°�£�ª�°`©c¤�µ�¦*©c®�ÀT±�¦�ª�°�£¥ª

¦�©¯¿6ª*¦u°�­¶§¥§¥¤�® ¼ ¬-«`¤Ì°`ª@«`¤�­¶®4ËÊäZ©c¿�ª µ�¾¶º » ª*¦u°�­¯§�­¶±¥«2¤Ì°`ª@«d©m°`¤�­¶®�¦ » ¤Ì°`£�«`ª ¦�§
ª ¬,°�°`­�°`©c¤�µ�¦ » £¥ª@®�ª@¤�°�£�ª@«

Fn,i ≥ Fn,i−1
Æ�Ö¥Ë�ÜyÇ

­¯«

Fn,i ≤ ε,
Æ�Ö¥Ëjù¯Ç

» £¥ª@«`ª
Fn,i =||qn,i|∂Ω − ψn||L2(∂Ω).

�9­�º¥¤�®Á©¯¬ ¬-­¶«`À¥©¯®�¬-ª » ¤�°�£ �9ªy¬,°�¤�­¯®Á¸	°`£¥ª$®9±¥¿+´
ª@«
i
ºD­¯® » £¥¤�¬d£�°�£¥ªy¦uª

¤Ì°`ª@«d©m°�¤�­¯®D¦*©c«`ª�¦u°�­¶§¥§
ª ÀCºI¤�¦$À¥ª@®¥­¯°�ª Àâ©¯¦
i := mn

Ë�à�®�¬@ª6°�£¥ª!¬@«�¤�°�ª «�¤�­¯® Æ?Ö�Ë�Ü�Ç�Í,Æ?Ö¥Ëjù¯Ç�¤�¦$¦`©m°�¤�¦uÎ�ª ÀCº » ª�°d©cã¯ª
°�£¥ª
µ�©¶¦p°	¬@­¯¿�§¥±\°`ª Àá°d©c¤�µ

Vn,mn

ºÊ¦uª@°
Vn+1,1 := Vn,mn

©¯®�Àú«`±¥®Ù¬-­¶¿6§�±\°`©c°�¤�­¯®�¦	© ¼ ©¯¤�®=ËÁ¡�£¥¤�¦	À\¤�Ú
ª «�ª ®�¬-ª
©cµ�µ�­ » ¦�±�¦2°�­ ¼ ª-°Z©�¿�­¯«`ª ��ª-Ý\¤�´¥µ�ª	¦p°`­¯§¥§¥¤�® ¼ «`±¥µ�ª*¤�® ¼ µ�­¶´�©cµ4¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª@®�¬@ª�©¯µ ¼ ­¯«`¤Ì°`£¥¿�Ë �¨ª ®�¬-ª¶º¥°�£�ª*®F±�¿+´
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©¯®�À » ª*°`©¯ã¯ª

c12,1
©¶¦Z­¶±¥«¨ÎD®�©cµI«�ªy¬-­¯®D¦p°`«�±�¬-°�¤�­¯®�«`ª ¦�±¥µÌ°yË æ ª+­¶´�¦uª «�³¶ª¯º

°`£�©m°¢¤�®Á´D­¯°�£â¡=ªy¦p°d¦+Ü¶Ë�Ü+©¯®�ÀTù¥Ë�Ü$°�£¥ª6µ�­\¬ ©m°�¤�­¯®�­¯²�°�£�ª	¦`Ñ¶±D©c«`ª¯º » £¥¤�¬d£%¤�¦�µ�­\¬ ©m°�ªyÀÁ¬-µ�­¶¦�ª@«Z°�­
°�£¥ª6¦u¤�À\ª+²H«�­¶¿
» £�¤�¬d£÷°�£¥ª�§¥µ�©c®�ª » ©�³¯ª
¤�¦�µ�©c±�®�¬d£¥ª À4º�¤�¦�¤�¿�© ¼ ª Àg´Dª@°u°�ª « º » £¥¤�µ�ª�°`£¥ª�¤�®D¬-µ�±�¦u¤�­¯®L^�´�©¶¬dã ¼ «�­¶±¥®�Àú¬@­¯®F°�«d©¯¦u°	¤�¦
¤�¿�© ¼ ª À » ª@µ�µ;¤�®â´D­¯°�£á¦u¿�©¯µ�µR¦�ÑF±�©¯«�ªy¦@ºC¦�­�©¶¦¨°`£¥ª�³m©cµ�±¥ª	­¯²�°�£�ª6¬@­Fª@Ã�¬-¤�ª@®F°

c(x) = 1
­¯±\°d¦u¤�À\ª6­c²�Æ?¤�¿�© ¼ ª ÀDÇ

¦�¿�©cµ�µ=¦`Ñ¶±D©c«`ª ¦ Ë�¡�£9±�¦@º » ª+©¯«�ª¢§¥«`­¯¿�§\°`ª À
°�­!±�¦uª¢°`£¥ª+©¶À¥©c§\°`¤�³9¤�°p¾�°`ª ¬d£¥®¥¤�ÑF±¥ª*¤�®�­¯«dÀ\ª@«�°`­�ª@®¥£�©¯®�¬-ª*¤�¿�© ¼ ª ¦
­¯²;µ�­\¬@©c°�¤�­¯®�¦ Ë

�=� �4� � 	 � 
 �4�L�
	 � 
y �
%���+�
	 � ���?��� � � ���"�¯�
�����F� ���9�L� ��� �
���m H� 	 � 
� H� 	 �
	 � �¥� � �;�  ��4 H� � ��¡�£¥ª
¼ ­¶©¯µZ­c²+° » ­ú°`ª ¦u°`¦�­c²+°�£¥¤�¦
¦�±¥´�¦�ª ¬-°�¤�­¯®ö¤�¦
°�­ À\ª@¿�­¯®D¦p°`«`©c°�ªÁ°`£¥ªâ§Dª «u²H­¶«�¿�©c®D¬-ªÁ­¯²$°�£¥ªá¦�¾F®F°`£¥ª ¦�¤�¦!­c²+­¶±¥«
¼ µ�­¶´�©cµ�µ�¾Ù¬-­¯®9³¶ª@« ¼ ª@®D¬-ª
©¯µ ¼ ­¯«`¤Ì°`£¥¿ » ¤�°�£ °�£¥ªÁ©¶À¥©c§¥°�¤�³F¤�°p¾ú°`ª ¬d£¥®¥¤�ÑF±¥ª¯Ë �9¤�®�¬@ª�°�£¥ªÁ©¶À¥©c§\°`¤�³9¤�°p¾ú¤�¦!©Tµ�­\¬@©¯µ�µ�¾
¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª@®F°+®9±¥¿�ª@«`¤�¬@©cµ�¿�ª-°`£¥­\ÀCº » ª�°d©cã¯ª
°�£�ª�¦u°`©¯«u°`¤�® ¼ §D­¶¤�®F°6²H­¯«6°�£�ª�©¶À¥©c§\°`¤�³9¤�°p¾á°�£¥ª�¤�¿�© ¼ ª
­¯´\°d©c¤�®¥ª À
´9¾
°�£¥ª ¼ µ�­¯´�©¯µ�µ�¾
¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª@®F°2¿�ª-°�£�­9À4Ë ��ª@µ�­ » Ï ¡=ªy¦p°6Ü¯ËjùyÐ�ÆH«`ª ¦�§Dªy¬,°`¤�³¶ª@µ�¾ Ï ¡=ªy¦p°*ù\ËjùyÐuÇ�¿6ªy©c®�¦¨°�£�©c° » ª*°`©¯ã¯ª
°`£¥ª�¤�¿�© ¼ ª6­¯´\°d©c¤�®¥ª ÀT¤�®T°`£¥ª�©c´
­m³¯ª�¡Iª ¦u°�Ü¶Ë�Ü�Æ?«�ªy¦u§
ª ¬-°�¤�³¯ª@µ�¾�¤�®á¡Iª ¦u°�Ü¯Ëjù¯Ç-ºI©¯¦�°`£¥ª�¦p°d©c«�°�¤�® ¼ §D­¶¤�®F°*²H­¯«*­¶±¥«
ÎD®¥¤Ì°`ª$ª@µ�ª@¿�ª ®¶°Z©¶À¥©c§¥°�¤�³¯ª*©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£¥¿�Ë�¡�£�ª*´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾�À¥©m°d©

g = u |∂Ω
¤�®�´D­¯°�£Á¡Iª ¦u°`¦*Ü¶Ë ù6©¯®�À�ù\Ëjù	©¯«�ª¢°`£¥ª

¦`©c¿�ª�©¯¦�­¯®¥ªy¦�¤�®
¡Iª ¦u°¢Ü¯Ë�Ü�©c®DÀ
ù\Ë�ÜZ«`ª ¦�§
ª ¬,°`¤�³¶ª@µ�¾¯ºFª-Ý¥¬-ª §\°�°�£�©c°�¤�®
¡Iª ¦u°�Ü¶Ë ù » ª�±�¦�ª¨° » ­+®¥­¶¤�¦�ª�µ�ª ³¯ª@µ�¦0¤�®!° » ­
Ðp¦�±¥´\Í|°�ª ¦u°`¦pÐ,ô

0%
©¯®�À

5%
Ë;Ä^®�¡Iª ¦u°`¦�Ü¯Ëjù$©¯®�À
ù¥Ë ù$µ�ª@°

Γ
´
ªZ°`£¥ª*¦u¤�À\ª�­c²4°`£¥ª*¦�ÑF±�©¯«�ª

Ω,
­¶§¥§D­F¦u¤�°�ª�°�­	°�£�ª�¦�¤�À¥ª

²H«`­¯¿ » £�¤�¬d£!°�£¥ª¢§¥µ�©c®¥ª » ©�³¯ª¨¤�¦�µ�©¯±¥®�¬d£¥ªyÀ!©c®DÀ
ΓT = Γ× (0, T ) .

Ä^®�¦�­¯¿�ª�¦�ª@®D¦uªZ°�£¥ª*¦�¤�À\ª
ΓT

¤�¦0°�£�ª�¿�­¶¦u°
¦�ª@®D¦u¤�°�¤�³¯ª¢­¯®�ª�°`­�°�£¥ª¢«`ª ¦�±¥µ�°�¤�® ¼ À¥©m°d©¥Ë

¡�£�ªZ©¯À¥©¯§\°�¤�³¯ª2©¯µ ¼ ­¯«`¤Ì°`£¥¿½¿�ª ©¯®�¦ ºc°�£D©m° » ª�Î�®�À6°`£¥ªZ¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®�­¯²
­¶±¥«�§¥«`­¯´¥µ�ª@¿ ¤�®�©¯®�¤Ì°`ª@«d©m°`¤�³¶ª�§�«�­\¬-ªy¦�¦ º
» £�ª@«`ª » ª�¦p°d©c«�° » ¤�°�£g©T¬-­¶©¯«`¦�ª�¿�ª ¦�£g¦�£¥­ » ®ú­¯® �;¤ ¼ ±¥«`ª
Ö�Ë ¸mÍ�©FÇ,º=¬yÇ,ºRÎ�®�Àg©c®g©¯§¥§¥«`­�Ý9¤�¿�©m°`ª�¦u­¶µ�±\°`¤�­¶®ú´9¾
°`£¥ª�Ñ¶±D©¯¦�¤ÌÍ^ä¨ª » °�­¯®�¿�ª@°�£¥­\ÀÁ­¶®�°�£�¤�¦�¿�ª ¦�£4ºC¦uª ª �9ªy¬,°`¤�­¶®TÕ¥Ë å¥Ë�ä¨ª@ÝF°yº » ª	ª@³m©cµ�±�©c°�ª+«`ª ¦�¤�À\±�©cµ�¦Z©¶¦Z¤�®÷Æ�Õ¥Ë å¶ù¶Ç,Ë
¡�£�ª@® » ª�«`ª-Î�®¥ª	°�£�ª�¿6ªy¦u£âµ�­9¬ ©cµ�µ�¾Á©c°¢°�£¥­F¦uª6«�ª ¼ ¤�­¯®�¦ » £¥ª «�ª6«`ª ¦�¤�À\±D©cµ�¦�£D©�³¯ª6µ�©¯« ¼ ª ¦u°�³m©cµ�±¥ª ¦ º=¬@­¯®�¦u°�«`±�¬,°*©
®�ª » ¿�ª ¦�£Ù©c®�Àú©�®�ª » °�¤�¿�ª!§�©¯«u°`¤Ì°`¤�­¶®4ºÊ©c®�Àá«`ª@§
ª ©c°*°�£¥ª�¬-­¯¿�§¥±¥°`©m°`¤�­¶®�¦$© ¼ ©c¤�®á­¯®á°`£¥¤�¦	®¥ª » ¿�ªy¦u£4Ë æ ª
¦u°�­¶§
¤�°�ª «`©c°�¤�³¯ª¢§¥«`­\¬-ª ¦`¦ » £¥ª@®

L2
Í�®¥­¯«`¿�¦0­¯²I°`£¥ª$¬-­¶¿�§¥±\°�ªyÀ ¼ «`©¶À\¤�ª@®F°�²H­¯«�°�£�ª$¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°¨©c«`ª*¦p°d©c´¥¤�µ�¤�ß ª À
­¯«

¦u°`©¯«u°`ª À�°`­
¤�®�¬@«�ªy©¯¦�ª$²H­¯«*©¯µ�µ;²H±¥«�°�£¥ª «�«`ª-ÎD®¥ª@¿�ª@®F°d¦�­¯²�°�£�ª	¿�ª ¦�£4Ë �=ª-° |Rc(x)| = |Rc1(x)| + |Rc2(x)| ,
¦uª ª

Æ�Õ¥Ëjù¶Ô¯Ç0©¯®�ÀâÆ?Õ¥Ë å¥Ü�Ç,Ë æ ª*«�ª@Î�®¥ª�°�£¥ª*¿�ªy¦u£�©m°¨©¯µ�µ4«`ª ¼ ¤�­¶®�¦ » £¥ª@«`ª

|Rc(x)| ≥ βmax |Rc(x)|,
Æ?Ö�Ë åFÇ

» £�ª@«`ª
β = const ∈ (0, 1)

¤�¦*°`£¥ª�°`­¯µ�ª@«d©c®�¬@ª�®F±�¿+´
ª@«+­¯²2­¯±¥«6¬d£¥­¯¤�¬-ª¶Ë�¡�£�ª!¬d£¥­¯¤�¬-ª�­¯²�°�£¥ª
§�©c«d©c¿�ª-°`ª@«
βÀ¥ª@§
ª@®�À¥¦�­¯®6°�£¥ª2´
ª@£D©�³F¤�­¯«R­¯²D°`£¥ª¨¬-­¶¿6§�±\°�ªyÀ	³m©¯µ�±¥ª2­¯²

max |Rc(x)|
¤�®�«�¤ ¼ £F°Ê£�©¯®�À�¦u¤�À\ª�­c²ÊÆ?Ö�Ë åFÇ,Ë;Ä�² » ª�°`©¯ã¯ª

���



­¯§\°yË ¤�° Ë ×¶Ó �¯Õ	ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦ ¸cå¯× �	ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦ Õ¶ù¯å �	ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦ Ü@×FÓ �c×	ª@µ�ª@¿�ª@®F°d¦ ù¯å¯åc×¶×+ª µ�ª ¿6ª ®F°`¦
Ü �¥Ë �¥ÜyÖ¯å¶¸¯Ó¯Õ �¥Ë �¥ÜyÓFÔcùc×Fù �¥Ë �¥Ü ×¶Ó � �¥Ü �¥Ë �¥Üyå¥Ü�ÔcÕFÔ ��Ë �Fù¯ùm×DÜ Õ¯×
ù �¥Ë �¥ÜyÖ¯å¯Ö¯×¯× �¥Ë �¥Ü�¸¶Ô¯Ôm×¶Ó �¥Ë �¥Üyå¯ÖFÔ\Ü Ó �¥Ë �¥Üyå¯å � �¯Ó ��Ë �Fù��¯ÕFùm×FÓ
å �¥Ë �¥Üyå¯å¶¸¯Ó¶¸ ��Ë �Fù��¯Õ¶Õ¯Õ¶Ö
× �¥Ë �¥Ü�ù¯¸¯ù¯åFÔ ��Ë �Fù��c×Fåc×Få

��������� ���
	
� ���4/ ��U 
��

||u |ΓT
−g||L2(ΓT )

*0-S&,�,&�B /��%PD�8C �W�#�
	>-.�4�X�7�8��
�����UI� 
���-15����+����*�3$�4/Z*0�#�4�J(4*0���#�4(�/
��*0-1�$�%- [85�&,�+� ���2�8: /Z*0-
�7�8/%
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n = 15
U 
 *,� B.5�/Z&0/
�%*0-1�$:>&0� B��8�%3�*0�����4�W:>��/%
X/%
��7-.*0�%���$C �8PD�8C

σ = 0%
&0-.�W: �%/%
J/%
��7�#� R,5�C &0��� �8&0/
��*0-)B�&0�#&0����/Z�8�

γ = 0.01
U

β
°`­F­�¦�¿�©¯µ�µ2ÆH²H­¯«¢ª-Ý¥©c¿�§¥µ�ª¯º

β = 0
Ç,ºL°`£¥ª@® » ª » ¤�µ�µÊ«`ª-Î�®�ª	¿�ª ¦�£T©¯µ�¿�­F¦p°¢¤�®T°�£�ª6ª ®F°�¤�«�ª�À\­¯¿�©¯¤�®

Ω
º4¦u¤�®�¬-ª¶º

«�ªy©cµ�¤�¦u°�¤�¬@©¯µ�µ�¾¯ºL©m²E°`ª@«�°�£¥ª6­¯§¥°�¤�¿6¤�ß ©c°�¤�­¯®Á§�«�­\¬-ªyÀ\±¥«`ª |Rc(x)| » ¤�µ�µR´
ª	®¥­¶®\Í2ß@ª «�­!©c°¢©¯µ�¿�­F¦p°¢©cµ�µI¿�ª ¦�£%§
­¯¤�®F°`¦ Ë
� ®¥µ�¤�ã¶ª6°�£¥¤�¦@ºI­¯±¥« ¼ ­¶©¯µ;¤�¦�°�­�¬@­¯®�¦u°�«`±�¬,°$©�®¥ª » ¿�ª ¦�£ » ¤Ì°`£á©
²Hª » ®¥­\À\ªy¦*©¯¦¢§
­¶¦`¦u¤�´¥µ�ª¯º » £¥¤�µ�ª�¦p°`¤�µ�µ ¼ ª@°u°�¤�® ¼
© ¼ ­F­\Àgª@®¥£�©¯®�¬-ª ¿�ª@®F°6­¯²¨°�£�ª�¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®g­¯´¥°`©c¤�®¥ªyÀÙ­¯®g°�£¥ª ¼ µ�­¶´�©cµ�µ�¾ú¬@­¯®9³¯ª « ¼ ª@®F°	¦u°`© ¼ ª!­¯²�­¯±�«+° » ­cÍ^¦p°d© ¼ ª
®F±�¿6ª «�¤�¬@©¯µÊ§¥«`­9¬@ª À\±�«�ª¶Ë �¨ª ®�¬-ª¶º » ª6°`©cã¶ª�­¯®¥µ�¾%¿�©cÝ9¤�¿�©cµÊ³m©cµ�±¥ªy¦*­c²�°�£¥ª�¬@­¯¿�§¥±\°`ª Àá«`ª ¦�¤�À¥±�©cµ |Rc(x)| ©c®�À
«�ª@Î�®¥ª*¿�ª ¦�£�¤�®�©�¦u¿�©¯µ�µ4®�ª@¤ ¼ £9´D­¶«�£�­F­\À!­c²;°�£¥­F¦uª*§
­¯¤�®F°`¦ » £¥ª «�ª�°`£¥¤�¦¨¿�©cÝ\¤�¿�©cµ=³�©¯µ�±�ª�¤�¦¨©¶¬d£¥¤�ª ³¯ªyÀCË0à�®�°�£¥ª
­c°�£�ª@«¨£�©¯®�ÀCº\°`£¥ª$§�©¯«`©¯¿�ª-°�ª «

β
¬@©¯®�®�­c°¨´
ª*°`©¯ã¯ª@®�°`­F­�¬@µ�­F¦uª�°`­

1
©¯µ�¦�­�ºD¦u¤�®�¬-ª*¤�®�°�£�¤�¦¨¬ ©¯¦�ª¢°�£¥ª	©c±\°`­¯¿�©m°`¤�¬

©¯À¥©¯§\°�¤�³¯ª2©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£�¿ » ¤�µ�µ�¬@­¯¿�ª�±¥§ » ¤Ì°`£�©Z°`­9­*®�©c«`«�­ » «`ª ¼ ¤�­¶®4º » £¥ª «�ª�°`£¥ª¨¿�ª ¦�£6¦�£¥­¶±¥µ�À6´
ª2«�ª@Î�®¥ªyÀCË;¡�£9±�¦ º
°�£¥ª�¬d£¥­¯¤�¬-ª	­c²

β
À\ª@§
ª@®DÀ¥¦�­¯®%¬@­¯®�¬@«�ª@°�ª+³m©¯µ�±¥ªy¦Z­¯²�°�£�ª ¼ «`©¶À\¤�ª ®F°¨²H±¥®�¬-°�¤�­¯® |Rc(x)|

©¯®�À%¦�£¥­¶±¥µ�ÀÁ´Dª�¬d£¥­¶¦�ª@®
¤�®â®9±¥¿�ª@«`¤�¬ ©cµ;ª-Ý\§Dª «�¤�¿�ª@®F°`¦ Ë$Ä^® Æ?Ö¥Ë å¶Ç » ª+°d©cã¯ª

β = 0.1
­¶®Á°�£�ª6¬@­¶©c«d¦�ª+¿�ª ¦�£4º

β = 0.2
­¯®%°�£¥ª�­¶®¥ª¯ºL° » ­

©c®�À!°�£¥«`ª@ª*«`ª-ÎD®¥ª À
¿�ª ¦�£¥ª ¦ º¥©c®�À
β = 0.6

²H­¯«�©cµ�µC®¥ª-Ý9°¨«`ª-Î�®¥ª ¿�ª@®F°`¦�­¯²=°�£�ª*¤�®¥¤�°�¤�©cµ=¿6ªy¦u£=Ë
à�®T©cµ�µR«�ª@Î�®¥ªyÀÁ¿�ª ¦�£¥ª ¦ » ª	£�©�³¶ª+±�¦�ª ÀT©
¬@±\°uÍ�­cÚú§�©¯«`©¯¿�ª-°�ª «

Ccut
²H­¯«�°`£¥ª	«`ª ¬@­¯®�¦u°�«`±�¬-°�ª À%¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

ch
¦�±�¬d£!°`£�©m°

ch =

{
ch,

¤�² |ch − cguess| ≥ Cglob
cglob,

ª@µ�¦�ª » £¥ª «�ª
.

æ ª¨¬d£¥­9­F¦uª
Ccut 


��²H­¶«
m < 3

º
Ccut 


��Ë åZ²H­¯«
m ≥ 3

¤�®�©¯µ�µ9°`ª ¦u°`¦ Ë �Zª@«`ª¯º
m

¤�¦;°�£�ª2®F±�¿+´
ª@«�­¯²D¤�°�ª@«d©m°`¤�­¶®�¦
¤�®�ÑF±�©¯¦�¤�Í�äZª » °�­¶®	¿�ª@°�£¥­\ÀCË��¨ª ®�¬-ª¶ºc°`£¥ª¨¬-±\°�Í|­¯Ú!§�©¯«`©¯¿6ª@°�ª «Êª@®�¦�±¥«`ª ¦;°�£D©m° » ª¨À\­¢®¥­c° ¼ ­�°`­9­¢²?©c«R²H«`­¯¿

cglob.¡�£¥ª6©¯§¥§¥µ�¤�¬ ©m°`¤�­¶®%­c²�°�£¥ª�©¯À¥©¯§\°�¤�³9¤Ì°p¾�°`ª ¬d£¥®�¤�ÑF±¥ª�©cµ�µ�­ » ¦�±�¦�°�­ ¼ ª@°�¿�­¶«�ª6¬-­¯«`«`ª ¬,°�µ�­\¬ ©m°�¤�­¯®D¦Z­¯²�´D­¯°�£â¦u¿�©cµ�µ
¦�ÑF±�©¯«�ªy¦�À¥ª@§¥¤�¬,°`ª À�¤�® �;¤ ¼ ±¥«`ª*Ó¥Ë�Ü-Í^¬ Ç,Ë

Ä^®Ø°�£¥ª%©¶À¥©c§¥°�¤�³¯ªÁ©cµ ¼ ­¶«�¤�°�£�¿ » ªÁ¬ ©c®Ø±�¦�ªÁ´
­�Ý ¬-­¶®�¦u°�«d©c¤�®�¦6²H­¯«�°`£¥ªÁ«`ª ¬@­¯®�¦u°�«`±�¬,°`ª ÀØ¬-­9ª@Ã�¬@¤�ª ®F° Ë æ ª
­¯´\°d©c¤�®T°`£¥ª ¦�ª!¬@­¯®�¦u°�«d©c¤�®F°`¦¢±�¦�¤�® ¼ °�£¥ª!¦�­¯µ�±\°`¤�­¶®â­¶´\°`©¯¤�®�ª Àá¤�®á°�£¥ª ¼ µ�­¶´�©cµ�µ�¾%¬-­¶®F³¶ª@« ¼ ª ®¶°¢§�©¯«u°yË�ä�©c¿�ª@µ�¾¯º;¤�®
¡=ªy¦p°d¦ZÜ¶Ë ù+©c®�À�ù\Ëjù*¿�¤�®�¤�¿�©cµC©¯®�À�¿�©mÝ\¤�¿�©¯µD³m©¯µ�±¥ªy¦�­c²C°�£�ªZ°d©c« ¼ ª-°�¬-­9ª-Ã�¬@¤�ª ®¶°�¤�®!´
­�Ý�¬@­¯®�¦u°�«d©c¤�®F°`¦0©c«`ª¨°`©¯ã¯ª ®
±�¦u¤�® ¼ «�ªy¦u±�µÌ°d¦Z­¯²0¡=ªy¦p°d¦6Ü¯Ë�Ü	©c®DÀTù\Ë�Ü¯Ë �9­Dº » £¥ª@®â¬-­¶®�À\±�¬-°�¤�® ¼ ¡Iª ¦u°`¦6Ü¶Ë�Ü6©c®�Àâù\Ë�Ü¯º » ª	£�©�³¯ª	±�¦�ª ÀÁ­¶®¥µ�¾�°�£¥ª
ãF®�­ » µ�ªyÀ ¼ ª¢­c²;°�£�ª$®9±¥¿+´
ª@«

d1 = 0.5
¤�®ÙÆ|ù\Ë å¶Ç,Ë0ä¨­ » º�¦�¤�®D¬-ª » ª*ãF®�­ » °�£D©m°¨°`£¥ª$¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®�­¯´\°d©c¤�®¥ª À�­¶®
°`£¥ª

Î�«`¦u°0¦u°`© ¼ ª2¤�¦�© ¼ ­9­\À�©c§¥§�«�­�Ý\¤�¿�©c°�¤�­¯®	²H­¯«�°�£¥ªZ¬@­¯«`«�ªy¬,°�¦�­¯µ�±\°�¤�­¯®�Æ�¡�£¥ª@­¶«�ª ¿ Ó¥Ë�ÜyÇ�©c®�À6°`£¥ª¨¿�©mÝ\¤�¿�©¯µ¥³m©cµ�±¥ª¨­¯²
°�£¥ªZ¬@­¯¿�§¥±\°`ª À�¬-­9ª@Ã�¬@¤�ª ®F°�¤�¦�å�Ë Õ�º » ª2¦uª@°

d2 = 2
¤�®�Æ|ù\Ë å¶Ç,ËR¡�£9±�¦ º¯¤�®�°�ª ¦u°`¦¨Ü¯Ëjù�©¯®�À�ù\Ëjù » ª2ª ®\²H­¯«d¬-ª�°`£�©m°�°`£¥ª

¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°
c(x)

´
ª@µ�­¯® ¼ ¦�°`­+°`£¥ª¢¦uª@°�­¯²I©¯À\¿�¤�¦�¦�¤�´¥µ�ª�§�©c«d©c¿�ª@°�ª@«d¦ º
c(x) ∈ CM = {c ∈ C(Ω)|1 ≤ c(x) ≤ 4} Ë� ��
 � �
� �4�

æ ª2°`ª ¦u°Ê°�£¥ª�¦u¾9®F°�£¥ªy¦u¤�¦R­c²C´
­c°`£ ¼ µ�­¶´�©cµ�µ�¾+¬-­¶®F³¶ª@« ¼ ª ®¶°Ê©c®DÀ6©¶À¥©c§¥°�¤�³¯ª2¿�ª-°`£¥­\À¥¦ » ¤�°�£�°�£�ªZ¦p°d©c«�°�¤�® ¼ §D­¶¤�®F°
­¯®�°�£�ª�¬-­F©c«d¦uª2¿�ªy¦u£�°d©cã¶ª@®�²H«`­¯¿ °�£¥ª�«�ªy¦u±¥µ�°`¦�­c²=¡Iª ¦u°�Ü¶Ë�ÜZ©¯®�À » ¤�°�£�°`£¥ªZ§¥µ�©c®�ª » ©�³¯ª2¤�®¥¤Ì°`¤�©¯µ�¤�ß@ªyÀ�©m°�°�£¥ªZ°�­¯§
´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾
­c²R°�£¥ª	¬-­¯¿�§¥±¥°`©m°`¤�­¶®�©cµ4À¥­¯¿�©c¤�®

G
Ë �Á­¯«`ª*§¥«�ªy¬-¤�¦uª µ�¾¶º�©¯¦2°�£¥ª+¦u°`©¯«u°`¤�® ¼ §
­¯¤�®F°¨²H­¯«¨°�£¥ª+¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

c(x)
¤�®�°`£¥ª+©¶À¥©c§\°`¤�³¶ª*©cµ ¼ ­¯«`¤�°�£¥¿ ­¯®�°�£¥ª	¬-­¶©¯«`¦�ª¢¿�ª ¦�£ » ª¢°d©cã¯ª

c12,2,
» £¥¤�¬d£�¬@­¯«`«�ªy¦u§
­¯®DÀ¥¦�°�­ �;¤ ¼ ±¥«`ª$Ö¥Ë�Ü-Í

À�Ç,Ë�¡�£¥ª¢¤�®¥¤�°�¤�©cµ=¬@­¶©c«d¦�ªZ¿�ª ¦�£
¤�¦2¦�£¥­ » ®
­¶® �;¤ ¼ ±¥«`ª ¦øÖ¥Ëj¸�Í^©¥º ¬ Ç,Ë æ ª*£�©�³¯ª�§Dª «u²H­¶«�¿�ªyÀ�° » ­�¦�ª-°2­¯²I®9±¥¿�ª@«`¤�¬ ©cµ
���



σ = 0% σ = 0% σ = 5% σ = 5%

©¶Ç0×FÓ �¯Õ	ª@µ�ª@¿�ª ®¶°d¦ ´DÇ�×FÓ �¯Õ	ª@µ�ª@¿�ª ®¶°d¦ ¬yÇ�×¶Ó �¯Õ	ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦ À�Ç�×¶Ó �¯Õ	ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦

ª�Ç2¸cå¯× �$ª µ�ª ¿�ª@®F°`¦ ²dÇ¨¸cå¯× �$ª µ�ª ¿�ª@®F°`¦ ¼ Ç�¸¯åc× �	ª@µ�ª@¿�ª ®¶°d¦ £DÇ2¸cå¯× �	ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦

¤�Ç�ÕFùcå �+ª µ�ª ¿6ª ®F°`¦ ��Ç2ÕFùcå �+ª@µ�ª@¿�ª@®F°d¦ ã¥Ç0Ó¶å¶¸¯Ó+ª µ�ª ¿6ª ®F°`¦ µEÇ�Ó¯å¶¸¯Ó+ª µ�ª ¿�ª@®F°`¦

¿�Ç�Ü@×FÓ �c×	ª@µ�ª@¿�ª@®F°d¦ ®DÇ�Ü@×FÓ �¯×+ª@µ�ª@¿�ª ®¶°d¦ ­FÇ�Ü � �¶¸¯Õ+ª µ�ª ¿6ª ®F°`¦ §DÇ�Ü � �¶¸cÕ+ª@µ�ª@¿�ª@®F°d¦

«dÇ2ù¯å¯åc×¶×+ª µ�ª ¿6ª ®F°`¦ ¦dÇ2ùcå¶åc×¯×	ª@µ�ª@¿�ª@®F°d¦ °dÇ�Ü ×F¸cÕ¶Ó$ª µ�ª ¿6ª ®F°`¦ ±DÇ�Ü@×9¸cÕ¯Ó+ª@µ�ª@¿�ª@®F°d¦
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σ = 0%
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σ = 0%
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σ = 5%
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­¯§\°yË ¤�° Ë ×¶Ó �¯Õ	ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦ ¸cå¯× �	ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦ Ó¯åF¸cÓ	ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦ Ü � �¶¸cÕ+ª@µ�ª@¿�ª@®F°d¦ Ü ×F¸cÕ¶Ó$ª µ�ª ¿6ª ®F°`¦
Ü �¥Ë �¯Ö¶Ö¶ùcÓ¶Õ¯å �¥Ë �¯Ö9Ômå¶ù¶¸ �¥Ë �¯Ö¶Ó¥Ü�ÔcÖ¯Ó �¥Ë �¯Õ¶Ó¯ÓFÔcÖ¯å ��Ë �¶Õ¯Õ ��Ü¯Ü�¸
ù �¥Ë �¯Ö¶Õ¯ÕFÔcÖ¯Õ �¥Ë �¯Ö9Ômå¶ù¶ù �¥Ë �¯Ö¶ÓFÔcù¯å �¥Ë �¯Õ¶Ó¯Õ¯å¯×�Ü ��Ë �¶Õ¯Õ �¶Õ¯Ó¶Ó
å �¥Ë �¯ÖF¸cÖ¯Ö�Ü¯Ü �¥Ë �¯Ö¶ÓFÔcù¯å ��Ë �¶ÕFÔmÓF¸m×Få
× �¥Ë �¯Ö¶Ó¯Ó¶¸¯Õ

��������� ��� �

� ���4/ ��U 
��
||u |ΓT

−g||L2(ΓT )
*0-S&,�,&�B /��%PD�8C �W�#�
	>-.�4�X�7�8��
�����UI� 
���-15����+����*�3$�4/Z*0�#�4�J(4*0���#�4(�/
��*0-1�$�%- [85�&,�+� ���2�8: /Z*0-

�7�8/%
�*��W���
n = 15

U 
 *,� B.5�/Z&0/
�%*0-1�$:>&0� B��8�%3�*0�����4�W:>��/%
X/%
��7-.*0�%���$C �8PD�8C
σ = 5%

&0-.�W: �%/%
J/%
��7�#� R,5�C &0��� �8&0/
��*0-)B�&0�#&0����/Z�8�
γ = 0.01

U

ª-Ý\§Dª «�¤�¿�ª@®F°`¦ ô » ¤Ì°`£Ø¤�®F°�«`­\À\±�¬@¤�® ¼ σ = 0%
©c®�À

σ = 5%
­¯²Z°�£�ª�¿+±¥µ�°�¤�§¥µ�¤�¬ ©m°�¤�³¯ª�«d©c®�À¥­¯¿�®¥­¶¤�¦�ª�¤�® °`£¥ª

²H±¥®�¬,°`¤�­¶®
g (x, t)

¤�®g©c®g©¶À¥©c§¥°�¤�³¯ª�§¥«`­\¬-ªyÀ\±¥«`ª¯Ë%¡Iª ¦u°�¤�® ¼%» ©¯¦+§Dª «u²H­¶«�¿�ªyÀá­¯®Ù×�°`¤�¿�ªy¦	©¶À¥©c§\°`¤�³¶ª@µ�¾T«`ª-ÎD®¥ª À
¿6ªy¦u£�ª ¦�¦u£¥­ » ®!­¯® �;¤ ¼ ±¥«`ª�Ö�Ë ¸¥Ë æ ª�®�­c°�ªZ°�£�©c°�¤�®!´
­c°`£
¡Iª ¦u°`¦�Ü¯Ëjù*©c®DÀ
ù\Ëjù¢´
­¯±¥®DÀ¥©c«`¾�§D­¶¤�®F°`¦�©c«`ª¨°`£¥ª¢¦�©¯¿6ª
²H­¯«+©¯µ�µ0«�ª@Î�®¥ª@¿�ª ®¶°d¦*­c²�°`£¥ª�¤�®¥¤Ì°`¤�©¯µ�¿�ª ¦�£4ºÊ¦�¤�®�¬@ª�°�£�ª@¾á©c«`ª�µ�­\¬@©c°�ªyÀâ©c°$°�£�ª!¬-­¶¿6¿�­¶®â´
­¯±�®�À¥©c«`¾ » ¤�°�£Ù°�£¥ª
¦u±¥´LÀ\­¶¿�©¯¤�®

GFDM
Æ �;¤ ¼ ±¥«`ª�Ó¥Ë�ÜyÇ¢©¯®�Àá¦u£�­¯±¥µ�Àâ´Dª�ã¶ª@§\°$±�®�¬d£�©c® ¼ ª ÀT¤�®â­¶«`À¥ª@«¢°�­�§
ª@«�²H­¯«`¿1°`£¥ª�ª@Ý\¬d£D©c® ¼ ª

§¥«�­\¬@ª À\±¥«`ª2¤�®�°�£¥ªZ£F¾9´¥«`¤�À�¿6ª@°�£¥­\À » £�ª@®�¦�­¯µ�³F¤�® ¼ °`£¥ª2²H­¶« » ©c«dÀ6§¥«�­¶´¥µ�ª@¿ Æ�Ô9Ëjù¯Ç-Ë �;¤ ¼ ±¥«`ªZÖ�Ë ¸¢¦�£¥­ » ¦R°`£�©m°0°�£¥ª
©¯À¥©¯§\°�¤�³9¤Ì°p¾6°�ªy¬d£¥®¥¤�ÑF±¥ªZª ®¥£�©c®D¬-ª ¦�°�£�ª�ÑF±�©¯µ�¤�°p¾�­c²4°`£¥ªZ«`ª ¬@­¯®�¦u°�«`±�¬,°`¤�­¶®�­¯´\°d©c¤�®¥ª À!­¯®�°`£¥ª�Î�«`¦u°�¦u°`© ¼ ª¶Ë æ ª�©¯«�ª
©c´¥µ�ª*°�­
«�ªy¬-­¶®�¦p°`«�±D¬,° » ª@µ�µ=µ�­\¬@©m°`¤�­¶®�¦¨­¯²�´D­¯°�£%¦�¿�©cµ�µ;¦`ÑF±�©c«`ª ¦ » £¥¤�µ�ª+§�«�ªy¦uª «�³9¤�® ¼ © ¼ ­9­\À�¤�®¥¤�°�¤�©cµ�µ�¾�­¯´\°d©c¤�®¥ª À
¤�®�¬@µ�±D¦u¤�­¯®;^m´�©¯¬dã ¼ «�­¶±¥®�À*¬-­¶®F°�«d©¯¦u° º » £¥¤�¬d£6°�±¥«`®�¦R­¯±¥°;°`­¢´Dª2®¥­ » ×�ô�Ü�¤�®�¦u°�ªy©¯À	­c²
å�Ë Õ�ô�Ü�¬@©¯µ�¬@±¥µ�©m°�ªyÀ+­¶®+°`£¥ª�Î�«d¦p°
¦p°d© ¼ ª¶ËI¡�£¥ª2³m©¯µ�±¥ª2­¯²D°`£¥ªZ¬@­Fª@Ã�¬-¤�ª@®F°

c (x) = 1
­¯±\°d¦u¤�À\ª2­¯²L¦�¿�©cµ�µ�¦�ÑF±�©¯«�ªy¦;¤�¦�©¯µ�¦�­¢¤�¿�© ¼ ª À » ª@µ�µ�Ë æ ªZ­¯´�¦�ª@«`³¯ª

°�£�©c°�°`£¥ª�±�¦uª¢­¯²4°�£¥ª¢¤�®¥¤�°�¤�©cµC¬-­F©c«d¦uª�¿6ªy¦u£ » ¤Ì°`£
×FÓ �¶Õ$ª@µ�ª@¿�ª ®¶°d¦�À\­9ª ¦�®¥­c°�¤�¿6§�«�­m³¶ª¨°�£�ª�¤�¿�© ¼ ªZ­¯´¥°`©c¤�®¥ªyÀ�­¯®
¡=ªy¦p°$Ü¶Ë�Ü¶Ë

�4� �C���D� � 	 �O� � 
��
σ = 0%

�	Ä^¿�© ¼ ª ¦�Ö�Ë ¸mÍ|´DÇ-º;²`Ç,º ��Ç,ºÊ®DÇ-º�¦`Ç » ª@«`ª
­¶´\°`©¯¤�®�ª À » ¤�°�£
σ = 0%

¤�®g°`£¥ª
´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾%À�©m°`©

g
º » ¤�°�£â°�£�ª�«�ª ¼ ±¥µ�©c«`¤�ßy©m°`¤�­¶®%§�©¯«`©¯¿6ª@°�ª «

γ = 0.01
©c®DÀ » ¤�°�£¥­¶±\°$±�¦�¤�® ¼ °�£¥ª�¦�¿�­F­¯°�£¥®�ª ¦`¦

¤�®�À¥¤�¬ ©m°�­¶«$§¥«`­\¬-ª À¥±¥«�ª
©c§¥§¥µ�¤�ª Àâ°�­Á°�£¥ª
«�ªy¬-­¯®D¦p°`«�±�¬-°�ªyÀâ¬@­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°
c(x)

ËTÞZ¦$¤�° » ©¯¦+¦p°d©m°�ªyÀá¤�®÷¦u±¥´D¦uªy¬,°�¤�­¯®
Ô9Ë å�­c²2· ¸m¹|ºD°�£�¤�¦Z§¥«�­\¬@ª À\±¥«`ª$¬-­¶®�¦�¤�¦u°`¦2¤�®%©�µ�­\¬@©cµ;©�³¯ª «`© ¼ ¤�® ¼ ­¯²�¬-­¯¿�§¥±¥°�ª À�³m©¯µ�±¥ªy¦¨­¯²

cn,i (x) .
¡�£�ª+ª-ÚLª ¬-°Z­c²

±�¦u¤�® ¼ ¦�¿6­9­¯°�£¥®¥ªy¦�¦�¤�®�À\¤�¬@©c°�­¯«�§¥«`­\¬-ªyÀ\±¥«`ª¢¬ ©c®
´Dª$¦�ª@ª ®!²H«`­¯¿�¬@­¯¿�§�©¯«�¤�¦u­¶®�­c²
σ = 0%

©¯®�À
σ = 5%

¤�¿�© ¼ ªy¦
­c²��;¤ ¼ ±¥«`ª6Ö�Ë ¸¥Ë �9­�º » £�ª@®T°�£¥¤�¦�§¥«�­\¬@ª À\±¥«`ª » ©¯¦�®¥­¯°¢©¯§¥§¥µ�¤�ªyÀCº » ª ¼ ­c°¢¿6­¶«�ª	ª@µ�ª@¿�ª@®F°d¦�¤�®â®¥ª » ©¶À¥©c§¥°�¤�³¯ª@µ�¾
«�ª@Î�®¥ª À�¿�ªy¦u£¥ªy¦�©c®DÀ�¿6­¶«�ª Ï » ©¯¦�£¥ª À�© » ©�¾¯Ð�¤�¿�© ¼ ª ¦�¬-­¯¿�§�©¯«�ªyÀ » ¤Ì°`£�¤�¿�© ¼ ª ¦R²H­¶«Ê°�£�ª�¬@©¶¦uª2­¯²

σ = 5% » £¥ª@®
°�£¥¤�¦2§¥«`­\¬-ª À¥±¥«�ª » ©¯¦�¤�®�§�µ�©¶¬-ª¯Ë

Ä^®�¡;©c´�µ�ª*Ö¥Ë�Ü » ª*§�«�ªy¦uª ®¶°¨¬@­¯¿�§¥±\°`ª À
L2

Í|®¥­¶«�¿�¦�­c² ||u |ΓT
−g||L2(ΓT )

¤�®�°�£¥ª$ÑF±�©¶¦u¤�Í^ä¨ª » °`­¯®�¿�ª-°�£�­9À
²H­¯«�©¯À�©c§\°`¤�³¶ª@µ�¾$«�ª@Î�®¥ªyÀ+¿�ª ¦�£¥ªy¦@Ë �¨ª «�ª�²H±¥®�¬-°�¤�­¯®�¦

u |ΓT

©c«`ª2¬-­¶¿6§�±\°�ªyÀ	³9¤�©�°�£¥ª�²H­¶« » ©c«dÀ$§¥«`­¯´�µ�ª ¿½¦u­¶µ�±¥°�¤�­¯®�¦
©c®�À	°�£�ªZ¦�©¯¿�ª2¤�®�° » ­*¿�­¯«`ª�°�ª ¦u°`¦�´Dª µ�­ » Ë æ ª2­¯´�¦�ª@«`³¯ª�°�£D©m°�°`£¥ª ¦�ª¨®¥­¶«�¿�¦ÊÀ\ªy¬-«`ª ©¯¦�ª¨©¯¦�¿6ªy¦u£�ª ¦�©¯«�ª�«`ª-Î�®¥ªyÀCË
¡�£¥ª@®�°�£�ª@¾!¦�µ�¤ ¼ £F°`µ�¾�¤�®�¬@«�ªy©¯¦�ª¢©¯®�À�©c«`ª�ÎD®�©cµ�µ�¾
¦p°d©c´¥¤�µ�¤�ß@ªyÀ�²H­¶«¨©cµ�µ4«`ª-Î�®¥ª ¿�ª@®F°`¦

n > 3
­c²;°�£¥ª*¤�®¥¤�°�¤�©cµ4¿�ªy¦u£4Ë

�4� �C� �C� � 	 �ø� � 
��
σ = 5%

�6Ä^¿�© ¼ ª ¦+Ö�Ë ¸mÍ�ÀDÇ,º;£DÇ,ºRµEÇ,ºÊ§DÇ-º;±
Ç » ª@«`ª!­¶´\°`©¯¤�®¥ªyÀ » ¤�°�£
σ = 5%

¤�®Ù°`£¥ª
´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾�À¥©c°`©

g
º » ¤Ì°`£�«`ª ¼ ±¥µ�©c«`¤�ßy©m°�¤�­¯®!§�©c«d©c¿�ª-°`ª@«

γ = 0.01
©c®DÀ » ¤�°�£�°�£�ª¢¦�¿�­9­c°�£�¤�® ¼ ¤�®�À\¤�¬@©c°�­¯«�§¥«`­\¬-ª@Í

À\±¥«`ª¨­¯®�°`£¥ªZ©cµ�µD©¶À¥©c§¥°�¤�³¯ª@µ�¾+«`ª-ÎD®¥ª À�¿�ª ¦�£¥ªy¦@ËR¡�£¥ªZ±D¦uª¨­¯²L°�£¥ªZ¦�¿�­9­c°�£�¤�® ¼ ¤�®�À¥¤�¬ ©m°�­¶«Ê²H­¯«�°�£¥ªZ«�ªy¬-­¯®D¦p°`«�±�¬-°�ªyÀ
¬-­9ª-Ã�¬-¤�ª@®F°

ch
£�©¶¦R£¥ª@µ�§
ª À6±�¦;°�­¢­¶´\°`©¯¤�®6¿�­¯«`ª�©¶¬@¬@±¥«`©c°�ª�¤�¿�© ¼ ª ¦R©¶¦ » ª@µ�µ¥©¯¦;°`­ ¼ ª-°�©�µ�ª ¦`¦uª «;®9±¥¿	´Dª «Ê­c²
Î�®¥¤�°�ª

ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦$¤�®Ù¬@­¯¿�§¥±\°d©m°�¤�­¯®D©cµÊ¿�ª ¦�£¥ª ¦ Ë
¡;©c´�µ�ª�Ö�Ë ù
§¥«`ª ¦�ª@®F°`¦*¬@­¯¿�§¥±\°`ª À
L2

Í|®�­¯«`¿�¦$­c² ||u |ΓT
−g||L2(ΓT )

Ë
æ ª6­¯´�¦�ª@«`³¯ª$°�£�©c°�®¥­¶«�¿�¦�©m°Z°`£¥ª6´D­¶±¥®�À¥©¯«�¾�©c«`ª+À\ªy¬-«`ª ©¶¦u¤�® ¼ ©¶¦Z¿�ª ¦�£¥ªy¦�©¯«�ª$«`ª-ÎD®¥ª ÀCË¢¡�£¥ª ®Á°�£�ª@¾Á¦�µ�¤ ¼ £F°�µ�¾
¤�®�¬@«�ªy©¯¦�ª�©¯®�À�©c«`ªZÎD®�©cµ�µ�¾�¦p°d©c´¥¤�µ�¤�ß ª À!²H­¯«¨©cµ�µC«`ª-Î�®¥ª ¿�ª@®F°`¦

n > 3
­c²;°�£�ª�¤�®¥¤�°�¤�©cµ4¿�ªy¦u£4Ë

� ��
 � �4� �
ä¨­ »û» ª�°�ªy¦p°6°�£�ª�¦�¾9®¶°`£¥ª ¦�¤�¦$­c²Z°�£¥ª ¼ µ�­¯´�©¯µ�µ�¾ú¬-­¯®9³¶ª@« ¼ ª@®F°$®9±¥¿�ª@«`¤�¬@©cµ0¿�ª-°�£�­9À » ¤Ì°`£Ù°`£¥ª�©¶À¥©c§¥°�¤�³F¤�°p¾

» ¤Ì°`£T°`£¥ª!¦u°`©¯«u°`¤�® ¼ §
­¯¤�®F°$­¯®â°�£¥ª�¬@­¶©¯«`¦�ª	¿�ªy¦u£â°`©¯ã¯ª ®%²H«`­¯¿ °�£¥ª�«`ª ¦�±¥µ�°$­c²2¡=ªy¦p°	ù¥Ë�Ü�©c®DÀ » ¤�°�£â°`£¥ª�§¥µ�©c®¥ª
���



­¶§\° Ë ¤�° Ë ×¶Ó �¶Õ+ª µ�ª ¿�ª@®F°`¦ ¸¯ùcÖ¶Õ+ª µ�ª ¿�ª@®F°`¦ ÔmÕ¥Ü��+ª µ�ª ¿�ª@®F°`¦ Ü¯Üy¸¶ùcÕ+ª@µ�ª@¿�ª@®F°`¦ Ü Ö�Ü ÕFù*ª@µ�ª@¿�ª ®¶°d¦
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