TENTAMEN: Statistik och sannolikhetslara (LMA120)

Tid och plats: Onsdagen den 22 januari, MVH12, 10.00 - 12.00

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, formelsamling, kursbok samt anteckningar
Betygsgranser: 3: 12 podng, 4: 18 poidng, 5: 24 podng. Maximalt antal podng ar
30.

1. For vilken av f6ljande fordelningar &r P(X = 3) storst?

e En normalférdelning med medelvirde 3 och standardavvikelse 1

En normalfordelning med medelvéirde 3 och standardavvikelse 0.1
e En exponentialférdelning, med parameter 1/2
e En binomialférdelning, med n =4 och p = 0.5

e En Poissonfordelning, med A\ = 4 (8 poiing)

Eftersom att X 1 de tre forsta alternativen dr en kontinuerlig stokastisk variabel ser
vi direkt att P(X = 3) =0 i dessa fall.

Om X ~ bin(4,0.5) sd dr

4 ‘
P(X =3) = (3) 055 (1-05)13=4.05"=0.25

Om X ~ Poisson(4) sd ar

et 43  et4.4.4 4.4.2

Alltsa ar P(X = 3) storst om X ar binomialférdelad med n = 4 och p = 0.5.

2. Malin har som sommarjobb att rikna antalet bilar som passerar en bro under
tva timmar varje dag. Tiden i minuter mellan tva bilar som passerar antas
vara exponentialfordelad med parameter A = 1/20.

(a) Hur linge maste Malin i snitt vinta mellan att tva bilar dyker upp?

(b) Vad ar sannolikheten att det dyker upp ingen, en eller tva bilar under ett
arbetspass?

(c) Vad &r sannolikheten att inga bilar dyker upp under tva dagar i foljd?

(d) Nér det dr 5 minuter kvar av Malins arbetspass, och det inte har dykt
upp nagra bilar den senaste halvtimman bestdmmer sig Malin for att ga
hem. Vad &r sannolikheten f6r att det dyker upp en bil under de fem
minuter av Malins arbetspass som hon inte &r dar? (10 poéng)

(a) Om X1 dr tiden mellan tvd bilar sd dr X; ~ exp A1, dar \y = 1/20. Eftersom
att X1 ar exponentialfordelad sa dr

E[X1] = 1/A; = 20

dvs. 1 snitt far Malin vinta 1 20 minuter mellan tva bilar.



(b) Om Xy dar antalet bilar som passerar under ett arbetspass, sa at Xo Poisson-
fordelad med parameter Ao = 120- A1 = 120/20 = 6, eftersom att ett arbetspass
varar 1 120 minuter och det i snitt passerar en bil var 20:e minut enligt (a). Vi
far darfor att

P(Xy <2) = P(Xg=0)+ P(Xa=1) + P(Xa = 2)
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dvs. sannolikheten for att det passerar max 2 bilar under ett arbetspass dar
ungefar 6%.

e 6.69

(c) Sannolikheten att ingen bil dyker upp under en dag dr P(Xo = 0) = S5~ =
e 8. Eftersom att antalet bilar som passerar under dag 2 kan antas vara
oberoende av antalet bilar som passerade under dag 1, sd blir sannolikheten
att inga bilar passerar under varken dag 1 eller dag 2
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(d) Antalet bilar X3 som dyker upp under de sista fem minutrarna dr helt oberoende
av antalet bilar som passerat tidigare under dagen, eftersom att exponentialforde-
lade och Poissonfordelade stokastiska variabler saknar minne. Ddarfor dar Xz ~
Poisson(As), dar A3 = 5/20 = 0.25, och sannolikheten att inga iblar passerar
under de sista fem minutrarna blir

~A3 . )0
P(X3=0)= 6(3)7'“3 = ¢ 02 x~ 0.7788
3. Johan tycker mycket om pannkakor, och nér han gor pannkakor brukar han
kopa medelstora dgg, som enligt forpackningen ska viga 53-63 gram. Den
senaste tiden tycker dock Johan att alla 4gg han kopt varit férvanansvért sma,
och han bestammer sig darfor for att viga alla 4gg han koper. De senaste 20
dggen Johan har képt har haft féljande vikter:

46 47 47 48 49 49 49 50 52 52
52 52 53 53 55 55 56 56 ST 59

Johan riknar ut att Y v; = 1037 och > v? = 54 027, dér v; dr vikten pa dgg
numimer ¢.

(a) Givet Johans insamlade data, berdkna ett ensidigt uppat begransat 95%-
igt konfidensintervall f6r medelvikten pa ett dgg. Baserat pa detta, finns
det skl for Johan att kontakta dggproducenten for att klaga?



(b) Johan lidser pa dggproducentens hemsida att dggen som klassas som nor-
malstora har en vikt som &r normalférdelad med medelvirde 58 gram
och standardavvikelse 2,5 gram. Givet att de hér siffrorna stdmmer, hur
sannolikt dr det att fa ett 4gg som viger mindre &dn eller lika med 53
gram?

(c) Hur sannolikt ar det, givet att dggproducentens data, att stickprovs-
medelvardet ar sa litet som, eller mindre &n, i Johans fall?

(d) Totalt viager 19 av dggen Johan vigt minde &n 58 gram. Givet att pro-
ducentens uppgifter stimmer, hur stor ar sannolikheten att minst 19 av
20 dgg viger mindre dn 58 gram? (12 poéng)

(a) Vi har stickprovsstorlek n = 20, stickprovsmedelvirde
T =) v/n=1037/20 = 51.85
och stickprovsvarians

o 2vi—n(z)*? 54027 —20-51.857
N n—1 N 20 — 1

=13.61

S

Eftersom att antalet frihetsgrader drn —1 = 19 och o = 0.05 sa far vi z =
1.7291. Detta ger konfidensintervallet

<—oo,a: n f/%) — (00, 53.2764)

(b) Om X dr vikten hos ett slumpuvist valt dgg, sd ar

P(X <53)=¢ <532_558> = $(—2) = 0.02

dvs. sannolikheten att fa ett dgg som vdger mindre dn 58 gram dr enligt dgg-
producenten mindre dn 2%.

(c) I ett stickprov om 20 dgg, lat X; vara vikten pa dgg nummer i. Dé ar enligt
aggproducenten X; ~ N(58,2.5), sd

- Xi+...+X E|X o+ EX 20 - 58
E[X]=E 1+ ..+ A0 [(X1] 4+ ...+ E[Xy] _ — 58
20 20 20
och
_ Xi4...+ X0\  Var(Xy)+...Var(Xy) 2.5
Var(X)-Var( 50 >— 502 =30

s X ~ N (58, 23) Vi fir dirfor att

N—

_ 51.85 — 58
P(X <51.85) =@ < ~ @(-11)) ~ 10728
2.5/1/20



(d) Lat X wara antalet dgg som vager mer an 58 gram. Dd ar X ~ bin(20,0.5)
eftersom att normalfordelningen dr symmetrisk. Vi far darfor att

P(minst 19 dgg vager mindre dn 58 gram) = P(X < 1)
20 20
= -0.52.0.52070 4 0.5 - 0.5201
0 1
=921-050~2.107°



