LOSNINGAR till tentamen: Statistik och sannolikhetsléra (LMA120)

Tid och plats: 8.30-12.30 den 24 augusti 2015

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, formelblad

Betygsgranser: 3: 12 poang, 4: 18 poang, 5: 24 poang. Maximalt antal podng: 30
Examinator: Petter Mostad

Telefonvakt: Malin Palé Forsstrom, telefonnummer: 0768-303635

1. Antag att man kastar en vanlig tdrning och réknar antalet 6gon man far. Visa att
héndelserna tdrningen visar ett udda antal 6gon och tdarningen visar ett eller tvd dgon
oberoende. (3p)

Loésning
P(man far ett udda antal 6gon) = P({1,3,5}) =3/6 = 1/2

P(man far ett eller tva 6gon) = P({1,2}) =2/6 =1/3

och
P(man far ett udda antal 6gon och man far ett eller tva 6gon) = P(man far ett 6ga) = 1/6.

Eftersom att 1/6 = 1/2-1/3 s& dr de tva héndelserna oberoende.

2. Under det senaste aret har ett antal tidningsartiklar havdat att cirka 60% av de
som tror att de ar laktosintoleranta i sjalva verket inte ar det. Totalt ar 15% av
befolkningen laktosintoleranta. Av de som &ar laktosintoleranta antas de flesta, 80%,
veta om det.

(a) Hur stor ar sannolikheten att en slumpvist vald person tror att den dr laktosin-
tolerant? (2p)

(b) Att ha en anstélld med laktosintolerans ger foretaget Alfreds bygg merkostnad
en merkostnad pa cirka 200 kr per ar. Ett hemmatest for laktosintolerans kos-
tar 399 kronor pa apoteket. Alfred funderar déarfor pa att ge nyanstéllda som
uppger att de ar lakosintoleranta ett test fran Apoteket, for att eventuellt slippa
merkostnaden om de skulle visa sig inte vara laktosintoleranta. Om en anstéalld
stannar hos foretaget i tre ar, hur stor dr den férvintade vinsten med att kdpa
ett sddant test? (3p)

Losning

(a) Lat T vara héndelsen att en slumpvist vald person tror att den &r laktosintole-
rant, och 1at L vara hédndelsen att en slumpvist vald person &r laktosintolerant.
Enligt uppgiften &r P(L | T) = 0.4, P(L) = 0.15 och P(T"| L) = 0.8. Vi ska
rikna ut P(T') och anvénder Bayes sats:

_ P(T|L)P(L) _08-0.15 _

P(T) = P(L|T) 04 03

dvs. 30% av befolkningen tror att de ar laktosintoleranta.



(b) Om man inte testar den anstéllde blir den forvintade kostnaden for tre ar
3-300 = 900 kr enligt uppgiften. Om arbetsgivaren kdper ett test blir den
forvintade kostanden 399 kr om personen i sjilva verket inte ar laktosintole-
rant, och 399 + 900 = 1299 kr om den &r det. Enligt uppgiften ar sannolikheten
att den nyanstéllde ar laktosintolerant 40%. Den forviantade kostnaden om mna
koper in ett test blir darfor

1299 - 0.4 + 399 - 0.6 = 759.

Arbetsgivaren kan alltsa spara i snitt 900 — 759 = 141 kronor per nyanstéalld pa
att genomfora ett sddant test.

3. Antag att X ar likformigt fordelad pa intervallet mellan 0 och 1, och att

Y:{ZX om X <0.5

X  annars

(a) Rita téthetsfunktionen till Y (
(b) Beridkna P(Y) > 0.25 (
(c) Berdkna E[Y] (2p
(d) Berékna Var(Y) (

— ~— — ~—

Losning

(a) Se nedan.
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(b) Fran figuren ovan ses direkt att P(Y > 0.25) = 7/8. Ett annat sétt att rédkna
ut det pa ar:

P(Y >025)=1-P(Y <025)=1—-P(X <0.125) =1—1/8 =7/8.

(c) Lat f vara tathetsfunktionen till Y. Da &r

1 0.5 1
E[Y]—/ xf(x)da;—/ m-0.5daz+/ x-1.5dx
0 0 0

.5
0.5 1
- 0.5[#/2]0 15 [x2/2]0 _=05-(05/2-0)+ 1.5 (12/2 - 0.5%/2)
= 0.6250



Antal utfall

(d) Vi riknar forst ut E[Y?]:

1 0.5 1
E[YQ]—/ xzf(:):)dx—/ x2-0.5dx+/ 22 1.5dx
0 0 0.5
3 /9]0 3 /a]" 3 3 3
- 0.5[3; /3}0 + 1.5[9; /3}05 =0.5-(0.5°/3—0)+ 1.5 (13/3 — 0.5%/3)
= 0.4583
Vi far nu
Var(Y) = E[Y?] — E[Y]? = 0.4583 — 0.6250% = 0.0677
4. Listan nedan visar tidsatgangen i sekunder det tagit for ett visst typ av klister att

hérda.

327 265 281 208 226 232 273 232 261 178
229 215 193 255 248 241 200 274 251 231
241 232 187 231 215 211 205 224 180 269

(a) Rita ett stapeldiagram som sammanfattar datan. Rita ocksa en empiriska for-
delningsfunktion fér datan. (2p)

(b) Vilket av de fordelningar (med vilka parametrar) som vi gatt igenom i kursen
tycker du passar datan bést? Finns det nagonting som gor att den fordelning
du valt inte kan stdmma helt? For full poang kravs full motivering. (2p)

Losning

(a) Se figur 1 och 2.
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Figur 1: Stapeldiagram Figur 2: Empirisk férdelningsfunktion

(b) Eftersom att tiderna anges i sekunder &r det svart att enbart fran diagrammet
sdga om datan kommer fran en diskret eller kontinuerlig férdelning, men ef-
tersom att vi vet att den anger hardningstider, sa borde datan komma fran en
kontinuerlig fordelning. Datan skulle kunna komma fran en normalférdelning.
Argument for att det skulle kunna vara s& &ar att stapeldiagrammet har unge-
far en sadan form. Vi kan skatta parametrarna till en normalférdelning med
stickprovsmedelvardet och stickprovsvariansen: = 233.83 och s = 33.22.



5. Den 17 juni i ar skrev tidningen GP f6ljande:

Miljépartiet far sitt bista stod hittills © ar och okar med 2,3 procentenheter, enligt
Sifos nya mdtning. Samtidigt minskar stddet for regeringspartnern S med 2,4 procen-
tenheter jaimfort med i mars, ett tapp som dock inte dr statistiskt sikerhetsstdllt.

Forklara vad det betyder att tappet inte ar statistiskt sékerhetsstallt. Hur skulle de
som har gjort understkningen ha réknat for att komma fram till det? (6p)

Losning  For att kontrollera om en sadan férandring ar statistiskt sdkerhetsstélld
sa tanker man sig att varje person i stickprovet representeras en Bernoullivariabel
X; som dr 1 om en person anger att han/hon ska rosta pa S och 0 annars. Da &r
X, en slumpvariabel som ar Bernoulliférdelad med parameter p, diar p ar andelen i
befolkningen som anger att de ska rosta pa S. p ar dessutom medelvardet for X;.
Nér man har samlat in data har man gjort ett konfidensintervall féor medelvérdet,
dvs. for p, med nagon konfidensgrad. Om det intervallet inte innehéaller det vérde
man hade sedan tidigare, exempelvis fran en tidigare understkning, sa sdger man att
skillnaden eller foréndringen &r statistiskt sdkerhetsstélld. I undersékningen som GP
skrev om sa lag alltsa det gamla vérdet i det konfidensintervall man fick fran den nya
understkningen, sa det gar inte att sdga om det verkligen &r fler som har ténkt rosta
pa S, eller om skillnaden i resultat bara beror pa slumpen.

6. Om man bygger ett hus ndra en stor vag kan man behova sétta upp bullerplank om
den genomsnittliga ljudnivan inomhus per dygn &verstiger riktviardet 30 dBA. For

att kontrollera om detta var fallet gjordes f6ljande métningar i ett hus under ett dygn
(i dBA).

25.9 283 29.7 264 29.2 29.0 27.7 284
31.0 26.7 29.0 28.6 288 284 28.7 28.1
26.4 277 287 28.7 29.1 31.1 264 292

(a) Antag att stickprovet kommer fran en normalférdelning och beréikna ett 99%-igt
konfidensintervall for den genomsnittliga bullernivan per dygn. Du kan anvanda
att > x; = 681.2 och Y 2 = 19375.64. (2p)

(b) I (a)-uppgiften antog vi att datan var normalférdelad. Testa om det verkar vara
ett rimligt antagande med hjélp av ett hypotestest. For full poéng krévs att en
korrekt slutsats dras. (4p)

Lo6sning

(a) Eftersom att vi har 24 métpunkter sa far vi 23 frihetsgrader. Enligt tabell vet
vi att ett 99%-igt konfidensintervall ges av

[z — 2.81s/v/n, T + 2.81s//n],

dar
2. Ti
24

= 28.38

Tr =

och

_Xa (S

n—1

=1.334.

S



Konfidensintervallet blir darfor

[27.5984,29.1616].

(b) Vi sammanfattar forst datan i en tabell:

~.

Ljudniva (dBA)

(0i — Ei)*/E;

< 26.5

26.5 — 26.99
27.0 — 28.99
> 29

W N

5

6
5
8

Hér har vi slagit samman intervall sa att O; > 5 for alla intervall. For att
kunna fylla i resten av tabellen behover vi anvidnda hypotesen, nédmligen att
datan ar normalférdelad, och gissningarna pa parametrarna som ges av T och s.
Vi raknade ut dessa i (a)-uppgiften, sa vi anvander férdelningen N (28.38,1.334)
and antar att X ~ N(28.38,1.334) for att rakna ut kolumnen for E;:

E1_28-P(X<26.5)_28-q5<

26.5 — 28.38)

1.334

— 28 - & (—1.4093) = 28 - (1 — & (1.4093))
=28 (1 —0.9206) = 28 - 0.0794 = 2.2225

Ey=28-P(26.5 < X < 27) = 28 (P(X < 27) — P(X < 26.5))

_ 3. <Q§ (27—28.38

1.334
=28 (1 — & (1.0345) — 0.0794) = 28 - (1 — 0.8495 — 0.0794)
= 28 (0.1505 — 0.0794) = 28 - 0.0711 = 1.99

) - 0.0794> — 28 - (& (—1.0345) — 0.0794)

Es=28-P(27 < X < 29) =28 - (P(X < 29) — P(X < 27))

_og. (di (29—28.38

1.334
=28 - (0.6790 — 0.1505) = 28 - 0.5285 = 14.80

) - 0.1505) = 28 - (¢ (0.4648) — 0.1505)

Ey =28 P(X >29) =28 (1— P(X < 29))

:28(1_@(

29 — 28.38
1.334

=28 (1 — #(0.4648)) = 28 - (1 — 0.6790) = 9.00

Om vi satter in det har 1 tabellen far vi:

1 <264 ) 2.22 278 3.88
2 26.5—26.9 6 199 4.01 8.08
3 27.0-289 ) 14.80 -9.80 6.49
4 >29 g8 9.00 -1.00 0.11



Vi far alltsa statistikan

> (0i — E;)*/E; = 3.88+ 8.08 +6.49 + 0.11 = 18.56

(2

Vi har 4 — 1 = 3 frihetsgrader vilket gor att vi hade forkastat var hypotes dven
om signifikansnivan hade varit sa lag som 0.005.



