LOSNINGAR till tentamen: Statistik och sannolikhetsléra (LMA120)

Tid och plats: 8.30-12.30 den 30 maj 2015

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, formelblad

Betygsgranser: 3: 12 poang, 4: 18 poang, 5: 24 poang. Maximalt antal podng: 30
Examinator: Petter Mostad

Telefonvakt: Anders Hildeman, telefonnummer: 0708-193630

1. Ett foretag berdknar att tiden det tar i minuter att tillverka en viss produkt &r
normalférdelad med vénteviarde 8 och varians 2. Din chef bestdmmer sig for att
kontrollera om véntevérdet stammer, och méter under en dag tillverkningstiden for
fyra produkter. Din chef méter upp tiderna 5.6, 7.2, 8.1 och 7.5 och konstaterar att
foretaget verkar ha blivit snabbare pa att tillverka produkten.

(a)

(b)
()

Om chefens métningar dr oberoende och tillverkningstiden &r normalférdelad
med véntevirde 8 sa borde antalet tider som &r mindre &n 8 folja en viss fordel-
ning. Vilket fordelning &r det, och vad &r dess parametrar?

Hur sannolikt ar det att f& minst 3 tider som ar mindre &n 8 om antalet tider
som #r mindre &n 8 foljer férdelningen i (a)-uppgiften?

Om du antar att tiden det tog att tillverka en produkt da chefen gjorde sina
matningar ar normalférdelad med variansen 2, kan du berékna ett konfidensin-
tervall for fordelningens vanteviarde? Om du svarar ja péa uppgiften, berdkna ett
konfidensintervall med konfidensgrad 0.98, och om du svarar nej, forklara varfor
det inte gar.

Om stickprovsmedelvirdet inte fordndras da din chef gor fler métningar, hur
manga métningar behover han gora for att kunna dra den slutsats han drog
med hjélp av ett konfidensintervall med konfidensgrad 0.987 (2+42-+3+3 poéng)

Losning

(a)
(b)

Antalet tider X som &r mindre &n atta borde vara binomialfordelat med para-
metrarna n = 4 och p = 0.5.

Tre av tiderna chefen métte upp var mindre &n atta, och

4 4
P(X>3)=P(X=3)+P(X =4) = <3> -0.5%-0.50 4 <4> -0.5%.0.5° = 5.0.5

Ja! Eftersom att vi antar att tiden ar normalfordelad s& kan vi berdkna ett
konfidensintervall &ven om stickprovet inte dr sdrskilt stort. Om vi anvinder
konfidensniva 0.98 s& blir konfidensintervallet
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T4z | = 7.1—2.33.f,7.1+2.33.‘[] = [5.4524, 8.7476]
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Vi behover rdkna ut hur stort n maste vara for att talet 8 inte ska ligga i

intervallet
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vilket ar samma sak som att titta vilket som ar det minsta heltal n sddant att
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Om vi loser ut n sa far vi att

V2-2.33

8§—17.1 <V,

V2 -2.33
8—7.1

2
> =13.4047 <n

sa chefen behdver géra minst 14 métningar.

2. Antalet fartyg som ankommer till en viss hamn under loppet av en dag har visat
sig vara Poissonfordelat med parametern A = 2. Hamnen kan maximalt betjéna
3 tankfartyg dag. De tre forst ankomna blir betjanade, och eventuella Gvriga blir
omdirigerade till en annan hamn.

(a) Bestdm sannolikheten for att det en slumpvist vald dag kommer att omdirigeras
fartyg till en annan hamn.

(b) Hur stor kapacitet bor hamnen byggas ut till fér att med minst 99%:s sannolik-
het kunna betjdna samtliga fartyg som ankommer en slumpvist vald dag?

(c) Antag att hamnen utokar sin kapacitet med en plats till en kostnad av 5 miljoner
kronor. Om varje betjénat fartyg ger hamnen en inkomst av 50 000 kronor, hur
lang tid bor hamnen ridkna med att det tar innan de boérjar ga plus pa den extra
platsen?

(d) Kommunen raknar med att hamnen bara kommer att vara i bruk i tre ar till.
Om hamnen utokar sin kapacitet med en plats; hur stor &r risken att de inte
kommer ha gatt plus pa den innan hamnen laggs ner? (2+42+3+3 poéng)

Loésning

(a) Lat X vara antalet fartyg som ankommer till hamnen under en slumpvist vald
dag, s& att X ~ Poisson(2). Da ar

P(X>3)=1-P(X <3)
e72.20 2.9l €72.92 2.9
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(b) Fragan &r hur stort k behover vara for att P(X > k) ska vara mindre &n 0.01.
P(X > 4) = 0.0527

P(X > 5)=0.0166
P(X > 6) = 0.0045

dvs. hamnen behéver kunna ta emot minst 6 fartyg per dag.



(c) Sannolikheten att den extra hamnplatsen anvinds pa en slumpvist vald dag
ar P(X > 3) = 0.1429 enligt (a). Den forvintade inkomsten fran den nya
hamnplatsen per dag blir darfor

50000 - P(X > 3) = 50000 - 0.1429 = 7145

Eftersom att 5000000/7145 = 699.7901 sa kommer det i snitt ta ca 700 dagar
innan hamnen gar med vinst pa att uta sin kapacitet med ett fartyg.

(d) Eftersom att hamnen tjanar 50 000 per betjanat fartyg sa behover de betjana
totalt 5000000/50000 = 100 extra fartyg under den ndrmsta tre aren for att
tjana pa att Oka sin kapacitet. Antalet dagar Y under de nidrmsta tre dren som
de kommer att behdéva den extra kapaciteten dr en binomialférdelad slump-
variabel med parametrarna n = 3 - 365 och p = P(X > 3) = 0.1429, dvs.
Y ~ bin(1095,0.1429). Vi behover rakna ut P(Y < 100). Om vi anvinder att
binomialférdelningen &r lik normalfordelningen da n ar stort s& far vi att

100 —
P(Y < 100) ~ & _100—7np
np(l —p)

B 100 — 156.555

-~ \ /1095 - 0.1429(1 — 0.1429)
= B(—4.8835)

< 0.00001

enligt tabellen (mer exakta berikningar ger P(Y < 100) ~ 5.2110 - 10~7), dvs.
hamnen kommer néstan sdkert att tjana péa att utvidga hamnen med en extra
plats.

3. Ett byggforetag misstéanker att hur manga olyckor som sker beror pa nér pa dygnet
ett visst arbete utfors. Foretaget har déarfor samlat in data fran 100 olyckor och
sammanstéllt den i féljande tabell. Testa hypotesen att risken for olyckor inte varierar
Over en arbetsdag.

Tid 89 9-10 10-11 11-12 12-13 13-14 14-15 15-16 16-17
Antal olyckor 5 7 8 18 17 12 3 12 18
(5 poéing)

Losning Vi stéller forst upp en tabell:

Tid (z;) Antal olyckor (O;) Forviintat antal olyckor (E;) O; — E;  (0; — E;))?  (0; — E;)?/E;

8-9 ) 11.11 -6.11 37.35 3.36
9-10 7 11.11 -4.11 16.90 1.52
10-11 8 11.11 -3.11 9.68 0.87
11-12 18 11.11 6.89 47.46 4.27
12-13 17 11.11 5.89 34.68 3.12
13-14 12 11.11 0.89 0.79 0.07
14-15 3 11.11 -8.11 65.79 5.92
15-16 12 11.11 0.89 0.79 0.07
16-17 18 11.11 6.89 47.46 4.27



Med hjélp av tabellen ser vi att >, % = 23.4800. Eftersom att vi vet att
> % ar y2-fordelad med 9 — 1 = 8 frihetsgrader om hypotesen att antalet

(2
olyckor inte varierar 6ver en arbetsdag stdmmer sé ser vi i tabell att sannolikheten
att fa data som avviker s har mycket fran en likformig fordelning ar ungefar 0.5%,

dvs. vi bor fomodligen forkasta var hypotes.

4. En stokastisk variabel X har frekvensfunktionen

Cz? +100Ce™ 2, 0<xz<10
fz) =
0, x < 0eller x> 10
(a) Vad ar C?
(b) Vad ar P(2 < X < 4)
(¢) Vad ar vintevardet av X7
(d) Vad édr standardavvikelsen av X7 (1+141+2 poing)
Losning

(a) En frekvensfunktion méste integreras till 1.
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(b)

P(2<X<4)—/4f(:c)dx— 3 43_23—100(6*4—52) ~ 0.07
=7 ) "~ 1300 — 300e-10 | 3 e
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E[X] = /0 xf(x)dr =C [4] + 100/0 xze “dx | = { partiell integration } =
0
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= C—~+100C (1071 — 719+ 1) ~ 6.00
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105 —10 2 ~10
=C T 100e™"7(10% 4+ 20 + 2) + 200 ) = 100C(202 — 122¢™ ") ~ 46.62

10

C 100C [ajzeﬂ” + 2ze % + 2672?]0 =

Var(X) = E[X?] — E[X]? ~ 46.62 — 62 ~ 10.62

Vvar(X) = /10.93 ~ 3.26



