1 FORELASNING V: KONTINUERLIG FORD.

1 Forelasning V; Kontinuerlig ford.

Ufallsrummet har hittills varit dsikret, den stokastisk variabeln har endast kun-
nat anta ett antal virden. Ex.vis Poissonférdeln. ar antal observationer inom
ett tidsintervall men ndr, d.v.s. i vilket tidsintervall en observation gors Ger
férdelningen inte svar pa.

En stok. var. som kan anta alla varden i ett intervall kallas kontinuerlig.

Ex 1 Lat £ var den tid man véantar tills nésta buss kommer. Utan att veta
tidtabellen och med tiominutersintervall mellan bussturerna far vi en Férdelning
som &r likformig i ndgon mening. Lat £ =véantetid pa nésta buss. Att behova
véanta hogst tiden ¢ € [0, 10] &r

t
Pe<t)=—, 0<t<10.
10
En sadan fordelning kallas Rektangelférdelning. Funktionen P(§ < t) =: F(t)
kallas fordelningsfunktion. Dess derivata F'(t) = 1—10 =: f(t) kallas frekvens-

funktion (sannolikhetsfunktion). Man kan askadliggéra f(t) och F(t) i ett ko-
ordinatsystem. Observera att arean mellan y = f(¢), y =0, dar 0 < ¢ < 10 &r
1.

Definition 1 For en kontinuerlig stokastisk variabel definierad i ett intervall
I = (a,b) ar f(z) en frekvensfunktion, om

/If(x)dx =1, och f(z) > 0. (1)

Motsvarande fordelningsfunktion F(x) &r

/wf(t)dt:F(x), a<z<b. (2)

Kommentarer

e Frekvensfunktionen f(x) ovan motsvarar P(§ = x) for diskret fordelning.
Fér kontinuerlig férdelning &r P(§ = x) = 0, sa att frekvensfunktion {or
diskret och kont.inuerlig fordelning skiljer sig at.

e Fordelningsfunktion for diskret férdelning ar
F(z):=P(¢<z)= )Y PE=2).
x' <z

Ex.vis for £ € Geo(p) ar

x

F(z)= (1-p)""'p.

x’'=1

e For en kontinuerlig fordelning ar P(§ < ) = P(§ < z), d.v.s. utfallet i
en enstaka punkt P(§ = z) = 0.
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Ex 2 Betrakta rektangelférdelningen i foreg- exempel. Hur definierar man
ett vantevarde for €7 Det borde vara 5 (min) eftersom det dr mitten pa inter-
valler [0, 10]. Ett sétt att rdkna ut det &r att integrera

10 127"
/0 ()t = MO —5—EB©) =

Precis som vi gissade.

Kommentarer

e I princip visar exemplet ovan pa hur man berdknar ett vantevarde for en
godtycklig kontinuerlig fordelning.

1.1 Exponentialfordelning

For denna fordelning ar frekvensfunktionen beroende av en parameter A > 0

och ar
0 omt <0
t) =
7(#) {Ae_)‘t omt>0

Motsvarande férdelningsfunktion &r

0 omzx <0

F(z) = r
(z) / e M=1—¢e* omz>0
0

Valet av ¢t som oberoende variabel ar att de ger sannolikhet for livslangd, alltsa
tid. Vi observerar att
lim F(z)=1.

Tr—>r00

Ex 3 Vi har berdknat for £ € Po(5.5 (h)) sannolikheten for ankommande
langtradare under ett dygn. Ex.vis &r sannolikheten f6r minst £ = 2 langtradare

5.50 5.5)

P(§22)1P(§<2)165'5(0!+1!

P(>2)=1-P(¢<1)=1-F(1), dar F(x) ar fordelningsfunktionen for .

Ex 4 Ett reld i en elektrisk krets har livslangd som &r exponentialférdelad
med A = 0.004 (h™").

(a) Berdkna sannolikheten att livsléngden 6verskrider 150 h.

(b) Berikna sannolikheten att livslinden 6verskrider 200 h, om livslingden
har 6verskridit 50 h.

Losning:
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(a) Sannolikheten att livslingden Gverskrider 150 h ar

1— F(150) = 1 — (1 — e~ %-004150) — . 548812...

(b) Sannolikheten att livsldnden 6verskrider 200 h, om livslangden har 6verskridit
50 h ar en betingad sannolikhet. Sattt A =handelsen att relats livslangd
ar > 50 h och B =héndelsen att reléts livslangd dr > 150 h. Vi skal alltsa

berakna
e—A-200

50 = €_>\'150 = 0.548812...
e

P(B|A) =

Alltsa samma sannolikhet som i (a).

Kommentarer

e Viser att sannolikheten for att livslangden ar ytterligare 150 h om livslangden
har 6verskridit 50 h &r densamma som for att livslangden ar 150 h fran det
att reldt dr nytt. Det betyder att reld inte blir simre (eller béttre) med
tiden. Har det overlevt ett tidsintervall [0,tg] &r sannolikheten att den
Overlever t.o.m. ty + t1, densamma som att den Gverlever tidsintervallet
[0, t1].

e Exponentialfordelning beskriver sannolikhet for icke-aldrande och &r ett
specialfall av Weibullférdelning. Den senare beskriver olika typer av aldrande,
ex.vis elektriska eller andra komponenter som blir béttre till en viss tid-
punkt och sedan aldras/blir séamre.

e Forvantad overlevnadstid ar (partiell integration behovs)
o 1
E(€) :/ tee Mdt =~
0 A

e I exemplet ovan ar forvantad livslangd saledes

1
0004 =250 h.

e For radioaktivitet anvands exponentialférdelning; Livslangden fér an in-
dividuell atoms radioaktivitet € Exp(\) for ett visst A beroende pa vilken
isotop det ror sig om.

1.2 Normalfordelning

Frekvensfunktion &r )
- (z—m)?/(20%)
x) = e .
1@ = 7
Den har tva parametrar p som &r dess vantvirde och o som ar dess stan-
dardavvikelse. Man séger att £ € N(u,0). Det &r komplicerat att berdkna

férdelningsfunktionens vérde for olika x, d.v.s. att berikna

z 1 2 2
Fla) = / L eweon gy, 3)
—oo OV 2T
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Det dr en utmaning att visa att F(z) — 1, d4 @ — oo men man visar i en
kurs i Flervariabelanalys att

/ e_tz/tdt =V 27.

Forst skall vi géra en variabelsubst. till standardnormalférdelningen , som
har vantevéirde 0 och standardavvikelse 1. Denna har i sin tur motsvarande
fordelningsfunkton ®(z) tabellerad (se tabellsamlingen).

1.2.1 V.S. i normalférdelning

Vi gor nu en V.S. fran en allm. Normalford. till standardnormalférdelningen.
¢(x) star for motsvarande frekvensfunktion och @ () for dito fordelningsfunktion.
Satt i (3)

t —
y:—udomgerdt:ady
g

| pla—w/e _
F(x) = / e_y2/20dy=¢><x H) .
21 J o

g g

Ex 5 En elkabels diameter i cm &r normalfordelad N(0.8,0.02).
Vad ar sannolikheten att diametern ar

(a) hogst 0.82 cm,

(b) mer &n 0.81 cm,

(¢) mellan 0.77 cm och 0.83 cm?
Losning:

(a) Sannolikheten for hogst 0.82 cm Ar

<0.82 —0.80

= 11} = 0.841345... ~ 0.84
0o ) {tabell} = 0.841345... ~ 0.8

(b) Sannolikheten f6r mer &n 0.81 ¢m &r sannolikheten 1 minus sannolikheten
for hégst 0.81 cm. Den &r saledes

0.81 —0.80

1P(£§0.81)1q>( 02

) = 0.308538 ~ 0.3.

(c) Denna sannolikhet, som vi kallar p, far vi som en differens.

p = F(0.83)— F(0.77) = & (083—080) o (077—080>

0.02 0.02
= ®(1.5) — ¢(—1.5) = 20(1.5) — 1 = {tabell} = 0.866386 ~ 0.87 .

Detta ar alltsa sannolikheten att en viss elkabel har en diameter mellan
0.77 cm och 0.83 cm.
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1.3 Jamforelse: o, och oy

Vi passar pa att jamfora grafen av tva normaférdelningars frekvensfunktioner
med samma véntevirde (= 0) och med olika véntevirden. En som inte &r
streckad ar standardnormaférdelningen med o; = 1 och den med streckad graf

maste ha mindre standardavvikelse, i sjilva verket ooy = \ﬁ



