1 Forelasning I, Mingdliara och elementir sannolikhet-
steori, LMA201, LMAS21

1.1 Maingd (Kapitel 1)

En (oordnad) mingd A dr en uppsittning av element. En sddan mingd kan in-
nehalla dndligt eller odndlligt med element. Ex.vis

A= {x1,29,....,xn}. (D

A har n element, om alla x, 4r olika, alltsa ett dndligt antal.
Ex.vis dr

F=1{1,2,4,/3,4,2} = {1,2,4,V3}.
Antal element i méingden skrivs |F|, d.v.s. |F| = 4.
e Med A U B menas méngden av de element som ligger i A eller B.
e Med A N B menas méngden av de element som ligger i A och B.

e Med A\ B menas mingden av de element som ligger i A men inte i B.

Att ett element z finns i en méngd A skrivs z € A.

Med A C B menas att om z € A, sa giller x € B. A dr delméiingd av B,
alternativt B &r dvermdngd till A.

e () &r den fomma mingden, mingden som inte innehaller nagot element.

e Givet en grundmingd 2. Med A C Q. Dadr A° = Q\ A, komplementet till
A

Kommentarer

o Att A C Bbetyderattomx € Asddrz € B.
Alternativt kan det skrivas som att z ¢ B —> = ¢ A.

e En likhet A = B ir alltsa ekvivalent med att A C B och B C A.

Ex 1 For att bevisa foljande likheter ricker det att rita miangder. Borja med att rita
en grundméngd (!

C
Q

Venn-diagram med tre delméngder i en grundméngd <.
o (A°UB°) = (AN B)-.
e (A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B) (symmetrisk differens).
e AN(BUC)=(ANB)U(ANC).



Ex 2 Ett kast med en tdrning

Dess utfall dr 1,2,3,4,5,6 och vi kan tala om mingden Q = {1,2,3,4,5,6}.
Denna méngd innehaller alla utfall och kallas utfallsrummet. Den betecknas €2
dven i boken.

For en sannolikhet (av en hindelse), ofta betecknad P eller p, giller 0 < p < 1.

Ex 3 Vad &r sannolikheten att i ert tirningskast, fa
(a) en 2:aeller en 6:a,
(b) ett udda tal,

(c) etttal < 5?
Loésning:

Det dr naturligt att samtliga 6 utfall sker med samma sannolikhet och att totala
sannolikheten dr 1. Vi sitter €2, som ovan.

1
3
(b) Ett udda tal dr 1,3 eller 5. Som mingd betraktad &r det B := {1,3,5}. B

innehéller 3 element. Det édr da rimligt att sannolikheten for att far ett udda
tal dr

2
(a) Som mingd betraktad A = {2,6}. Den intréffar med sannolikheten 6=

3 1

6 2
(c) Etttal < 5dr1,2,3,4 eller 5, alltsa 5 utfall. Som mingd sitter vi

C ={1,2,3,4,5}.

. . )
Sannolikheten som soks, d.v.s. att fa ett tal < 5 dr 5

Kommentarer



1
e Sannolikheten for de 6 utfallen dr densamma 5 Man talar om likformig

sannolikhetsfordelning.

(a) Vi inforde beteckningen |A|, som antal element i mangden A. Hir dr || =
6. Vikani (a) sitta |A| = [{2,6}| = 2. Den sokta sannolikheten i (a) dr

A_2 _ pay =

1
Q] 6 3

Vi infor beteckningen M, for antal méjliga utfall. Da ir

M =|Q| = 6.

P.s.s. infor vi G for antal gynnsamma utfall. Da ér
G=|Al=2
Den sokta sannolikheten i (a) kan alltsa skrivas

A_Gc_2_1

Q M 6 3

(b) Hir ar
_ _ . . Bl G 3 1
G = |B| = 3 och ddrmed dr P(B) = o M 62
© Il G 5
P = —= — = —,
©) Q] M 6

e Begreppet mdngd ersitts sa smaningom av begreppet hdndelse.

e Sannolikhet hinger ihop med relativ frekvens; Om man kastar en tirning, sig
100 ganger, bor c:a 1/6 vara 2:or, d.v.s. ungefir 16 till 17 ganger bor man fa
en 2:a.

Ex 4 Med samma mingder (hdndelser) som i féredende exempel, bestim
(a) AUBoch AN B.
(b) AuUCochANC.
(¢c) Aoch BN C.

(d) och motsvarande sannolikheter.

Losning:
(a)
AUB=1{2,6}U{1,3,5} ={1,2,3,5,6}.
ANB={2,6}U{1,3,5} = 0.
(b)

AUC ={2,6}U{1,2,3,4,5} = {1,2,3,4,5,6}, ANC ={2}.



(c) A = Q\ A irjukomplementet till A ochidr A° = {1, 3,4, 5} alltsd mingden
av de utfall som ligger i {2 men inte i A.

BNnC=1{1,3,5}n{1,2,3,4,5} = B.
Speciellt dr ju B C C. Detta dr ekvivalent med att BN C = B.

(d) Motsvarande sannolikheter ar
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Kommentarer



e l(a)ir PLAUB) = % Ar det detsamma som att addera, d.v.s. ir denna

sannolikhet
P(A) + P(B)?
) 2+3 . .
Vi ser att P(A) + P(B) = e P(A U B). Likheten beror pa att

P(A N B) = 0. Mer exakt sa dr A och B disjunkta ("ej samtidiga") och
P(AnN B) = P(0) = 0. Dirfor &r

P(A)+ P(B) = P(AUB,).

e Omyvisitter AUB = D = {1,2,3,5,6}, sa kan vi skriva D, som en disjunkt
union:

D=AUB=AUB.

Varje méngd D kan delas upp i en eller flera parvis disjunkta delméngder.
En sédan disjunkt union skrivs som ovan med ” LI ”. Man kan tinka sig att
en mingd D ir lika med

D= I-'Z:lAk

en parvis disjunkt union. Fordelen med det &r att

P(D) =) P(Ag).
k=1

e Vi jimfor nu P(AU C) med P(A) + P(C).

PAUC) = g — 1 och P(A) 4+ P(C) = 5%2 - £(> 1.

1
Vi skall justera sd att vi far en likhet. AN C = {2} och P(ANC) = g

For att fa likhet, far vi subtrahera 1/6 i VL pa foljande sitt
P(A)+P(C)—P(ANC)=PAUC). (2)

Vi ser att det numeriskt stimmer. Likheten beror pa att i VL finns elementet
2 (som mingd {2}) finns i bade A och C.
Likheten (2) giller generellt i sannolikhetsléra.

Ex 5 Tva kast med en tdrning
Vad idr sannolikheten att

(a) forsta kast dr jamnt.
(b) summan ar 7,

(c) summan &dr udda och summan jimn.

Losning:



(a) Att forsta kast dr jamnt dr oberoende av utfallet av andra kast. Saledes dr den

1
sannolikheten 3

(b) Summan &r 7. Lat vagrit rad utgora andra kast och lodrét kolonn utgéra 1:a

kast.
(1 1) (1 2) (13) (14) (15) (16)
(2 1) (22) (23) (24) (25) (26)
(3 1) (32) (33) (34) (35) (36)
(4 1) (4 2) (43) (44) (45) (4¢6)
(5 1) (5 2) (53) (54) (55) (5 6)
(6 1) (6 2) (6 3) (6 4) (6 5) (6 6)

\giféir]\l/[ = 62 = 36 och G = 6, sa att sokt sannolikhet &r P(summan ir 7) =

36 6

(¢) Summan ar udda:

G=2+4+46+44+2=18, M = 36 = P(summan ir udda) = % =%.

Summan &r jimn:

G:1+3+5+5+3+1:18,M:36:>P(summanéirudda):gzé.

Kommentarer

e Observera att P(summa = z) inte r likformig, d.v.s. P(summa = z) ér
olika for olika x = 2, 3...,12.

o Vi inf6r en stokastisk variabel, hir betecknad £ med betydelsen £ =summan
av tdrningskasten(-s poéng).

e Sannolikheterna fordelar sig som i figuren.

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Frekvensfunktion (Probability density function) for summan av tva kast med en tirning
(eller ett kast med tvd téirningar).




