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1 Forel. VII

Punktskattningar av parametrar i fordelningar

1.1 Punktskattning

For att skatta vantevérdet for en fordelning ar det lampligt att anvanda Medelvardet
1
E=— g &;. Vi tar nu vantevardet av denna stok. var. :
n
j=1

1.1.1 V.v.r. och effektivitet

V.v.r. dr en forkortning av véntevirdesriktig. Punktskattningen £ ar v.v.r.

ty E(§) = p.
Ex 1 Undersok om nedanstaende stok. var. ar v.v.r. for £, k = 1,2 som ar
likaférdelade med gemensamt v.v. p.

(a) 0.5 + 0.3&
(b) 0.6¢1 + 0.4&,

Lo6sning:
(a) E(0.5&1 +0.3¢2) = ... = 0.8u. Alltsa ej v.v.r.
(b) E(0.6&1 4+ 0.4&) = ... = p. Alltsa v.v.r.

Ex 2 For tva oberoende stok. var. & och & med samma p men med olika
standardavvikelse 2.0 respektive 1.0. De observerade vérdena ar kdnda. Fragan
ar hur dessa skall anvéindas for att fa en sa effektiv v.v.r. skattning som mgjligt.

Losning:
En v.v.r skattning ar ¢£; + (1 — ¢)& med varians
V(t& + (1 —t)&) =t2-2.0° + (1 — )% - 1.0* =: V(1).
Det géller att finna det minsta virdet av V(¢).
V(t)=10t —2=0<+=t=0.2.
Detta motsvarar ett minimum.

Vinin = V(0.2) = 0.8 med motsvarande standardavvikelse o = 0.89.
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1.2 Centrala gransvardessatsen

Vi har sett summan av tva ober. stok. var. Som &r diskreta.
Ex 3 I ett tidigare exempel har vi £ som antal datorer som séljs under en
vecka 1 affaren Datornord. Vi antar vidare att frekvensfunktionen ar

@ 0 1 2
Pé=2)|03 04 03

Vi later vidare & , & och &3 vara antal salda datorer under vecka 1, 2 respek-
tive 3. Vi antar att dessa ar oberoende och har samma foérdelning d.v.s. som i
tabellen ovan.

Losning:

Det betyder att vi soker fordelningen hos summan n = & + & + £3. Det
ar sjalvklart att n kan anta vardena 0,1,2,3,4,5,6. Hur fordelar sig sanno-

likheterna for n?
P(n=0)=0.3%

Fordelningen., d.v.s. frekvensfunktion (sannolikhetsfunktion) &r fran 0 till 6.

0.027,0.108, 0.225, 0.28,0.225,0.108, 0.027

L L L L L L
1 2 3 4 5 6

Genom att addera fler likaférdelade stok. var., far man en ”"kurva”, som allt
mer liknar en normalférdelning.

Sats 1 (Centrala grénsvirdessatsen)
Lat &, &, ..., &, vara oberoende likafordelade stokastiska variabler (d.v.s. med
gemensamt vintevirde u och varians o2). Sitt

(=> &
k=1
Da giller for stora n att

¢ approximativt har férdelningen N(nu,o+/n) (1)
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Kommentarer

e Det foljer att & har approximativt N(u,o/v/n).
e Tumregel for approximationen ar n > 30.
Ex 4

(a) Vad ar sannolikheten att man i datoraffaren Datornord séljer fler 4n 54
datorer under ett ar?

(b) Vad &r sannolikheten att det séljs i genomsnitt hogst 0.9 datorer i veckan?
Forutsett att forséljningen vecka for vecka ar ober.
Losning:

(a) Véntevéardet p = 1 for forsiljngen under en vecka. Motsvarande varians
ar

V =(0%,1%,22) - (0.3,0.4,0.3) — 12 = 0.6, 0 = V/0.6.

Sannolikheten at man séljer fler &n 54 datorer under ett ar ar

54 —-1-52
1-®| ——+] =0.36
(\/0.6~\/52~>

(b) Sannolikhetsfordelningen &r N(1,1/0.6/4/52) > ¢ och vi s6ker sannolikheten

09-1
Pi=0(————— ) =&(—0.930949...) = 0.17594 ~ 0.18.
(\/0.6/\/52) ( )

Svar (b) Sannolikheten att man séljer hogst 0.9 datorer per vecka &r 0.18.

Ex 5 For en produkt har man fatt foljande véirden:
47.72, 49.67, 46.7343, 49.15, 50.58, 49.29.

Det kan ses som en observerade métviarden av en normalférdelad variabel £ €
N(p,1.1). Standardavvikelsen &r alltsd kdnd. Producenten pastar att medi-
anvérdet dr 50.00. Testa detta med ett symmetriskt konfidensintervall i (a) och
(b) pa signifikansniva

(a) 95%
(b) 99%
1. Slutsatser?

Lo6sning:
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(a) 95%: Vi far observerad punktskattning & = 48.8569. Det symmetriska
intervallet ar \ N
. a/QO—’ T+ /20
V6 V6
Med
)\a/g = )\0,025 = {tabell} =1.96
blir konfidensintervallet
_ 196-1.1 _— 1.96 - 1.1]
_ T -
V6 V6
1.96- 1.1 1.96-1.1
[48.8567 — ———=——, 48.8567 + —————] = [47.9765, 49.7368]
V6 V6
(b) 99%: Héar &r ”kvantilen”
Aaj2 = Ao.oos = 2.57583.
Motsvarande intervall ar
[47.6999, 50.0134]
(c) I (a) géller att 50.00 ¢ [47.9765,49.7368] Det betyder att med 95% san-
nolikhet sa ar p # 50.00.
I (b) géller att 50.00 € [47.6999, 50.0134]. Vi kan alltsd med 99% inte
pasta att p % 50.00.
Kommentarer
e Det som beskrivs i detta exempel ar ett hypotestest. Att pasta att p #
50.00
e Producentens pastéaende att p = 50.00 ar nollhypotesen H.
Etthypotesen Hy ar u # 50.00.
e I exemplet forkastas Hy pa signifikansniva 95% men forkastas inte pa
signifikansniva 99%.
e Innan man ger konfidensintervallet har man en intervallskattning

a/2° 0 )‘a/2'0

Vn Vn

Innan néasta exempel tar vi upp vilken fordelning som en summa &; + &
kan ha.

A _
£~ &+ (2)

indikatorvariabler).
2. Om & € N(uy,01), s ar & + & € N(u1 + pa, /02 + 032).

1. Om & ar binomialférdelade och oberoende samt &; € Bin(ny,p) och & €
Bin(ng,p), d.v.s. samma p, sa ar & + & € Bin(ny + na,p) (Bevis m.h.a.
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Ex 6 Ett byggprojekt av bostdder at studenter betar av tva moment,
lagga grund och sétta upp viggar och tak. Dessa moment &r N(2.0,0.4) och
(N)(1.5,0.3) i enheten 30 dagars perioder (d.v.s. 1.5 betyder 1.5-30 = 45 dagar
etc). Var dr sannolikheten att byggtiden totalt tar mer &n 120 dagar? Antag
att de tva momentens tidsatgang ar oberoende.

Losning:

Lat de tva momentens tidsatgang vara & resp. (¢ och sitt © = 4.0 (eftersom
30 - 4.0 = 120).
Totala byggtiden ar da

£+ ¢ e N(2.0+1.5,1/0.42 4+ 0.32).

Den sokta sannolikheten ar

4.0 - 3.
1-¢ (00535) = 0.158655 =~ 16%.

Sannolikheten att byggprojektet tar mer an 120 dagar ar 16%.

1.3 Intervallskattning da ¢ okand
Vi gor nu det i fallet fa o maste skattas, d.v.s. ar okénd. Vi punktskattar da

0" = nil D (G —8)?
k=1

Vi antar att det finns ett ¢, sadant att vid en symmetrisk intervallskattning med
konfidensgrad 1 — a;, t

— 0'*
P —-k—
E-k o
Detta kan skrivas om till en jamn funktion
E—p
P k)=1-a«a/2.
<o*/ N o/
Den stokastiska variabeln, obs! Bade séljare och ndmnare ar stok. var.
E—n
o*/n

<p)=1-—a/2

ar, kan man visa, t—fordelad med n—1 frihetsgrader. Denna fordelningsfunktion
ar tabellerad.

Ex 7 Vid miétning av stralning fran mobiltelefon har man foéljande stickprov
(Enhet mr/h), som antas vara observerade varden fran en normaférdening. 0.50
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mr/h ar rekommenderat maxvirde. Ett mobiltelefonforetag pastar att medel-
stralningen ar 0.45 mr/h.

{0.4,0.48,0.6,0.15,0.5,0.8,0.5,0.36, 0.16, 0.89}.

Ge ett nedat begrénsat 99% konfidensintervall for stralningen.
Losning:
(Observerat) medelvirde och standardavvikelse &r T = 0.484 respektive 0§, =

s = 0.239824. Intervallet ar

_ s
(m —tn_1,099 - —=,+00| .

\/ﬁ?

n = 10, sa att tabellvirdet tg .99 = 2.9 vilket ger intervallet [0.280, c0). Vi kan
inte forkasta foretagets hypotes att medelstralningen ar 0.45 mr/h, pa 95% :s
signifikansniva. Om 0.45 hade varit t.v. om intervallets om intervallets nedre
grans hade vi forkastat foretagets hypotes (nollhypotesen).

Kommentarer

o Foretagets hypotes, nollhypotesen Hy att p = 0.45 stills mot mothy-
potesen Hip, som har ar att p > 50.0. Hy kan inte forkastas pa 95%.s
signifikansniva.

o t—fordelningenss frekvensfunktion beror pa n och ser ut sa héar

—n/2
fulz) =cp (1 + v ) }

n—1

Med lite kunskaper om gransvarde, kan man visa att

falz) — e/ = o¢(r) dd n — oo

1
V2T
Standardnormalfordelningens frekvensfunktion.

e Om n stort (n > 30) d.v.s. ett stickprov pa en godtycklig férdelning blir
det approximerande symmetriska konfidensintervallet

)\a/2'87T+ Aa/g's
Vvn vn

Man anvénder A, i stéller for ¢, _1 o2 ty fu(z) = ¢(x) for n > 30.




